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Teil A.
Phinomenologie der Maxwell-Gleichungen



A.1 elektrisches Feld 5

A.1. elektrisches Feld

1
To

F—Fk _ Q1Qi ;

|71 — 7o

1
k =

471'60
1
g0 =8654 x 1072 AsV~Im ~ 7QASV*1 m
479 x 10
im SI-System.
q— q sk —=1.F— 41G2

Vimeg ’ |7y — o

q wird gemessen in /ergcm = 1 esu ,elektrostatic unit®.

2. elektrische Feldstarke

o F(7)
E(7) =
(") =—,
AAchtung
viele Biicher verlangen:
. AF
E(7)= lim —
()= 4% aq

dies ist nicht notwending — Linearitit der Elektrodynamik

analog: Lorentz-Kraft auf bewegte Ladungen — magnetische Felder

A.3. Maxwell-Gleichungen

— axiomatisch fur d1e Elektrodynamlk Verbindung zwischen Ladungsdichte p, elektrischen Stromdichte j 7 und
den Feldern E D H und B.In einem Inertialsystem nehmen die Maxwell-Gleichungen diese Form an:

LdivE=V-E= 47 p Gesetz von Graufi.
elektrische Ladungen sind Quellen des elektrischen Feldes

Satz von Gaufl eingschl. Ladung

3 . pd T =2 = 3 T
d’rdiv £ = dSE=v= [ d°rdnp = 4nq
1% ov i

v

el. Fluss



A.4 Eigenschaften der Maxwell-Gleichungen 6

2.divB=VB=0

/d3rdivB:/ dSB=¢=0

v ov

3. 10t E=V X E=—-04B Faraday-Induktionsgesetz.

!
Lenz.-Regel.
0 10
‘9“‘8(@)‘2&
/dg.ro@:/ a#E =~ /d§ B
s a5 d(ct) Js
—_—— —_——
U ¢
4 rotészéz@CtE—i—%r}
. L4 L.
/dSrotB: aiB = 4 /dSE+7T/de
s as (ct) Js c Js
—_——
M I

A.4. Eigenschaften der Maxwell-Gleichungen

+ zwei skalare und zwei vektoriell Gleichungen

« lineare, partielle Differenzialgleichungen erster Ordnung

+ fiir vorgegebene p und jlassen sich F'und B berechnen

+ oder aus einer Feldkonfiguration E und B lassen sich Ladungen p und jfinden

+ Maxwell-Gleichungen gelten in einem Inertialsystem: erst die Definitonen aus Bezugssystem bestimmt,
was p und j ist, und damit £ und B
dariiber hinaus ist mit Wahl des Systems klar, was xvolt ist, und damit J,; und V.

+ nur eine Skala enthalten: ¢ ~ Lichtgeschwindigkeit

—

. imVakuum:p:O,j':O:e:l:,u%B:E,I_{T:B.

div E =0
div B =0
rot £ = —actB’
rot B = —actE

Wennman E — E, B — — Evertauscht, dann andern sich die Gleichungen nicht — elektromagnetische
Dualitit.

- seltsame Asymmetrie, es gibt kein pp, oder jmag

div B = AT Pmag = 0

- N
rot B = —04B + ?jmag

0



A.5 Erhaltung der elektrischen Ladung 7

A.5. Erhaltung der elektrischen Ladung

rot B =04 E + 4%3
. 2 Lo AT
divrot B = €;;,0;0; B, = 0 = 8th+? div j
=4np
A
T
— Gp+divj=0

(@p+dw3)
(Kontinuititsgleichung)

Aus der Kontinuititsgleichung folgt die Ladungserhaltung

d - .
/dgT&gp—/dgrp——/dg‘rdivj——/ dsS-j
1% dt Jy 1% v
——

q

Anderung der Ladung in einem Volumen = Fluss der Ladung durch die Oberfliche.

Dynamik der Felder ist konsistent zur Bewegung der Ladungen

giltauch in Materie! Ampere-Gesetz und Gau3-Gesetz enthalten falls € # 1 die dielektrische Verschiebung
D.

es existiert implizit eine zweite Erhaltungsgleichung fiir die magnetische Ladungen, die nicht existieren.
2(1 + 3) Maxwell-Gleichungen fiir 2 - 2 - 3 Felder!

A.6. Elektrodynamik in Materie

Wechselwirkungen zwischen dem elektromagnetischen Feld und Materie ist sehr kompliziert im Mikroskopischen
— in vielen Fillen ist es trotzdem moglich, mit zwei Konstatnen eine einfach effektive Beschreibung zu finden.

+ &: Dielektrizitatskonstante — D = ¢ E
+ : Permeabilitdtskonstante — B = uf-:f

Im Vakuum: € = 1, u = 1, in Materie:e # 1, u # 1

im Vakuum in Materie
div E = 4mp div D = 4d7p
divB=0 div B =0
rot E = —8pt§ rot E = —8pt§
vot B =04 E + vot H=8yD+ =]
c c

(wir brauchen noch zwei Konzepte, Dipolfelder und das elektrische Potenzial um ein Modell fiir € aufstellen zu
konnen).
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A.7. elektrisches Potenzial — Elektrostatik

4 =T
E( T) =qQ1 ’ - 7 ‘3
— 71
. F—T
E(7) = Z 4 7 _,'Z|3 Beobachter
i ‘ mit Probeladung

(Definiton: Probeladung ist positiv — abstofRende

Coulomb-Kraft falls g; > 0.)
Superposition wegen der Linearitit der Maxwell-Gleichnug.

Kontinuumslimit: ersetze ¢ — p

B , P , 1
B = [ a3 ?H:—/d%’ Y
7= [ o) T == [ v
3 P)
= -V dfr”|F 7
Vv

—| E(7) = —V¢(7)
_ 3, p(?l)
o0 = L

und es gilt automatisch in diesem Fall:

=l

rot £ = —rot Vo =0; (rot E),; = €;j#0;01,¢6 = 0
Substitution in das Gau-Gesetz:
div E = 4dtp
—> (Poisson-Gleichung)
Falls keine Ladungen vorliegen, muss A¢ = 0 gelten.

1

=]

¢(7) =

Fiir Quelle mit ¢ = 1 an der Stelle 7 = 0:

ror2\ r

Kugelkoordinaten, Winkel fallen weg, da sie nicht in ¢ vorkommen

2
A¢=(3§+8§+8§)¢:A1 19 <>_o
1 r

klar, bei 7 ist die Ladung nicht, sondern bei 0

/Vd?’rﬁcb:/vd:er(V(b)T/avdchb

Satz von Gauf

/2d§z 0 _ /dQ:—47r
37‘

‘Xw‘ -
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Zusammenfassung beider Fille

1 -
m = —47T(SD(T‘ — 7",)
analog fiir Gravitation
div g = 4mp
Ap = 4nGp

A.8. Dirac-Funktion dp

Elektrodynamik ist eine Kontinuumstheorie — p ist eine Ladungsdichte:
/ d3rp=yq (im Volumen V)
\%
qép (7 — 7') reprisentiert eine Punktladung ¢ an der Stelle 7.

p(7) = ZqiaD(f— 7i)

o(7) :/d3r’ p(7)

-7
denn
1
Ag(T) = /d37"/p(7_“’,) Am = /dgrlp(F/)(—ﬁlﬂ)(sD(?— 77/)
AG(T) = —4mo(T) Poisson-Gleichung

im diskreten Fall:

= —47TZqiaD(F— ?’) = —4mp(7)
i

A.9. potenzielle Energie und das elektrostatische Potenzial

AAchtung

bitte seid super vorsichtig mit Energieinterpretationen von allem, was mit Relativitit zutun hat!

Coulomb-Kraft F"

Verschiebearbeit W
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mitd7 - %gb = d¢ (totales Differenzial)

B
W= [ 0= ao(B) ~6(a)
+ Potenzialdifferenz entspricht der Verschiebearbeit pro Ladung

+ Verschiebung muss extrem langsam erfolgen, dass £ — B nicth transformiert (Lorentz!)

A.10. Eigenschaften der Jp-Funktion

Normierung
/d”x&D(x) =1
Lokalisierung
/d”wg(w)cSD(fv —y) =9)
b
1 <c<b
/ dx(SD(x—c):{ =
a 0 sonst

Durch Substitution

+oo
[ dag@8la ~ a) = g(@)ina - a)| - [ dag@inte—a
=0-g'(a)
A.11. Feldinderung an einer Oberflache
Betrachte Oberfliche mit Oberflichenladung o
Aq

= lim —

77 ASS0AS
wie wird ein elektrischen Feld durch diese Oberfliche beeinflusst? (vor Oberfliche: E 1, nach Oberflache Eg)
Dazu withlen Zylinder mit den Mantelflichen parallel zur Oberfliche und Volumen AV und, dass der elektrische
Full durch die Seitenwinde sehr klein ist und nicht zum Integral beitrigt.

AS-o
—
/ a*r' div E = dg-E:47rq:47T/ dSﬁzAS(Ei—Eﬁ)
AV | Jas av
Gauf

— Ey = F{ + 470

Wenn das Feld tangential zur Oberflache ist, kann man stattdessen eine Schleife wihlen und den Satz von Stokes
benutzen:

/drnET/ a8rot = (E} - Bl )Ar — B} = B
o /s

Stokes
AuRerdem: F = —V¢ = rot E = —rot Vo = 0.
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A.12. Energie einer statischen Ladungsverteilung

AAchtung

Energie + Relativititstheorie: supervorsichtig!

1. ¢ aneiner Stelle 7y, — Potential ¢; = =L

[7—71]
2. qpaneiner Stelle 7y  — Wy = g9 - ¢1(72)
3. gzaneiner Stelle 73 — W3 =g¢3- (qbl(F ) (7'3)) Man erkennt

r;. gn an einer Stelle 7#,, — Wn:qn'zghl oi(Tn)
N N n—1
W:ZW :ZQHngz(Fn)
qiqn
W= anz\rl—r\ ZZ|T

1— Tn‘
17571
Korrektur der doppelten Zihlung

Kontinuums-Limes

7~ 7] 77
=¢(7)
1 N =
— 5 [ Erema)
1 3 1 3,.3
W=—-—— [ d&rlhop=—— [ d°r°d N¢
! 8 8

Poisson-Gleichung A¢ = —47p

Esgilt: 9 Ap = ¢V - (V¢) = V(¢V ) — VoV
W=— ;(/d%w7¢v¢ L/d3 (V)?
——/HS¢V¢+L/d W@

Satz von Gauf: [ dS(¢V ) = 0 fiir groRe Volumen, da typischerweise ¢ ~ 1/r, Vo ~ 1/12 => ¢V ~
1/13, aber d S ~ 72

1
W=_— / d*rE?
8T

Energiedichte des elektrischen Felds:

-

Pelzg



A.12 Energie einer statischen Ladungsverteilung

12

AAchtung

Selbstenergie fiir 7' = 7*- keine Losung in der klassischen Elektrodynamik.
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B.1 Green-Theoreme

14

Losungen der Poisson-Gleichung A¢ = —47mp. 3 Probleme

1. Inversion des Differenzialoperators — Green-Funktion

2. Geometrie der Ladungsverteilung — Multipolentwicklung

3. Randbedingungen — Green-Theorie

B.1. Green-Theoreme
Es gilt fiir A(7) = oV
div A — div(eVep) = VoV + ¢ A

Satz von Gaufd:

/d3div;1:/ dSA
Vv oV

S = dSn, 1 ~ Normalenvektor

/ B (V'pV'y + o M) = / dSpV'ep -
14 ov

¢ = 1 und Subtraktion der Gleichungen

3.0 (0 A o) — oy _ 09
/‘/dr(gpﬂq/}—wﬁga)—/(aUdS(goan 3n>

=/
&' g(7)8 (7 — F’)+47r/ g 7
Vv

9y

Erste greensche Identitét

i/
oV

Zweite greensche Identitét

elektrostatisches Potential

=7

Neumann-
Raundbedingungen

99 wiov

0

Wahl der Funktionen
1
V=7
= o(7)
— Ay = A’r 7 Amop (7 — 7)
r —
Np=NAp= —47Tp(7_"'/) — 47r/v
0 1
f 86 g
Falls 7 innerhalb von V liegt:
/ Er'¢(7)op (7 — 7) = ¢(7)
\%4
p(™) 1

a3/ —
/V "o Tan
—_———

Potenzial aus
der Ladungsverteilung

= o(7)

o

—_——
dS/(#i(ﬁ_gﬁ(yJ)i#)
F— 7 on’ on' |7 — 7|

|7 —7

Dirichlet-
Randbedingung
¢ auf OV
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OV unendlich weit weg:

1 0 1
I S 0
F—on? ™ B

0 1 1
6 7~ 70

%W—? rd

= nur der erste Term bleibt {ibrig:

¢(F) :/Vdgrl —»(?/)/|

|7 — 7

p(7) = 0 innerhalb von V: ¢ bestimmt durch ¢ und g—i auf der Oberfliche OV

B.2. Eindeutigkeit des Potenzials
Satz B.2.1 Potenzial ¢ ist eindeutig mit der Vorgabe von Dirichlet oder Neumann-Randbedingungen.

Beweis Annahme fiir Widerspruchsbeweis: 2 Potenziale ¢ ( 7*) und ¢ 7*), beide Losungen der Poisson-Gleichnug:

A¢py = —4mp B
A¢2:—47rp}A(¢1;¢2)_0

Randbedingungen:

¢1’8V - ¢2‘av
dp1, O
87‘8‘/ - %‘av

1 Green-Theorem mit U = ¢1 — ¢pound p = =U

/d%ﬂuyuﬂvwfy:/<wUm]
14 ~—— v on

wenn n = 0 (Dirichlet) oder % (Neumann)

/ dSUa—U =0
174 (9n

::(/d%KVUf:O
\4

= U ist konstant un V, ¢1 = ¢ + const.. Die Potenziale unterscheiden sich nur um eine additive
Konstante. ]

B.3. Green-Funktion — Potenzial einer Punktladung

Potenzial einer Punktladung:

1
o = Ao (7 = 7)

Green-Funktion von A
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Verallgemeinerung:

F (7, 7) erfiillt die vakuum-Feldgleichngug AF = 0 — F kann benutzt werden, um Randbedingungen zu
erfiillen. "Spiegelladungen”, Superpositionsprinzip (Elektrodynamik ist linear)

AG(F ) = At = —amsp (7 — 7)

|7 = 7|
— / &' AG(F,7)p(F) = A / &*r'G (7, #)p(#)
—A/ 434 p(7)
|7“— 7|
:A¢:—47r/d3 15 (7 — ) ()

= —dmp(T)

=/
= ¢ = /d37“/‘f(r2/’ invertiert A¢ = —4mp
r—r

Konstruktion von Green-Funktionen im Fourier-Raum

A¢(7) = —4mwp(7) — Fourier-Transformation (Poisson-Gleichnug ist linear)
AP(T) = A/d%gﬁ(%) exp(z'/%r«) - /d%qﬁ(/’é) Aexp(u‘ér«)
= /dgk‘qb(l_é) (iE)Qexp(iﬁ?> = 4w/d3kp<E> exp(iEF)
= (ZE>2¢<E> = —k2¢(%) = —47rp(l_é>

= o(F) = ae(F)

fiir numerische Berechnungen ist es extrem vorteilhaft, die Fourier-Methode zu benutzen — ,Fast-Fourier-
Transform (FFT)"
Faltung der Ladungsverteilung mit der Green-Funktion — Multiplikation im Fourier-Raum.

o(7) = /d?’r’G(i, Mo() = o(F) = ¢(F)o(F)
1

—— fir A 1
|7 =7 k2
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Bestimmung von Green-Funktionen aus dem Differenzialoperator.
AG(K F,) = —4nd (1_"’ — 7_“'/) — Fourier-Transformation
AG(F, ) = /d3kG(l<:) Aexp(u}(f_ r«f)) _ 4ﬁ/d3kexp<i,;(?_ ?,))

=(iF) == k2 G (k)=
- . 1 .
G(7,7) = /dng(k) exp(ik?) /dSk( kQ) exp(zkr) mit ¥ = 0
+1
/dek;/smﬁdH/dcp exp(ikr cos ) = 27r/dk/ dp exp(ikrp)

= 27r/dk sinc(kr) = /dysmc(y)
1

r

r

B.4. Multipolentwicklung

Idee: Von ,weit weg” sieht man nur sphirische Ladungsverteilung. Also zerlege Potenzial in sphérischen Anteil
und kleine Korrekturen.

pa
«

o(7) = /d3 , p(7)

=7
1 1

’?—7"\ Vr2 —2rr’ cos o + 12

mit [ cos o

Annahme r > 1/, 7 ist weit weg von der Ladungsverteilung an 7/

/ I\ 2
-1 : - ! 1(770( )+ S Pu) + <r> Pz(u)+---)
T\/l—Q%M—F(%) r r r

o0
Tl+1
2 : ’I”’l

=0

‘P; ~ Legendre Polynome, erzeugende Funktion:

m ZPI )2 = Po(x) + Pr(w)z + Palw)2® + ..
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Durch sukksesives Differenzieren kann man durch auswerten an z = 0 die P; bestimmen:

1 d, o, .
= Pi(p) Zmd—ul(u — 1) Formel von Rodrigues
Po(p) =1
Pi(p) = p
1
Pa(p) = 5(3M2 -1)

Legendre Polynome sind ein Satz orthogonaler Polynome:

+1 9
/ ApPu(p)Pr (1) = 57— Ow

-1

Additionstheorem: Y},,,: spiarische-harmonische Funktionen

I
4
Pi(p) = ﬁ Z Yim (0, 0)Yir, (0, ¢')
m=—1

|7 — 7
1 ——
7) — d3/ p(?)
o = [
— o) @ 2SS Ly ) [ S 0. )
[F— 7| T e e 20 tm %

qim

Qim: Multipol-Moment

Beitrag von ¢, zu ¢ ist o< rl% = hohere Multipolmomente haben Beitrage nur auf kleinen Skalen.

« Monopol:l =0 = 1Zahl,m =0

1
— d3 =/ /OY 0/, AR /d3 ! o(7) —
qoo / P(T)T 00( 80) TE 7",0(7") TE

« Dipoll =1 = 3 Zahlen,m = —1,0,+1

« Oktupol! =2 = 5 Zahlen,m = —2,—1,0,+1,+2

« Hexadekupoll =3 = 7 Zahlen,m = —3, -2, —-1,0,+1,+2,+3
+ -Multipol = 2 + 1 Zahlen, von —[ bis [

Hermitizitat:

m = (=1)"Y,

Ilm

= q, :/d?’r'P(F/)T’/l (0,9 = (—1)m/d3rlp(?/)ylﬂ‘m(07‘p)
QZ*m = (_1)mqlm

Ladungsverteilung p(7) ist reell = nur ! + 1 unabhingige Momente.



B.5 sphérisch-harmonische Funktionen 19

B.5. sphirisch-harmonische Funktionen

Lineares Funktionensystem auf der Kugel (6, ) nach dem alle skalaren Funktionen entwickelt werden kénnen.

20+1 [(I—m)! 4
Yim(0,0) = m 0)e""?
im (6, 0) =1/ T (l—i—m)!Pl (cosf)e
1 Q@
Yoo(0, ) = i = ¢(7) = @ =do0,l=m—0
3
Yi0(0, ) = py cos 0
3 . ;
Y11(0,¢) = g, oin fe'?
™
Pim(cos 0): assoziierte Legendre Polynome
m d™m
m(p) = (=1)"(1—p?) 2 —
Pim(p) = (=1)" (1 = p%) o )
(=" pym/2 A !
+ 2 (I+m)!
d m P/m/ = 5 /
/_1 1P (1) Prrms (1) 1=
—> sphirisch harmonische Funktionen
2m ™
/ dcp/ sin 0d0Yy,, (0, ©) Y7, (0, ¢) = 61 dmme (Orthogonalitit)
0 0
oo+l
Z Z Yim (0, ¢) lfn(ﬁl, <p’) =p (go — cp’) op (COSH — cos 9')
=0 m=—1 — 50 (0—0")
A +1
* / /
Pi(cosa) = ST mz_l lm(ﬁ,gp)Y}m(H ,90)

in karthesischen Koordinaten:

3
d3r’p(7_"')r’ﬂ cos 0

q = /d?’r’p(F)r’Yw(O',(p') = /d?’r’p(?)r'; sin f(cos ¢ + isin )
m

intuitives System, Dipolmoment p = qa

Q.
w
\3\
=d
3t
e
ﬁ\
@,
=
5
Ve
(@)
@)
wn
‘6\
+
-~.
@,
=
.G\
N—
I
ﬁ
—~
=
8
+
~.
=
E/



B.6 Alternativer Zugang zur Multipolentwicklung — Taylor-Reihe in kartesischen Koordinaten

20

Quadrupolmomente (I = 2)

/5 (3
— P20 22 /
QQO— 47T<2 cos” 6 >

go1 = — d3r’p r’? sin 6 cos fe'?

~ Q
r

Monopol: ¢ Dipol

B.6. Alternativer Zugang zur Multipolentwicklung — Taylor-Reihe in
kartesischen Koordinaten

Green-Funktion

. o= oG 1 oG
G(7) :G<r’: 0) +§l:ax, gty = 520 |5 2l +
1 8\ 1 onn
:ZTL!(ZQC;&E;) Glog=D_— ("V)"Gl_g
. ~1/2
_ 2
6(7) = gy = [l
. 1
G(T,) =0
0 . Z;
@G(H) #=0 " 3
0?2 (_,,) o 3x;xj — 105
81;833;- 7= rd
o(7) = [ &p(7)6(r.7)
—/d3r'p(?’) l+ ;X 31:1:@—7" dij o ;+

]
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Umschreiben des Quadrupolterms

Quadrupolterm X 3:

= E Bxlxj r /d3 p(7 )35656 —1"28,; 4 120,
— ———
=0

_23%% 0 [ () @i = 175) + [ p(7)r%,

-~
Qij

2. Term verschwindet:
3z — 1265
> o
@ szxj i —Zx =2
) Z%% = Zéz =3

— o =240, Z@f’”ﬂ "0y

r

Qij = QQji = symmetrische Matrix = 6 Eintrage! Aber:in sphirischen Koordinaten:q_2 _2¢2 —1,¢2,0, 42,1, 22 =
5 Eintrige. Es gilt: (;; ist spurfrei:

Z Qij = Z / d3r’p(?') (3:6;1’; — r'zdij)
/ddr/p (3 Z z? — ' Z 5“-) =0
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B.7. Wechselwirkung einer Ladunsverteilung mit einem externen Feld

W= / drp(7)6(7)

Subtraktion von A¢ = 0, weil die felderzeugende Ladung woanders ist!

B ) 9 I T 9%

)

e 0¢ 1 25 \_ 070
$() = (7 = 0) +;wi8$i\m P (Bzizj —r%05) 5 —— [y +
3 = 3 (b 1 3 2 82
W= [ dro(r)é(7=0)+3 [ drozio=| g+ 5D [ drp(r) (3w, —r%6y) - D0 =3
) 1]
0 pi Qij
=qp(F=0)+PVe|._,+ > Q ¢ [
=0T LY Gy =0
[ Multipol wechselwirkt mit der [-fachen Ableitung von ¢.
B.8. Polarisation und Modelle fiir Dielektrika
P
Molekiil i 7T N Molekiil 7

/////////

Ursprung

Feld E j an der Stelle 7, hervorgerufen durch Molekiil j

— — —,

_ 7
E](F) :/dgrlpj(F/)|7: ;J 7_:|3 = —V/d?’r/
- T —

=/

|7 =7

p(f)

—»/’
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Multipolentwickulng
Lo vy s ey
-7 o el 2 )
. (7 1
— E;(7f)=-V /d37“/_p,j(r_,)—|—/d37“,pj(?l)?lvj ...
|7 — 7] |7 — 7]
4 - 1
:—V<ﬁ — 4+ piVi——— + >
7 =751 T = 7
Ladungsdichte:
p(#) = q;0p(F — 7;)
J
Polarisationsdichte:
#(F) =Y Biop(F — 7))
J
Summation der Felder zum Kontinuums-Limes:
B = E(R) =Y =2+ Vi
- — 7= 7 |7 — 7]
o[ )y L
7= 71 7= 7]
S 7 1
divE=—A /dS’f(TZ RV o
7 — 7 |7 — 7|
1 1
_ _ d3/ AW (V' A
[ o) b 7 () V A
—4ndp (F—7) =—4ndp (F—7')
—_——
=—Vop(F—7')

div E = 47r/d37“/p(?/)5D(F— 7)) — 47TV/d3r/7_T'(T"/)5D(F— )
div E = dmp — 4Andiv 7
div (E + 47(7?) =dnp

—_———

=

D

7 ist oft abhingig von dem externen Feld (da das externe Feld die Molekiile ausrichtet), dann gilt:
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X.1. orthogonale Funktionensysteme

Satz von Funktionen {uq, . . ., u,(x)}. Fiir komplexe Funktionen definiert

b
<ui,uj>—/ dzu;(z)uj(v)

A

= Ai&j

!

Orthogonalititsrelation A; = 1 = orthonormal.

ein Skalarprodukt.(symmetrisch, bilinear und positiv definit). Norm von u;(x) :

/ab dzu(x)u; (z)

=—> normalisiere u;:

) = u(x
\/f; dau;(z)uf(z

Bilden die orthonomalen Funktionen eine Basis?
n
?
r) = giui(x)
7
b n
0< An:/ dz|g(z —Zgiui(x)
a -
b
= / dag(z)g*(z) — / dzg(x Zg
a
b
= / dag(x Zgz / dag(x
a a

Minimierung von An:

AA | b
5 L0 =i = [ dag@uta)

BA b .
S =% | dmo@ui(

b
— gi= / drg () (z)

Minimum:

b
A / dag(e)g" (@) = 3 016

Konvergenz im quadratischen Mittel
2

lim A, ‘ = lim ui(z) —g(x)] =0

n—oo n—o0 a

/ab da Z giui(z)g" (z

Zgz/ dozu,;(z

Konvergenz gesichert, falls: (Parseval-Reltation/Vollstindigkeitsrelation)

b
/ dag(x Z 9i9;

/degZU'L g] ]
+Zgzg]/ dxuz );
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Bessel-Ungleichnug;:

b
/ dag(z ) > 5 9i9;
a

denn:

n

g(x) =Y giui(z)

b
Oﬁ/dx

Im Fall An = 0 fiir n — oo:

b
/ dag(x Z 9i9;

Was bedeutet das fiir das Basissystem?

gy% Z/@g /m “(a')uy (o)
:/abdacg(x)/ da:’g Zu ;/abdxg( )" (x)

Sp(z—a’)

= ['o [ 5 @ote ) = [ o

dies gilt, wenn: (Anforderung an das Basissystem)

Z uj (z)u;(2') = 6p(z — o)

Basissystem muss in der Lage sein, die d p-Funktion darzustellen.
Cauchy-Schwarz-Ungleichung ~ Eindeutigkeit der Linearzerlegung:

2
() < XY
— |ab]* < @b’
, 1 Losung hab falls @ || b
|(_i—)\b|2:() kann nur ostng faben alls a | -
keine Losung haben falls @ |{ b

— @2 —2\db+ \2p2

— A\:=2db+ \/4(58)2 — 4212

\/4( _,5)2 1322 {hat eine Losung  falls (66)2 — @2
ab)?2 —4a o
ab

hat keine Losung  falls (35)? < a2 b
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falls (@b)2 = @2 b2 ist, sind @ || bund 4 lasst sich durch den Vektor b darstellen:

a

( / dxg(x)h*<x>)2 < /  degla)g”(2) / " deh(a)h (2)

b b b
/ dz(g(x) — Ah(z))* = / dzg(z)g* (z) — 2)\/ dzg(x)h*(z) + A2

dann gleiches Argument

Mogliche Wahlen von orthonormalen Systemen:
A¢ = const.¢p

Sinus (ungerade) und Konsinus (gerade):

1 s
- / dz sin(nx) sin(mz) = O
m —T

1

— / dz cos(nz) cos(mz) = dmn

™

— orthonormale Funktionen:

r .
Um () = NG sin(mx)
vm(z) = = sin(mx)

Man erhilt die Fourier-Reihe

= g(z) = a4 Z A, cOs(Mx) + by, sin(mx)
2
m=1
1
am = —
™ —T
1
by = —
™ —T
Kontinuumslimit

—00

Wellen Z cos(nz) cos(na’) = dp(z — 2')

n

Z exp(inz) exp(ina’) = ép(x — 2’)

X.2. Kugelflichenfunktionen (spherical harmonics)

A in Kugelkoordinaten (in 3D), Laplace-Gleichung: A¢ = 0:

1 0(,0 1 9
A= ﬂ@r(r (97’¢> * r2sin? 6 00

(

/ da exp(ikz) exp(ik'z)" = 6p(k — k' )op (v — 2’)

sin §—

00

)+

/ " deh(x)h*(2)

a

S
r2sin? § Op?
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Separation der Variablen

¢(7“, 67 (P) - R<T) : Y(ev (P)

Radialteil:
d [/ 5dR
Losungen:
R(r) = Ar* + Br~ (4
Winkelteil:
1 0 )4 1 02
— 00— —— ==Y =Y
Sin6 96 (Sm 90 > T SinZ6 952
Separation:
Y(0,9) = P(0)Q(p)

in (p-Richtung, harmonische Differentialgleichung:

Q-
- e

in f-Richtung

Asin? 0 + sin ¢ d <1n9dp> = m?

P d6

Wellen in -Richtung, Periodizitit 27
= Q(p) ~ exp(Fimyp)

A muss gleich /(I + 1) mit > |m/| sein, damit Losungen fiir P existieren. Substitution ;t = cos # — Legendre-
Differentialgleichung

m?
= 0= (1= ) Pon) =2 i)+ (10 1) = 122 ) i)

I—p
assoziirte Legendre Polynome

Zusammensetzen der Winkellgsung

204+ 1 l— '
-\/5 s Z Py cos(6) exp(—imep)

=P =Q

mlt /dQYimYl/m’ = 5ll’5mm/



Teil B.
Fortsetzung Potentialtheorie



B.10 Helmholtz-Zerlegung 30

B.10. Helmholtz-Zerlegung

X = -V + rot Q ~ allgemeine Darstellung eines Vektorfelds X, mit

/ 7! (=
\% oV

T 4r \r—r’| s |7 — 7|
@21/d3r'w—1/ a3 x 20
4 )y, |7 — 7| A oy |7 — 7|

falls X schneller als 1 /7 gegen Null strebt:

Y (=
i dgle X(’f')

—0
Am Jov |7 — 7]

Greenfunktion von A\:

1 _ = S\ V=
A|7—:77ﬂ/‘ 47T5D(r )X(T)
Aﬁ:v(v A)—Vx(vXA)
— )?(77):—i Vdiv [ &3 3(( q) —|—r0trot/ d3r
4 v T =7 v

Umschreiben von V:

1 -7 1
\Y = =-V
=7 F - |7 = 7|
< 1
N 3 _,
— X(7) =— 47T( V/dr’X ’)v’| _m—rot
div gp)_f) :VL,@XJrgodle

—
@]
=+
/‘\/\

— X(7)=—

1
in 7 — 7]

1
e

+rot

—_ F/|

_’ =/ / (=
+rot d3r V' x (Tq) —/ d%’LX_,(T)
I R

/
s (W)_/d%ﬂﬂxiﬁﬂ>
r pess
v |

chxX—i—gorotX——XXV(p—i—gorotX

d3 Av X(?) /d37“,v, _’(_’
Vv

dsv’/ X(?l) —/dST/ B
\%4

|7 — 7



B.11 Biot-Savart-Gesetz 31

Die Terme gehen gegen null, weil die Felder in der Elektrodynamik schnell genug abfallen (Fliche ~ 72, Feld
~1/r2mit1/|7 — 7|~ 1/73)

1 v X(F o X
=-V —i—/ R R _(,T) — ds’
drJv |7 =7 av
=y(7)
1 V' x X(7 - X(7
+I'Ot /d3r/w_/ dS/X _)(T_’)
am Jv |7 =7 ov |7 =7
=Q(7)
— X = -V +rot Q
Maxwell-Gleichung fiir eine statische Situation, also O (...) = 0
div E = 4dmp
div B =
rot E =
L dro
rot B = —Fj
c
=4mp
—N —

B(r«):;ﬂ(—v [ a /’dgv_i —i—rot/vd3 s 2ot
— E=-V¢
B=rot A

mit Vektorpotenzial A:

L
Il
[
(oW
w
\3\

und Potenzial ¢:

B.11. Biot-Savart-Gesetz

D 3./ —/ F_?l
B=rot A= dr](r)x ———
v |7 =7
und gleichzeitig
. A7 -
AA=-""3
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als Umkehrung, da

471'—3

rotl_?:rotrot;l:Vdivﬁ—Aﬁ:7]

Wenn div A = 0, dann komplette Symmetrie zu ¢:

. 47 -
ANA=-""3
C
A¢ = —4mp
ﬁzl/dgrl ;,
c |7 =7

— Eichtransformation: B andert sich nicht, falls A — A + Vx, x ~ Eichfeld
B=rot A — rot(;i + Vx> = rot(A—FrotVX) —rot A= B
Wahl von x:
divﬁ%div(/ﬁquV)g) —divA+Ay=0
— wihle Ay = —div A

rotB:rotrotA’:VdivA'—AAZVdiv(iuvx) —A(A+vx
= VdivA+VdivVy—AA-—VAy=VdivA—AA=rot B

J
AVyx =V Ay
Warum ist das moglich? Ay = — div A hat eine eindeutige Losung als Potenzialgleichung, wegen des 1. Green-
Theorems.
Wahl von div A = 0: Coulomb-Eichung, physikalische Bedeutung:
- 1 j 1 . 1 1 - 1
divA:div/d3r' ) / 3V —— = —/ SRl v —
c |7 =7 ¢y |7 — 7| cJyv r—7
1 v’y 1 O/ 1 i
— / d37,,/ - j_’/ — _/ d37,,/ - tp_’ — _at/ d3,r,/ _’\p - = — Ct¢
cJy |7 — 7| cJy 7 — 7| ¢ Jy |7 — 7|

falls div A = 0 gewihlt wird, ist das elektirsche Potenzial konstant als Folge aus der Kontinuitit der Ladung.
zeitabhingige Maxwell-Gleichungen:

div E = 4dmp

div B =0

rot £ = —8Ct§

. L dmo
rot B=0uE+ -~
C
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— Biist ein reines Wirbelfeld, B = rot A — Substitution in die Helmholtz-Zerlegung:

—8.t B
Bo_v L d3 ,div' B/ +roti d3 , rot’ E
47T |7 — 7| 47 |7 — 7|
=%
=0 = ctEl"F%;/
— =
- div' B’ 1 rot’ B’
B = V d3 1 2V + rot — d3 !
47 |7 — 7| 47 |7 — 7|

zwei Effekte: F und B sind gekoppelt und B ist immernoch ein reines Wirbelfeld

AA=— 47”3 in Coulomb-Eichung

- 1 t' rot’ A 1 ., NA T 1 I
B = rot — d3 ’%:—rot— A3y = —rot/ 43—
47 |7 — 7| ] 4 [y, |7 — 7| cJy

rot’ rot’ A = V’ div’ A’ — AV A’ = — A’ A, mit Coulomb-Eichung

immerhin sind B und A konsistent zueinander, selbst wenn die Felder zeitabhingig sind.

t B cB
__v¢>+rot/d3 ’|rf_ -1 = w—rot/d?’ / f)t -
:_V(b_@ct/dg,rotBi, 8ct/ 3,1‘ot’B/

|7 — ‘i |7 — 7|

/ !
fd3 /|r-o‘t§/|:_fd3r/B/ 7fd3 /1|"gt §|

|7“|

=2

t/ rot’ A’ ) -
wm/ L v — act/ a2 o= V6 0ad
\—v—’

|7 — 7| 1 |7 —
rot' rot/ A = — A@ = 47”]’ —A

—>B:rot21
E=-Vé¢—0,A

Rechnung: in Coulomb-Eichung, aber die Wahl der Eichung beeinflusst die Felder nicht.

B.12. Potenziale und Eichung — allgemeiner Form

divB=0

S - homogene Maxwell Gleichungen
rot E+04B =0

div E = 47rp

inhomogene Maxwell Gleichungen
rot B — Ot E=

Aus den 2 homogenen Maxwell-Gleichungen:
div B=0— B=rot A
ot £+ 04 B =0 10t(E+0aAd) =0 E+044=-V¢

=7
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Aus den 2 inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

div E = div(~V6 — 9 4) = = 56 — O div 4 = 4mp

- N . 47 S
rot B =rotrot A = 8Ct<—V¢— 8CtA) + %j

— A¢+ Oudiv A= —4mp
. . At .
AR 24 —§j+v(divA+act¢)

—> gekoppelte Gleichungen, Entkopplung durch Eichung!

B =rot A unverindert, falls A— A+ Vx, weil rot Vy =0
E= Vo — O A impliziert, dass ¢ — ¢ — Oer X
E— V(6 — duy) — act(A’ + vx) — V¢—04A=E

Wahl der Eichung zum Entkoppeln der Gleichungen

div A + 940 =0

Np— 0% = —4mp
47 -

AA—92A=—"—"7
(&
B.13. elektromagnetische Wellen

Ag — ac2t¢ =(V=0u)(V + 0ct)p = —4mp
AA— A= (V= 04)(V + 0u)

im Vakuum: p = 0, 3 =0

¢ = ¢0exp(iz'(l_<§z —wt))

Ve = Like
Ap = — k2
Ouato = Fi—

2
w
ac2t¢ = —gﬁb

w2

Ap—Pp=0= (—k2+02>¢—>w:ick
analog fiir
A= 4 exp(ii(%ﬂv’ — wt))

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit:

(Lorenz-Eichung)
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— identisch, keine Dispersion.

A¢ + Op div A= —4mp
. . A7 S .
AL -2 A= —%j + v<div A+8thﬁ>

Coulomb-Eichbedingung;:

neue Quelle fiir A: OtV = — E
div A = +i F 4g exp(ii(l‘éf - wt)) —0
=0

— A steht (in Coulomb-Eichung) senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung: ,transversale Eichung”
— ¢ wird tatsichlich dann durch die Ladungsverteilung p instantan erzeugt.
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C.1. Wellen im Vakuum: p = OJZ O,e=p=1

SdivE = 0, div B= 0, rot E= — Ot l_?, rot B = 6CtEeine Dualitit £ — Bund B — — E im Vakuum

lasst die Maxwell-Gleichnugen invariant.

rotrot £ =Vdiv E—AE = —d,rot B= —8%E
i =
= =0ct

Dispersionsfreiheit:
w
Uph = E =C
ow
Vgr = =~ =¢C
Ok
— UphUgr = ¢
Flichen gleicher Phase:

kr —wt = k:(m - %t) = k(xz — ct) = const. falls x — ¢t = const.

elektromagnetische Wellen sind transversal:

aus dem Gaul3-Gesetz

divE=kE=0 = kLlE
genauso aus der 2. Maxwell-Gleichung
divB=kE=0 = kLB

E und B-Felder sind gleichphasig

-

rotE:k:xE':—OctE — EL B

— ]_i:, BO und Eo bilden ein Rechtssystem + E und B sind gleichphasig.
Wie schaut das fiir die Potenziale aus?
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C.2. Polarisation

Superposition von 2 ebenen Wellen ohne Phasenverschiebung — lineare Polarisation:
Elzé’lexpi k7 — wt . . o
o = —>E1+E2:(§1+§2)6Xp(i</€f—wt)>
Eo=Zoexpli| k7 — wit
Superposition von 2 ebenen Wellen mit Phasenverschiebung — zirkulare Polarisation
Elz Elexp<i<ﬁf—wt>) . . o
. - —>E1—|—E2:(§1+i§2)exp<i(kﬁf—wt)>
EQ = 52 exp(i(ki" —wt — (po))
falls oo = 7/2: exp(in/2) =i

C.3. Energietransport durch das elektrische Feld

W o\ s 1 /e o

idiv<E x B) + 7B = ——&(EQ 4 BQ)

41 N 8
Ohm

Energiefluss

mit
E?2 1 1
= — = — = — A
Wa =55 =3p0=3g 009
EQ
Wmag_g

— fdiv(fﬂ X B) + 3]_?? = =0 (Wei + Winag)
s

Energiefluess Anderung der Energiedichte

Poynting-Vektor ~ Energieflussdichte
S— "ExB
47

ebene Welle: S || %, k steht senkrecht auf £ und B
Ohm-Arbeit ~ Arbeit, die das Feld an der Stromdichte verrichtet: 7 = o F/ (Ohm-Gesetz mit Leitfihigkeit o)
— JE=0F?
. o 12 A U2
/ d*rjE = 0/ BrE? = o B2AV = 0 E2A~ = 22 (B2 = —
% % l l R

Erhaltungsgleichung ,Poynting-Satz*
Ohm-Arbeitin V'
———

- . d
/ dAS = d3rjE+/ Br(Wer + Winag)
v v dt Jy

Energietransport durch OV Anderung der Feldenergie in V/
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C.4. Implustransport durch das elektromagnetische Feld

. 1 .
F=qé+-Vx B
c

Integriere iiber kleines Volumen, um die Lorentz-Kraftdichte }: zu erhalten

- -

E x B) —Ex&ctf?:&t(Ex B) —rot Ex E

— [ @r(div BB+ div BB+ vot B x B Exrot B - 04(E x B))
v

d/, 1 3 2 1 3 (4. = . o= - o -

= —(p+—= [ drS|=— dr(dlvEE—i—dlvBB—i—rothB+rotEE)

dt C2 Vv 41 %

Kann man das Integral auf der rechten Seite auls Divergenz schreiben?

— ja: Maxwell-Spannungstensor

(E X 10t E)z = 5ijkEj5klm81Em = e’fijke’fklmEjalEm = <_6il5jm + 6im6jl)Ej81Em
= —EjaiEj + EJ(?]El

- - 1 1
— (div EE +rot E X E) = El({)]E] + EJE?]EZ - E](‘)ZE] = 8](EZE]) - 537,(E]EJ) = 8]- <E7,E] - 2523EkEk>
L4 ﬂ+1/d3w —1/d37'8- E,E; + BiB; — ~6,;(ExEn + By By)
dt CQV p¢747rv f L] 21T 9% ktk EDE
Divergenz

Definiere den Maxwell-Spannungstensor 7;;:

1
Ti; = <EiEj + B;Bj — §5z‘j(EkEk + BkBk)>

1 (=9 =5 3 E E
() = Ty = 47T<E2+BQ—2(E2B2)> _ __ = (W + Winag.

W + Wmag + tl"(Tij) =0= T[j

d 1
— — pi—i-/dgrSi):/d?’ra'Ti-:/ > AT
dt( c? v T Jov r 7

“

dA;T;;: Kraft auf ein Oberflichenelement dA; == T;; muss sich wie ein ,Druck
Fluidmechanik.

verhalten — Analogie zur
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C.5. Elektromagnetische Wellen in Materie

oy o

(I
Q = ©
esT 1 t

rotHzactD—i-%(&E)
rotE:—,uﬁctFI
div H =0
div E =0
— rotrot H =V div H— AH =epd* H
— rotrot E = VdivE—AFIz@u@éE

il 2_i32
2t T a2t

man erhilt eine effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢’:

d = .
VEH
definiere Brechungsindex n:
c
n = -~ = \VEU R \/g
¢ 1

wenn f fast immer /= 1 ist

man wiirde erwarten, dass € und p frequenzabhingig sind, die molekularen Dipole bendgitgen eine gewisse Zeit
um sich auszurichten: Wasser: € ~ 81, aber n o~ 1.3 fiir optisches Licht.

fir o # 0, ebeneWelle :

. . L4 Lo .
rotrot H = —AH:s,u(?ftH+—7T,u086tH, H = Hoexp(z’<kfé—wt))
c
k

- w= 4T - dro \ w =
—rot H=—ie—F+ —0cF = —i(e—i— Z)E
c c w c
Definiere Permittivitit 7:

dro
n:=e+——1
w

Vergleich mit

rot H = —ice

o€
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ohne Leitfihigkeit.
Dispersion in Materie-Wellen aus den Maxwell-Gleichungen
Fx H=-"nE
c
Fx E="nH
c
k-E=0
k-B=0

L IR . LS 2
S Exkx H= (kH)k—kQH:—fnkx E:—<9> 7
c c
man erhilt eine komplexe Dispersionsrelation
2
4
E* = W—Qne (1 + mz’)
c we
allgemeiner Ansatze
k=a+if
= k*=0a? - 6%+ 2iaf
2
—~a?— 52 = u£w2
c
4 2
20 = 477,
w ' c
. 1 (470 w?
o0=—|—p—
28\ w "2
WO B =u 2
w |1 dro\?
e = :I: / — — JE— — ]_
b © cAl 2 <w£>
w |1 A
= a==x\/ep— | = —_— 1
“ el 2 (wa) *

veralgemeinerter Brechungsindex

n

oo (i(F - o))

= exp (iw (
c

= exp (zw(%(n))% - t) exp(—%

nxr
-t

)

= fa+iSBk=a+if=
w w

H

4o\ 2
we
98
_ = a
= —arctan - 2
Oé2
1 <47ra>
= —arctan| —
2 e
Y= 2R +iS(n))
c c
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C.6. Wellengleichungen + retardierte Potentiale: Helmholtz
Differentialgleichung

Verbindung zwischen Potenzialen ¢, A und Quellen 0, 3

(D92)6 = —dmp
4
(LZ)A= -7

in Lorenzeichung:

div A+ 040 =0

Definiere neuen Operator: D’Alembert-Operator (1 = A — 92, = (V + 0.)(V — Out).

C

— O¢ =4mp

L 4mo

OA=""j
C

Anderungin r, jpﬂanzt sich mit Geschwindigkeit ¢ fort — Potenziale ¢, A kénnen sich im Abstand R erst nach
R/c dndert. — zeitabhingige Green-Funktion.
Feldgleichungen haben die Form der Helmholtz-Differentialgleichung:

Quelle
(&= 0%) (3, 1) = —4m Q(,1)
——
Potenzial
Fourier-Entwicklung:
= _ dw = —iwt
¢($,t)— glb( ’ )6
= _ dw = —iwt
Q(7,t) = EQ(% Je
= dw = —iw
(B =)oz = [ 52(5 - E)u(Ewe

- [ S amQ@we
= —4nQ( x,t)

Man erhilt die Helmholtz-Differentialgleichnug

= (A v (‘;’)2>¢ — 47 Q(7,1)

Green-Funktion:
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~ 16st Wellengleichung fiir eine Punktquelle bei 7’ zur Zeit ¢'.
Green-Funktion fir die Helmholtz-Differentialgleichung:
keine Randbedingungen: G(Z, 7’) hangtnur vonr:r = |Z — 7’|

N A\ s (4 w 2 _ 10/ ,0G 204 _
(A+K)G(2,7) =p(2—-7) = (A+k)G()_r28r L + k“G = 6p(r)
T#O:@(T’G) k*(rG) =0, denn:

+
1d[,dG\ 1 [ ,d*G\ 2dG dG  2dG 1 d? 1d dG
<T >_1"2<Tdr2 rdr dr2+rdr rer(G) rdr G+TE

Losung der harmonischen Differenzialgleichnug:
rG = a4 exp(ikr) + a_ exp(—ikr)
ar+a_=1—=a_=1—-a4

fir Grenzfallr — 0: G ~ 1/r

— G(r) = G(|§f — i:’") = a+G+(‘5J’ — f/|) + a_Gf(‘f — 5:"‘)
Falls » — O:
10 /( ,0G
r2or <T or
Physikalisches Argument: bei kleinen Abstinden kann Retardation keine Rolle spielen; die Helmholtz-Differentialgleichung
muss in Poisson-Differentialgleichung iibergehen.

> + kG = ép(r)

kr<1 dmr r2 or or
1 exp(—l—zk\x - 7))
|7 — 7|

lim G(r) = —il, als Losung von: L 9 < 8G) =dp(r)

—>G+(|x— T D

_ /
—>G_(|:_v'—f_n’") _ 1 exp( ik|Z — Z')

T4 |- 7

volle Green-Funktion inklusive Zeitabhingigkeit:

G(:%',t, f',t') = /g:G(:—L",w, fél,t’) exp(—iwt)
2 dw 2 . - —/ w . /
(A =05)G = /%(A + k%) G exp(—iwt) = 6p (% — @) —ﬂexp(—zw(t —-t))
— (A + k2)G = 5D(Eé — 53") exp(+iwt’)

dwl 1 F—
= GE(3, 1, T ) = — /2(”4 Mexp(—iw(t—t’:l:x x))
mTam |r — X

Lo 15— #|

- 47T|x—_”]5D< —tF c )
W ( = —4x / dat’ / dB2'GE (7,1, 7,¢)Q(T,1)

Retardierung;:
|z — ']

t=t+ fir ,+“t >t

Cc

!

zusitzliche Zeit, die das Feld von Z zu Z benétigt
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ct

t—t

Beobachter ] r—a ‘ Ladung x

C.7. Wellenfunktion und retardierte Potenziale: allgemeine Konstruktion

Wellengleichung:
(& = 02)¢ = —4nQ(%,1)

Green-Funktion fiir eine Punktquelle an der Stelle (7', t")
(A —02)G(Z,t, T, t') = —dnép(Z — 2')p(t —t')

G(Z,t, Z',t') hingt nur von den Koordinatenabstinden ab:

I
- —

>/ > — —/
—x‘,p:m—m
—

&1

p
-
durch Superposition:

Y(x,t) :/dzx’/dtG(f,t, #.1)Q(7,t)

Darstellung von GG und ¢ im Fourier-Raum:

5p(7 — #)dn(t - ') = 47r/ds’“/;i°;exp(izz(gz ~ 7)) exp(—iis(t - )

(2m)°

3
(7,1, 7,1 :/ Ok /gjc(%w) exp(iF (7 — 7)) exp(—i(t — 1)

(2r)°

mit OG = —47dp

k 2
0G(7,t, #, 1) :/(d/j;a(zzw) —k2+°;’2> exp(i(% — 7)) exp(—iwt(t — 1)) = ~4xip

om)?
- 1 1 1 c? .
— G(]C,U.)) = EW = Em nur deflnlert, falls ck 7é w
L B3k dw 2 L .
LG4, 78 = / 5 /% o Seik(E — 7)) esp(—is(t 1)

| dw-Integration hat 2 Pole bei n = +-ck — analytische Fortsetzung nach C zum Lésen des [ dw Integrals
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- G ( 1_5, z) komplex differenzierbar ~ holomorph (z: komplexes w)

+ $.dzG(z) = 0, falls G ~ holomorph + kein Pol von C' umschlossen ist.

+ Pol erster Ordnung an einer Stelle &:

il_}né G(2)(z — &) = ResG(&)

. 7{ dzG(z) = 2mi Z Res G(&,) (mit den Polen &,, umschlossen von C)
c n

Integration | dw in der komplexen Ebene

B 1 L Integration kann durch einen

R / Halbkreis geschlossen werden.
. ¥ Integrand ~ 1 Jw? fiir grofe w, Halbkreis ~ w

Integrationsweg fiir [ dw . ... Méglichkeiten:
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uiR\ iR
Verschiebung um —ie,e > 0
i f
> > % >
#0
1R iR
Verschiebung um +ie,e > 0
'l ] , RO ] , R
X X X X
=0 #0

1. Integration liefert = 0, falls keine Pole umsclossen werden — wiirde den Fall ¢ < ¢’ beschreiben —
avancierte Potentiale

2. Integration liefert # 0, falls beide Pole umsclossen werden — wiirde den Fall ¢ > t’ beschreiben —
retardierte Potentiale

Wert der Integration ~ Summe der Residuen: um Holomorphiegebiet kann die Integrationskontur beliebig
verformt werden, das Ergebnis hiangt nur von den eingeschlossenen Polen ab. Verformung der Integrationskontur:



C.7 Wellenfunktion und retardierte Potenziale: allgemeine Konstruktion 47

iR ViR

Y

Y

2 A3k d exp(iEp+in>
G(:T:,t,%’,t’):c/ 3/‘” L i
am | (27) T (ck)” — (w + ig)
Anwendung des Residuensatzes:
Ak? — w? = 2icw + &% = — (w? + 2iew — *k? — %) = — (w? + 2ieck — *k* — €7)
—(w+ (ck —ig))(w — (ck —ig))

exp(—iwr) " exp(—iwT)
%cdwc%? — (w+ie)? B 7€d (w+ (ck —ig))(w — (ck —ig))

Dies hat zwei Pole: bei w; = ck — ieund wy = —ck — ¢

ki
Res(wy) = ¢ exp(—iwy7) lim i 5
wowr (2k? — (w + ie)

2

(—iwr7) 1 w —ck + 1€

= ¢ exp(—iwiT) lim

P S (ck + w +ig)(ck — w + i)
2

- _q _vmw . © ; i
= ¢“ exp(—iwiT) whﬁrgl k(o —w) 2k exp( ickT) mite — 0

Res(wz) = i exp(+ickT)

. c . c . 2we .
j{de(. ..) = —2mi(Res(wi) + Res(ws)) = —27 (—% exp(—ickT) + % exp(zckr)) = sin(ckT)

Zeitabhingige Green-Funktion

0 t<t
Wf(d ';3 exp(zkp)M t>t

J d3k: Integration in Kugelkoordinaten;

d3k = k2dkd(cos 0)dy, u = cos 6,0 = (k: p) k-p=kpcos = kpu,dp = 27
_ ¢
T

k k +1
G(p, T /k2dk/duexp zkp,u,)sm ck) _ / sm sl / dpexp(ikpp)
-1

2c
= — [ dksin(ckT)sin(k
- sin(ckT) sin(kp)
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Substitution z = ck — dx = cdk

G(p,7) = :p/da: sin(xT) sm(xp)

- (e ) (- 2)
- {2 wn{ - 2)
{5 )

=

tt 412
. )
L) (e +2)
P c c
\ |Z— 2]
T/
t—t — =2
1 _
G(jfat f/7tl) == (5D t—t/— |SU I’
] 2
!/d3</dt = (t—y_x_aﬂ)
_ ’ c
T |
Beobachter i Quelle
t>t !
r=t—t | , 17— 2
|~ Retardierung um
t' T |

b‘

p=lz—2a

(liefert keinen Beitrag fiir t > t')



Teil Y.
Differenziation und Integration komplexer
Funktionen
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komplexe Funktionen z = x + iy — ¢(2) = u(zx,y) + iv(z,y)
Stetigkeit: g(z) ist stetig in &, falls fiir jedes ¢ > 0 ein §(¢) > O existiert, sodass aus |z —&| < ¢ folgt

lg(z) —g(§)| <e.

Differenzierbarkeit: g(z) ist komplex differenziebar in &, falls

1 96) = 9()

z—E Z—f

existiert und eideutig ist = Differenziebarkeit von komplexen Funktionen hat viele Aspekte

]
dz I¢

+ komplex differenziebar: existiert und ist eindeutig

ol
dz'¢
« analytisch: Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten

« regulir: 7{ dzg(z) = 0 fiir eine geschlossene Kurve C'
C

+ holomorph: 7{ dz zg(—)f =g(§)

Y.1. Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

g9(z+Az) —g(2)

L= Alirgo s muss unabhingig von der Richtung von Az sein
dg _ oy, 9=+ A2) —g(z) _ O

dz  Az—0 Az Ox

dg _ ., 9 +idy) —g(z) 19y

dz Az—0 1Ay i 0z

mit g(2) = g(z + iy) = u(z,y) + iv(z, y):
Og 0w v 109 _1(0u 00\ _0v ou
oxr Oz dr iy i\dy oy)

Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen:

Ou  Ov
x By
ov  Ou
or oy

(ij—i—i%)gzo

Y.2. Linienintegrale

mit Parametrisierung z(\)

/dzg /bd)\g
/ dzg(z /b dAg(z = /abd)\g(z()\))ji = /Cdzg(z)



Y.3 Cauchy-Theorem und holomorphe Funktionen

51

geschlossene Kurve: z(A = a) = z(\ = b). Fiir analytische Funktionen

7{ dzg(2) = /C dzg(2) + /_ _ d=9() =0

geschlossene Integrale = 0 <= Wegunabhingigkeit — Cauchy-Theorem
]é dzg(z) = f{ (dz + idy)(u + iv)
= f(dxu —dyv) +1 f(dxv + dyu)

lustiges Argument: Satz von Stokes

R=(u,—v,0),] = (v,u,0) und d7 = (dz,dy,dz)

f dzg(z):jéd?-ﬁaﬂ'?{d?-f
oS

mit 1. Cauchy-Riemann-Differentialgleichnug:

j{dﬁl_?:/d@rotl_%:—/dxdy(av—i-au) =0
s s 0 y

mit 2. Cauchy-Riemann-Differentialgleichnug:

7. 7= [ dGrot B= gu v\ _
fdr-[—/SdSrotR— /dedy<8w 8y>_0
Y.3. Cauchy-Theorem und holomorphe Funktionen

1 g(§)
)—%]{Cdfg_z

9(§)
E—=z

auf C ausreichend um ¢(z) zu bestimmen ,holomorph*

1 g(§) _ 1 (Z)+g(€)—g(2)
2mi Cdgf—z f

27i
27r17{ 6 —z 7{ 52 =
S

£—
1. Integral: £ — & — z,d€ — d(£ — z). Substitution und Integration entlang Einheitskreis

Werte von

d¢ m—sin A\ +icos Im _—sinA+icosAcos A —isin A
— = dA — = dA — —
cos A + 7sin A 0 cosA+isin A cos A —isin A

2T
= / dA(—sin Acos A + cos Asin ) + i(sin® A + cos® \) = 2i
0
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2. Integral
1 9(€) —g(z)| _ 1 19(6) = 9(2)|
R =
d
= % ffggi = ﬁ falls [g(§) — g(2)| < € (Stetigkeit)

insgesamt erhilt man

1 9& 9z, . & _
Mﬁvdgf—z - 2mi 2mi |2mi|

g(z) falls € klein genug gewihlt wird

Verallgemeinerung des Cauchy-Theorems durch Induktion

dg _ ot [ e 9
dzn 27 Jo (€—2)"

aus Taylor-Entwicklung

r1<|z—2z| =r<wy

umgekehrter Umlaufsinn

1 g T 1 9(6)
90 = 5 68 5

Cauchy-Theorem: C enthilt 2 = 0, C'; enthilt 2 nicht, kein Pol
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Konstruktion einer Reihe ausgehend von & auf (' (1. Integral):

1 . 1 1 1 Z <Z — 20 ) "
§—z §—2l- gzgif—zo §— 20
geometrische Reihe

Z— 20
= —<1=
§— 20 7“2 Z I q
Konstruktion einer Reihe ausgehend von £ auf C (2. Integral)
_ . . E—20 5 _ _
E—2z zzol_ﬁ z—20 < \z— 2
wieder geometrische Reihe:
= £— 2o :ﬁ<1_>zqn:7
z— 2 r
1 (z — 20 (5 —z0)"
9= 5 . 40O H_?{ degle) S L2
2711 ~ (& —2)" 211 Zo)n
1 — 1) n
=D (z—2)" jé dfi = (2= z) f dgg(£)(€ — 20)
; 2mi Co (5 - ZO)nJrl ; 2mi 1
=A—(n+1) =an
+oo
—g(z) = Z an(z — z9)" Laurent-Reihe
n=-—oo
mit den Koeffizienten
B —(n+1)
=5 7{ d€g(€ 20)
fallsn = —1:
1 . «
a_1 = d€g(¢) = Resg(z9) ,Residuum
27TZ Co
egal ob Integral tiber C'; oder Cy, beide enthalten Punkte zg
a_ a_
— g(z) :—"'—m—"'— Z—lo +ao+a(z—z20)+ - +an(z —2)" + ...

falls die Laurent-Reihe bei einem n abbricht, spricht man von einen Pol der Ordnung n.

Y.5. Residuensatz — Berechnung von a_;
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wir nehmen eine Reihe, die bei n abbricht

G -1 _
9(2)(z — 20)" = —an — - —a_1(z — 20)" "+ ao(z — 20) + ..
dnfl
W(g(z)(z —20)")=0—-—a_1(n—D+ap(z — 20)"(n — ) +...
alle =0 endlich =0 falls z=z¢
1 dnfl

~ a1 = g (@,

1
anstatta_; = Gy ﬁdfg(g)

Berechnung von Residuen: g(z) = 1/z (Klassiker) an der Stelle O:

21 .
]{jdfg(f) = jédg = i/o d)\siigz:\\; = 2mi (oder kartesisch)

1 dn—l

TR G RO

a_1 =

Potenzen von z zum ,Killen“ der Singularitit

1d /1
n=1 :O!dzo<zz>}7~':0 =1

1 dt /51
n=2 F@ <Z Z) ‘ZZO =1
——

=z

1.d? [ 41
——

=22

Y.6. Laplace-Gleichungin 2D

Komplexe Funktion g(2z) = u(z + iy) + iv(z + iy)

0,0y = O0yOy

Pu 0w T 9 ov 0%u 0? 0?

TS =7 = =755~ |5 +55|u=0

Ox? 1 Oxdy Oyox ! Oy? (8382 8y2>
Cauchy Riemann 1 Cauchy Riemann 2 =Ain2D

0,0y = 0y0,

0?1 0 ou 1 0 ou 0*v 0? 0? B

a#;w(wﬁ—‘@w@’@f%9ﬁ+®9“—
Cauchy Riemann 2 Cauchy Riemann 2 =Ain2D

Anwendung in Potezialproblemen mit Dirilecht-Randbedingungen: u = const. = ¢. Abbildungen fiir ,komplexe’

Geometrie.

«



Y.6 Laplace-Gleichungin 2D
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A¢ = Qistin 2D invariant unter Abbildungen

_ 9 ,
S e s gta) = G, ), vl )

g ist analytisch (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten) und umkehrbar

dg OudG = OvoG

or oz ou  oxov

g 0 (0udG d [ 0v oG

aﬂ—&(wmﬂ+m(w&J
ou\’92G  dudv 2G  8*udG

_<%)&ﬂ+&ﬂuM%+mHM
w\?82G  vou 82G 9% dG

QJam*mmwm*mmv

dg OudG OvdG

By oy ou oy ov

g 0 (0udG o (v oG

o ay<aya> " ay<aya>
w\202G v iou 9*G  9*u oG

(a) u? " 9y oy dudv 9y ou
ow\202G  Oudv 9*G 9% IG

o) 55ttt s
<8y> ov2 Oy Oy oudv  Oy? dv

9% 9% G [ou\* [ou\?\ G ([ov\* [Ov
— 4+ 2= — | + = +— =] +| =
ox2  0y2  Ou? \ \Ox oy Ov? Ox Oy

:—8u/8y :6u/8$
=~ =
L0G (o0 D0 oD
Oudv \ Or Ox dy Oy
—0
_ 9%y _ 82y _ 9%u _ 82y
— 7 9zdy  0zdy — 7 9zdy 0zdy
~~ /= ~~ /=
06 (Fn Py oo (B0
ou \ 02  0Oy? ov \ 0x2  0Oy?
—0 —0

(2 L (2N (26, oG
N Ox oy ou?  Ov?

Ag =0 — AG = 0, Laplace-Gleichung wird in dem Koordinaten z und w geldst.
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Fortsetzung elektromagnetische Wellen



C.8 Dispersion von Wellen

C.8. Dispersion von Wellen

Dispersionsrelation von Wellen in einem Medium:

ck w
k — k(w) =
wll) = S k) =
k
— Phasengeschwindigkeit: v,, = w;) = u(ck)
9 ok\~' [0 -
— Gruppengeschwindigkeit: vy, = a—: = (8 ) = (8 (n(w)w))
w w c
(auw n(w)> !
=7+
ow ¢ c
c
Vgr =
g n(w) + ng

Normale Dispersion:

du S0 dw < w

dw dk kK
alles in Ordnung, Energiefluss ist langsamer als c.
C.9. Liénard-Wiechert-Potential
retardierte Potenziale von Punktladungen

Beobachter
p(7,t) = ¢op(7 — To(t))
J(7,t) = qi(t)op (7 — To(1))

3/ / |F7?I|
(F,t)=q [ dt' [ d°r = _,/‘5D(r —ro)éD t —t+
— c
—’/ t/ =2
aus (7, t) = /dt/d3 /Q D(t—t/—M>
|7 — 7 c

o7.0) =4 [ at—ii (1 ¢ =)

fixiert u = Qodert = t' + |r — rg|/c

du

1— a(u)-B(u)

C

dt’ =

1 1
o(7,t) =q / du T Folu)] | — T 0(u) Feld einer bewegten Punktladung
— Blu)5lu)
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Ausdurck fiir die retardierten Potenziale

1 1
¢(?’t):q ) — ~ o e (4t
— () B(t) |y [F=To ()]
|7 — To(t)|1 - & D) o= c
%= v(t) 1 1
A= ¢ |7 —Fo(t')] 1 — BELIE) ey =70

Cc

C.10. Hertz-Dipol — Feld eines zeitabhingigen Dipols

kleine Umformung der Liénard-Wiechert-Potentiale

. q
P(7,t) = TR B =70 ()]
|7 — Fo(t)] — |;7;3Et1)| v(c ) ler=t .
B(t")
A(F’ t) g qUC Fi?o(t,) B(t/) ‘7" _ T’o(t/)‘
7= o)l = ey e ¥ =t c
Bedingung fiir die retardierte Zeit implizit gegeben
z
/ positive Ladung
, ¢+
_@ 9 Beobachter
2 7
- T, Y
CRY ive Lad
o negative Ladung
Y /

= q_ _ = s,
qo(t) = — 7o + *(—7“0) =—qro=7p

mit Dipolmoment p = —qi“:o. Kanonische Schwingung mit der Frequenz:

v _ 2r0,max _ 70,maxW E _ g

- = - T'0,max
c A

c Atc e
N
AT:T’,;/? ?
AF_(#) = T — L7 () o B
AT () = 7+ 170 (t) 2 A .
E: ~ -7,y
AT_(t')+ 7y (t) =27 +%
AF_(t) = Fo(t) = =7 ’
Substitution in die Ausdriicke fiir die Liénard-Wiechert-Potentiale
= —q —q
P(7,t) = - |ar_ () T - a7y (¢)]
2 ATF_(t) Fo(t) lpr=t—1=="A0 = AFL(t) Fo(t') l¢r=t— 2T+ )]
AT_() = [x7—(@) "2e : ATL() = [x7 @) " 2e ¢

;4(7_"', t) = analoger Ausdruck mit Strom =+ q? = 3
c
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+ falls der Beobachter weit von der Quelle entfernt ist, gilt

A7y =T+ -TFo= T

| =

iiberall, wo Ary vorkommt. — Skala: Dipol 7; Abstand >> Linge des Dipols.
- langsame Bewegung des Dipols ¢ < 1 (wegen der 7o im Zéhler) — Skala

2
/\:IC<<’I°0
w

Wellenldnge < Linge des Dipols

weil:
1. |A7_| = |A74| ~ rund

2. 7o im Zéhler Terme der Ordnung (%) 2 erzeugt.

Lorenz-Eichbedingung: div A 4+ 0 =0—

Oud = — div <M>

cr

6= _/dtdiv@(tr_g) = —div(i

i1

- ()

oL
~
-

/N

~

|
o=
N—
N————

Fernbereich um den Dipol

Nahbereich um den Dipol
> A

r << A

— —

=l

I b pr .
- r r — F ld N

[\

Q

zeitabhingiger Dipol mit ¢ ~ 1 /7 proportional
zu P
B =rot Aund ¥ = —9.+ A — ¢. Nach lingerer Rechnung erhilt man

Dipolpotenzial mit ¢ ~ 1/r2 proportional zu

E:_ﬁ_ﬁ+3<7" 7">7"+ (p>7°+3(z‘57“)7~ B
cr er crd c2r3 rd r3

-  PpXPF  pxX7P

c2r2 crsd
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Es existiert kein statischer Anteil in B!
Nahbereich (keine Retardierung — Feld folgt instantan)

- (A7 D
B (pg)r iy
r r
- PpXT
B =
crs
Fernbereich (fithrende Terme in 1/r):
oy (B)roq
EFE=—-——+ = ( D X F) X 7 wegen Grassman-Identitit
cr c2r3 c2r3
S PXT
B= c2r?
. Bxt
— F =
r

wechselseitig orthogonal im Fernbereich. Felder ~ 1/r — Energiedichte ~ 1 /72
Poynting-Vektor des Hertz-Dipols — Energietransport.

— - — — r — — r B_'—.\
5= S ExB=(Bxl)xB=(BL_2"
4 47 r 47 r r

Ar r  Awm At

1 oL o Bl
= s (3(p r)r—er) X (p X 7“)
1 Y oo 95 R
= 747”“8(3(]) T‘)T‘(T‘ D— (rp r)
—r*((7-pp- (5 5)7))
1 .
- (2(5 - F)r? P ppr(3cos  + 1)77> keine Strahlung um

die Dipolachse!
abgestrahlte Energie: Integration iber eine Kugel mit Radius 12

1 At ) 1 At +1 2t % ( 2) )
E=— [ dt[doRr?S=— [ dt| du/| dp—s(1-p®)R
At / / At / /_ / ATc3R2
0 0 1 o ~——

sin? 6
1 At I’j? +1
= — [ o L[ au(1- 2
At/o 7T47T63/1 u(t =)

2 1 At
_ 2 - dt2
3c3 At/o b

falls p = posin(wt) = § = —pow? sin(wt)

E = 2 2w4—1 / tdt in( t)2—“2) : Rayleigh-St + Hi 1bl
= — SIn(w = ayleign-streuun mmeibiau.
3c3p0 At J, 3c2 yeis 8

=27

- T,Y
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D.1. Lorentz- und Galilei Transformationen

Transformationen miissen lienar sei, falls sie die Homogenitit des Raums (beziehungsweise der Raumzeit) erhalten
sollen

S
2 Bezugssysteme {S

lineareTransformationen s

S

- eine Uhr bewegt sich frei durch S und S”: Trajektorie 2° (), Geschwindigkeit 0,2 = const., ,Inertialsystem*
+ T ist die von der Uhr angezeigte Zeit ~ Eigenzeit

+ Homogenitit: gleiche Zeitintervalle % iiberall

dz* d2zH dZa'*
di = const. — TxZ =0 ,genausoin S’ dig =0
T T T
de™  da’* da” . d?a’" Ozt dPa N 0%x* dz¥ da’
dr  dav ddr dr?2  adzv dr?2  9zv9z° ddr dr
Jacobi-Matrix Jacobi-Matrix

Falls die Terme mit zwei Ableitungen nach verschiedene Richtungen = 0 sind, ist die Transformation
linear. Nur lineare Transformationen konnen die Homogenitit erhalten:

oA ox'H
— =0 — — =a'v — 2" = d'va¥ + ¥
ox?0x° oxY

D.2. allgemeinste lineare Transformationen zwischen 2 Bezugssystemen

S (t,x%) = a2# ST () = at

r=vt <= ' = —ot

S und S’ bewegen sich mit der Relativgeschwindigkeit v. Allgemeiner Ansatz fiir eine lineare Transformation
1. ' = ax + bt, aber x = vt bedeutet 2’ = 0:
' =0=avt+bt = (av+b)t
— b= —av,also 2’ = a(x — vt)
2. x = ax’ + bt’, aber ' = —vt bedeutet x = 0:
z=0=—avz’ +bt' = (—av + b)t’

— b= +av,also z = a(z’ + vt’)
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2 Moglichkeiten:
Galilei universelle Zeit t = '
r' = a(x —vt) Lorentz: universelle Lichtgeschwindigkeit
r=a(z +ovt) fallst =1 r = ctundz’ = ct'
nur konsistent falls a = 1: ct = a(ct' + vt) (+)
ct’ = a(ct — vt)

¥ =x—ut
x=2a +ut
Multiplikation beider Gleichungen in (x)

ctt' = a® (e’ + ot') (ct — vt) —aQtt’(c+v)(C*v) = a’tt! (¢* —v?)
1 v
a=vy= !mltﬁ: -
\/j \/1 v? \/1_62 c
C
. .— divergiert mit 8 — 1
N |
1B
8’}/ 1 82’7 2 52
1. ve14 D - g7 =14 =
EAS T aBlae T2 apE e T
=0 =1

Standardform der Lorentz-Transformation

o' =7z —vt) = y(x — Bet)
ct’ = y(ct — Bx)

— 72

(aus 2/ = y(x — vt) und z = (2’ + vt') durch Eliminieren von 2/, mit = — 3% Matrix-Schreibweise

) o \=B z
—_—

AL a

~ gemeinsame Transformation von z und ¢
¢~ 3 x 108 ms~!, Lichtgeschwindikgeit” ~ naja, kénnen wir jetzt noch nicht wissen!
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D.3. Lorentz-Invarianten

2

Idee: Rotation lassen x;x* = x* invariant

(ct')? — 22 = 42 ((ciﬁ)2 — 2ctfx 4 B2x? — 2% + 2zBet — BQCQtQ)

(et (1= 5%) —a*(1- %))

1
= 72(1 — 62) ((ct)2 — $2) =— (1 — 52) ((ct)2 — xz) = ((ct)2 — x2>
1-p?
52 = (ct)2 — 2 ist invariant unter Lorentz-Transformationen. Minkowski-Metrik
1 0
-1

Npy = _1

0 -1

2 _ wav o " . _ v
s° =nuata” =zt mit x, =T
s2 = nata’ = *t? — z;2° ~ identisch in allen Systemen
’ ~—~

invariant unter Rotation

D.4. Rapiditidt und hyperbolische Rotation

D.5. Vergleicht zwischen Lorentz-Transformationen und Drehungen
D.6. Symmetrie der Raumzeit

D.7. Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

D.8. relativisitsche Effekte

D.9. Eigenzeitintegral

1
mit z# = <;>

4-Geschwindigkeit: Tangente an der Weltlinie z* (7)

ds® = n, dztda”

= 2dt? — dada’ = Adt? (Eigenzeit)

Nuuu” = 2 (02 - vivi) = %42 (1 - 52) =c? (Normierung)

— Adr? = A2de? - dxidxi

dz;dz? 1 x; dzt
dr = \/dt c? \/1 c2dt dt dt

i
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Zeitintervall, das von der Uhr angezeigt wird:

B B
dt
AT:/ dT:/ —
A A7
dz# dxv -
S = —mc/ds: —mc/dt\/nwici = —mc/dt\/c2 — vt

V; V" m
=—mc® [ dty/1 — Z—Q ~ [ dt —wv;v" +const.
c 2
T'~ kinetische Energie
relativistische Bewegung

klassische Mechanik £(z;;) = 3i;&' — ¢(;)

invariante Langrange-Funktion ———= kovariante Bewegungsgleichung Variation 65 = 0 — #* = —0%¢

« keine offensichtliche Interpretation von £ oder S
« L oder S nicht messbar

+ Invarianz — Kovariant-Argument funktioniert nicht:

=L
1 1 1
T; = &+ v, L— E(l‘l + UZ') (Il + Ui) = 5561%1 +.fﬂ)i + §Ui7)i

% (:cz-vi—‘r %vivit)

— wir brauchen eine Lorentz-invariantet relativisitsche Lorentz-Funktion

« L soll konvex sein

oL

ot —£

« Legendre-Transformation H = &'
+ H ist dann nach unten beschrinkt
+ am besten aus maximal ersten Ableitungen

R

d( .a.c> oL , oL oL, doc
c + o

A\~ " Ts ) T oz T 0ait "0, U dtor

=0fir L = E(:pi, azl)
Idee: klasische Lagrange Funktion — relativistische Eigenzeit?

« intuitiv (kein Unterschie von Fermat und Hamilton)

+ messbar

+ Lorentz-invariant

+ konvex

+ Moglichkeit zur Einbeziehung der Gravitation
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dt
S:mc/ds:mc2/d7':mc2 —
Y
vergleiche mit mit
S = /dtﬁ
2
me
— L(T) = ———
() 5
D.10. relativistische Energie-Impuls-Beziehung
1
L=——=1c—?
Y
L
p ov C2 —U2
202 _ 2 2 .22 2 2 b
pi(c® —v7) =05, p°c" =v(1+p7),v=Cc—F——=s
(@ () r=e s
oL v v
H=v——L=v +vVe2—vl=uvp+—-—=v(p+-
ov cz —v? P
2
1
S H =P + =cy/1+p?
I+p p
mit mc?:
H =/ (me)? + 2p?

c2

c2

2 2 ;
ds? = (1 + ¢)c2dt2 — <1 (b)dxidmz, 9| < ¢?, grofer in der ¢

S:—mc/dS:—mCQ/dt\/<1+if)cQ(l—2c(§>v2

dS? — g,

dot
dt dt
—~ ~~

dt

L)

S =-mc [ dt 2<1+2¢B2):m02/dt<1+
c

—>S:/dt %02—
~—~—

T

me
~—
\%4

¢5>
¢z 2



D.11 geometrische Sicht auf Bewegung 67

E2=p>4+m?c=1,FE = /p?+m?

o= f _ /pzzj_ m2
oF D

T o P imE
ViEtm?  p

e = T A
c = \/UphUgr

D.11. geometrische Sicht auf Bewegung

B B
08 = mc25/ dr = mc2/ M(d:c“édz” + o0dzHdz”)
A A 2dt

dax# A2+ |
T —mc? /mwddT(Séx” T me? / nuyﬁdnhc” =
Symmetrie p <> v Partielle Integration
i da#
— Losung:z (1) = a7 + b, T = a*, const.

Prinzip der extremen Eigenzeit — Graden im kriftefreien Fall.
mechanische Ahnlichkeit:

T — ax
t— Bt
fiir viele Fille sieht die Larange Funktion so aus:
2
T
L=——2z1
5 ~ %
doc ot
dtor Oz
dt . dat .
— = const., = const.
dr dr

D.12. Loretz-Krifte und Feldstarketensor

ap N
E—Q<E+ﬂ><3)7ﬁ—;,p—vmv

. dp = d d .o

Bva = cma(mv ) == T’Wa(w) =qBvE

5
V35— omy & (vB) = v (B + B x B)

"4 T |E, B. 0
E. -B, B. 0

dw |E, 0 -B, B
B

FHY ~ Feldstirketensor
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Erhaltung der Normierung von u,u* = c?

1d
- ju
2d7_(u#u )

F¥ Ag A F?P?  Lorentztransformation

du*
=g

-1,
e

antisymmetrisch
v q pw
F*u, = —uyu, F
m

symmetrisch
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E.1. homogene Maxwell-Gleichungen

o = (;’5) 0, = ai” = (et 05) — Dt = 4
Ty = Nt = (ct, —x;)
ONFH 4 QHFYA 4 9V FM =0 Bianchi-Identitit
Epvpe0” FP7 =0
0" (eppe FP7) =0
O'F w =0 F dualer Feldtensor
i = 0(nur B-Komponenten) : O Fy, = 0'B; = div B=0v
p = 1(E-und B-Komponenten) : OVFy, = —0yBy — OyE. + 0.E, — 1ot E=-0,B

E.2. Kontinuitit der Ladungsdichte

gt = <§Zc> = poy (c> — 9uj" = Oi(pe) + 0ij' = Op +div j = 0

,UZ

Oujg" ~ Lorentz-Invariante, in allen Systemen gleich!

((‘%/ dgrp:—/ d§’3>
1% v

g~ AT
’ C

4
0,0, F1 = % i
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