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1 Lagrange - Formalismus

1.1 Grundidee (1788, Joseph-Louis Lagrange)
Vorteile gegeniiber Newton:

+ Flexibilitit

+ Zwangskrifte

+ Zusammenhang zwischen Symmetrie und Erhaltungsgroflen

Zentrales Objekt: Wirkungsfunktional S.

Abbildung S : Trajektorie > reelle Zahl

(S definiert mittels Lagrange-Funktion L)

Zentrale physikalische Aussage des Formalismus: ,Wirkungsprinzip” (,Hamilton-Prinzip®)

Letztes besagt: Eine physikalische Bewegung verlduft so, dass das Wirkungsfunktional minimal wird.
— DGL (,Euler-Lagrange-Gleichung"), im einfachen Fall = Newton Gleichung

1.2 Variationsrechnung: Der Funktionalbegriff

Funktion (mehrerer Variablen) y;
y:R"=>R,y: T~ y()

Funktional: analog, mit IR ersetzt durch eine Menge von Funktionen (Vektorraum V)

F:V—-R,F:y— Fly]

Beispiel 1.1 V seinen differenzierbare Funktionen auf [0, 1] mit ¥(0) = y(1) =0
Diskretisierung:
iy tn = {y(z1),. ..., y(zn)}
1

Vektor = Funktion

= imdiskreten Fall ist unser Funktional schlicht eine Funktion mit Vektor-Argument. (Eigentlicher Funktionalbegriff
folgt im Limes n — 00).
Beispielfunktionale zu obigem V.
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- Fify] = y(0.5)
- Byl =4/(0.3)

- B[yl = y(0.1) +y(0.5) + y'(0.9)
Fuly] = [y do (@ - y(@)* +y/(2))

¢ Fsly) = fy def(y(@),y/ (2), )

F5 hingt von Funktion f (von 3 Variablen) ab. Falls wir f(a,b,c) = ca? + b? wihlen, folgt Fy wihlen. Noch
konkreter: wihle Beispielfunktion (ignoriere zur Einfachheit Randbedingung y(1) = 0)

yo : @ 2% yo(x) = 2% yh(x) = 2a
— Fylyo] = 0.25: Fafyo] = 0.6, F3[yo] = 0.01 + 0.25 + 1.8 = 2.06
1 4 3

1
F4[3/0]:/d$$5+4x2 =—4-==
0 ( ) 6 3 2

1.3 Weglinge als Funktional

Weg von 9, nach §p: § : 7+ Y(7),7 € [0,1]; ¥(0) = Yo, y(1) =

Weglange:
. dy
Pl = / il = [ (32

(Eigentlich haben wir sogar ein Funktional einer vektorwertigen Funktion bez1ehungsweise ein Funktional mit
3 Argumenten: F[y] = F[y!, v%, v%))

Etwas interessanter: Weglinge im Gebirge:

Sei Z(7) = {z!(7), 22(7)} die Projektion des Weges auf Horizontale. Zu jedem solchen Weg gehort die ,echte”
Weglange im Gebirge. Beachte: Hohenfunktion z : 7 +— 2( )

—> 3-d Weg:

(r) = {yl(T),yz(T),y?’(T)}
= (')

Faep.[r]) = F[§[Z /dt\/ (dfffiﬂ)er <dz(a:1(7(;)T, xQ(T)))

1.4 Variationsrechnung: Extremalisierung von Funktionalen

Funktionen: y : x — y(z ) wir wissen y hat Extremum bei 29 = ¢/(x¢) =0
Funktionale der Form: F'[y fo dzf(y,y,z);y:[0,1] = R;y(0) = ya; y(1) = up
Annahme: yg extremahswrt F. Sei weiterhin dy eine beliebige 2-fach differenzierbare Funktion mit 0y(0) =

dy(l)=0

= Ya=yota- 0y (a€(-¢5)
—_—
Ist eine Funktion aus unserem Wertevorrat von F'
= Betrachte Abbildung (—¢,¢) — R, a +— F[yo]. Per unserer Annahme hat diese Abbildung Extremum
bei = 0. Also gilt

d
— Fly,] =0
da [y ] ‘a:O
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Taylor-Entwicklung um v = 0:

1
Flya] = /0 dzf (yo + ady, yo + ady’, x)

_ ! g / af / / 2
=Flyo) + [ da( = (vo,90,2) - by + == (yo, yp, @) - ady’ | + O(a?)
0 dy 0y

Term linear in o muss verschwinden:

! of af d
0/0 dx(ay5y+ay,d$(5y)>

%5y:0beio,1
L 7of d [0f
= [ (5 - () )=

fiir beliebige 6y == der Koeffizient von dy im Integral muss verschwinden

0 d /ot
0= of _d ot (Eulersche Differentialgleichung)
dy dxz\ 9y

Falls o das Funktional F' extremalisiert, so gilt die obige Gleichung fiir yoVz € [0, 1]
Beispiel 1.2 f(y,7/,2) = y* + y*

of

o

oy Y
d fof d, o
— = 92y =2
d:v(@y/) dz Y Y

= Yo — Y =0
Beachte: y und ' sind hier unabhingig, das heift es spielt fiir die Herleitung der Eulerschen Differentialgleichung
keine Rolle, dass 3’ die Ableitung von y ist.
1.5 Das Hamiltonsche Prinzip (Prinzip der kleinsten Wirkung)

Die Lage einer sehr grofen Klasse von Systemen beschreiben durch verallgemeinerte Koordinaten (¢1, - . ., ¢s), S :
Zahl der Freiheitsgrade.

Beispiel 1.3 + N Massenpunkte: s = 3N, (q1,...,q3n) = (ac%,x%,x?, e Th TR x?’v)
« 1 Massenpunkt in Kugelkoordinaten: s = 3, (¢1, g2, q3) = (, 6, )
- eine diinne Stange: s = 5. Schwerpunktskoordinaten z, 72, 23. 2 Winkel zur Ausrichtung 6, ¢

+ Rad auf einer Welle: s = 1,q; = ¢
+ Perle auf einem Draht: s = 1, g; = s (Bogenlinge)

Hamiltonsches Prinzip:

Fiir jedes (in einer sehr groflen Klasse) mechanische System s Freiheitsgraden existiert die Lagrange-Funktion
L(q1, .. qss 1, - - - 5 s, t) (kurz L(q, ¢, 1)), fiir die gilt:

Die physikalische Bewegung aus einer Lage q(t;) = ¢! in eine Lage q(t2) = ¢ verliuft so, dass das

Wirkungsfunktional
to
Slal = [ dtL(g,4,t)

t1
extremal wird.
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Anmerkung 1.4 » fiir kleine Bahnabschnitte: Minimalitat
+ DGL. aus Stationalitit
« Wirkung: Dimensionsgriinde [S] = Zeit - Wirkung

+ Bedeutung des Wirkungsprinzip kann man kaum iiberschitzen. [spezielle + allgemeine Relativititstheorie,
Feldtheorie (Elektro-Dynamik), Quantenfeldtheorie (Teilchenphysik, kondensierte Materie), Quantengravitation]

fiir s = 1 folgt aus dem Hamiltonschen Prinzip:

doL oL
dt ¢ dq
(Euler-Lagrange-Gleichung, oder Lagrange-Gleichung der 2. Art)
fir s > 1:
d oL OL .
4 - T . = 07 =1, S
dt q; 8‘]7,

1.6 Form der Lagrange-Funktion und erste Anwendungen

Fundamentaler Fakt:

L=T-V
+ T"kinetische Energie
 V:potentielle Energie

Beispiel 1.5 (Massenpunkt im Potenzial)

doL 9
dt oit Ozt =0

; ov
5mi) (=57 ) -
mit — F =

Beispiel 1.6 (System wechselwirkender Massenpunkte)

T=Y T.=) 53’
a

a

V=> Vau(lza — 7))
a,b
a<b

Lagrange Gleichung fiir z°:
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Beispiel 1.7 (Perle auf Draht) Draht: beschrieben durch Z(s) (s: Bogenlinge)

L= %zﬂ — V((s))
o lds | dt
L= %52 — V((s))
doL oL _
dt 05 0s
i — OL Ozt _0
—~ Ozt Os
i~
_ov
ozt
mi— F-L =0
S

Beispiel 1.8 (Mathematisches Pendel im Fahrstuhl) Beschleunigung des Fahrstuhls: vy=a-t

m _o
— v -V
2U

L

- d . d
U= (dt(lsmgo),at - dt(lcoscp))
= (Lcos(p)p,at + lsinpp)
V:mg(gﬂ—lcos )
9 ¥

_daL oL

O=qop  ap

- (% (1% cos® p2¢ + 2atlsin ¢ + I sin® 802@) -

(% (l2¢22 cos p(—sin @) + 2atlp cos @ + 1%p?2 sin ¢ cos ¢) — mglsin gp)

0= (2l2 cos p(— sin ©)p? 4 1% cos® pp + al sin ¢ + atl cos @ + 122 sin p cos pp? + 12 sin® Lpaﬁ)
— talg cos p + glsin g

0=1%2¢ 4 Isinp(a + g)
1.7 Vereinfachte Herleitung der Lagrange-Gleichungen
q(t) Trajektorie, Variation der Trajektorie: dg(t)
« neue Trajektorie: ¢(t) + 0q(t).

« neue Wirkung S + .5 Anders gesagt: .5 = S[g + dq] — S[q].
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Extremalitit:
to

0=195= dtdL(q,q,t)
t1

t2 . .
:/ gt [C’M(q, 4t) 5q 1+ 00,4, t)éq]
t dq 9q

2 T9L oL d ]
— [ At | =g+ ===
/t1 [8(] 9t 5 dt( q)

Partielle Integration, nutze dg(t1) = dq(t2) =0
t2 oL d /oL
0= dt| —dq¢g— —( =)0
/tl <0q ! dt<3Q> q)

t2 0L d oL
0= /h dt(aq - M)(sq

0q beliebig = Term muss verschwinden

_9L doL _
 0q dtog

1.8 Kommentare

vorkommen wiirden. Dann reichen Z'(to) A ¥(to) nicht mehr zur Losung des Anfangswertproblems.
Totale Zeitableitungen:
Seinen L, L’ zwei Lagrangefunktionen mit

d
L'=L+— t
+dtf(q,)

to d
. g = 5+/ dt - f(a,1) = S + (f(a(t2), t2) = fla(tr), 1))
t1 ~
variiert nicht

= 55" =4S

— L' physikalisch dquivalent zu L (L ist nur bis auf totale Zeitableitungen definiert.)
Bedeutung von S in der QM:
In der Quantenmechanik ist die Wahrscheinlichkeit w fiir den Ubergang von (q(l), tl) zZu (q(2) , tg) gegeben
durch
w~ A

iSlq]
AN/qu n

f Dgq- Summe iiber alle mogliche Trajektorien (,Wege"), (,Pfade”).
Im Limes i — 0 dominiert klassischer Weg. Grund: S ist an dieser Stelle stationir. Beitrige von ,ganz anderen”

, A € C ist ,Amplitude’, mit

Wegen heben sich wegen schneller Oszillation von exp[iS/h] weg.

2 Symmetrien und Erhaltungssitze

Zentrales Ziel: Noether Theorem (Emmy Noether - 1918)
»Zu jeder Kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehort eine Erhaltungsgrofle.”
Idealfall: Symmetrien = Form der Wirkung. Wirkung hat Symmetrie = Erhaltungsgrofen.
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2.1 Symmetriemotivation der Wirkung

2.1.1 Freier Massenpunkt

—

Homogenitit von Raum und Zeit = L(Z, 9,t) = L(7).
Isotropie des Raumes = L = L(1_52).
Betrachte (kleine) Galilei-Boosts: 7 — @' = ¥ + &.

[\

L(9?) —» L(v) = L(¥

Taylorentwicklung:

Falls nun (8L/662) = const,, so gilt
oL d [/ OL
T (207) = ~ (= (222
g7z 27¢) dt<862( xe))

— wir fordern, dass O L /07 eine Konstante ist und nennen diese m/2. => L = 272

2.1.2 Mehrere Massenpunkte

Fiir unabhingige Systeme konnen wir die Lagrangefunktionen schlicht addieren:

L(q1, 42, 1, 42,t) = L1(q1, 42, ) + L2(q2, 42, t)
Dazu rechnen wir nach, dass die Anwendung der Differentialoperatoren

d o 0

auf L und Nullsetzen dquivalent ist zur Anwendung des Operators ,1“ auf L; und ,2“ auf Lo. Dies gibt aber
gerade die Lagrangefunktionen und es ist somit egal ob ich L; + L9 oder L; und Ly getrennt als Lagrange-
Funktionen betrachte

do 0N, (49 9N, _doL 0L,
dtoq  dq1)”  \dtdqr da)”" " dtddr  dar
Also Mehrere Massenpunkte:

= L =T mitT = kinetische Energie. Hinzunahme von Wechselwirkungen der Form

Vab
V=2 (1.~ &)

a<b

respektiert Galilei-Invarianz. Also Vorschlag: . = T'— V wie oben eingefiihrt. Aber: T, V' sind im Moment nur
Namen.
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2.2 Homogene Funktionen und Satz von Euler

Eine Funktion f von n Variablen heift homogen von Grad k falls f(aux1, ..., ax,) = o f(x1, . ..

Beispiel 2.1 f(x) = 2P ist homogen von Grad p.
Beispiel 2.2 f(z,y,2) = ﬁ + % Cos(g) ist homogen von Grad —1.
Beispiel 2.3 ("Unser Bespiel”)
. . 1 ..
T(q17 ce s Qqn,q1, - .-, Qn> == §f2j(q)QZQJ Summe!
homogen in den ¢; vom Grad 2.

Satz 2.4 (Satz von Euler) f(z1,...,x,)homogen von Grad k

— Z&U@ '

Begriindung:
0 0 [
P (axl,...7axn)—%<a f(xl,...,xn)>

. Zaf AT, . ..,QTy) Oz, = kaF L f(ar, ..., zn)

0(ax;) Oa

Setzea =1

of(x1,. ..,
- Z f xlawl )xl:kf(xl,axn)

2.3 Energieerhaltung

Homogenitit vont, = “ L(q, 4,t) = L(q, q)
Wir betrachten:

Euler-Lagrange-Gleichung (% = %%)

Produktregel

(Kettenregel)



2 Symmetrien und Erhaltungssatze

11

Beispiel 2.5
L= %:‘ﬁ — V()
oL
o — L=mi? - (%332—1/)
:%#+V

Um dies allgemeiner zu zeigen: Satz von Euler. Wir nehmen an, dass L folgende Form hat:

L=T-V= %fij(@fji%' - V(q)

Begriindung: Diese Form ergibt sich typischerweise, wenn man

> S - V(@)

a

in verallgemeinerte Koordinaten umschreibt.

Mit dieser Annahme folgt:
oL, or. 0 lf ) .
94; qi = 9d; qi = 96 \ 2 jkqi9k | 4qi

1 .. 1 . )
= §fjk5iijQi + §fjkq]'5ikq@'

= firGiqr = 2T
Leichter mit Satz von Euler
oL
qi

2.4 Erhaltung von verallgemeinerten Impulsen

In einen durch g1, . . ., g5 parametrisierten System heiflen
oL
P 0
,verallgemeinerte Impulse®
Bekannter Fall:
m .o
i=1
mit
. oL
= mds = ——
Di i O

Eine Koordinate heifit ,zyklisch’, falls die nicht explizit in L vorkommt (Ableitung darf vorkommen).

Beispiel 2.6

LZL(Q%--meQl»--wQs)

In dieser Situation ist die Transformation g1 — ¢} = ¢1 + ¢ eine Symmetrie.
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Sei g1 zyklisch. Es gilt

L L
(ifgql — gql = (Euler-Lagrange-Gleichung)
OL/0q1 = 0 per Annahme

aor _
dt 0¢1
d

a(pl) =0

= ,Die verallgemeinerten Impulse zyklischer Koordinaten sind erhalten.”
Beispiel 2.7 Massenpunkt in Potential, dass nicht von 1 abhédngt. Noch konkreter: schriger Wurf:
V(xy,x9,x3) = mgxs
= 21, 22 zyklisch.
Beispiel 2.8 (Massenpunkt in Ebene mit Zentralpotential)

L= (¢ +) —V(q)
 zyklisch
== g—L = mr?p: Betrag des Drehimpulses. (Dieses Beispiel erklirt den Namen ,zyklisch® im Sinne von
periodisch)
2.5 Noether-Theorem
Definition 2.9 (kontinuierliche Transformation)

q(t) = ¢'(t) = q(t) + dq(t)

= q(t) +ex(t)

€ € R, sodass ¢ — 0 moglich ist.

Definition 2.10 (kontinuierliche Transformation) Damit diese Transformation eine Symmetrie ist, fordern
wir Invarianz der Bewegungsgleichungen, also

d
6L = L(q+dq,4+0;t) — L(q,q4,t) =e—f

dit
Wir betrachten
d oL oL
—f=0L=—46q+ =04
“ar’ 9> " g%
mit Euler-Lagrange:
d (0L oL d d /0L
=7 )20 55 = (%)
d [OL
— 0= a (aqéq - 5f
= 5% <g§x — f) (Erhaltungsgrofle)

Erhaltungsgrofie
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Satz 2.11 (Noether-Theorem) Noether-Theorem (nach analoger Rechnung mit ¢1, . . ., ¢p):
Falls 6q; = ex; Symmetrie (also 6 L = 5% ) gilt

d /OL
iaro-1)=¢

Beispiel 2.12 (Zeittranslation) ¢(t) — ¢'(t) = q(t +¢) = q(t) + ¢(t)e + O(£?)
0q = ge =ex = x = ¢ Berechne dL:

oL oL oL oL
0L =S"6q+ 204 =G+ ——ei
OLdg OLdg d
=e|l -+ | =6
dqg dt  0q dt dt
oL oL
- f="—4-L=FE
= aq X / 2 v

Beispiel 2.13 (Verschiebung zyklischer Koordinate)
d=q+e = x=1,0L=0 = f=0

Erhaltungsgrofe:

oL oL
—x—f===p (verallgemeinerter Impuls)
dq dq

Zusammenstellung zu Galilei Transformationen

Symmetrie Erhaltungsgrofie
Zeittranslation Energie
Translation Impuls

Rotation Drehimpuls
Boosts Ts— Ug-t

zum Boost:
Zs — Us - t = const. Schwerpunkt bewegt sich geradlinig und gleichférmig.

2.6 Mechanische Ahnlichkeit

Lagrangefunktion:

mg -, - -
L:Z%xg—V(xl,...,mn)
a

Sei VV homogen in den x%, von Grad k.

Sei { Z,(t)} beziehungsweise [t — {Z,(t)}] eine physikalische Bewegung. Kurz: t — z(t).
Betrachte Transformation: x — ax,t — SBtVt, x.

Alte Bewegung: {t — x(t)}, Neue Bewegung {5t — ax(t)}.

Variablenweschsel: t' = [t und anschliefend " — t. Neue Bewegung: {t — ax(t/3)}
Betrachte nun Transformationen von 7', V'

T,V - ((a/ﬁ)zT, akV)

Fordere nun o* = (/) = L — oL

Beachte:
d oLy oL
dt \ 9z or
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ist homogen in L, x, t jeweils vom Grad {1, —1,0}
= Falls alte Bewegung Losung = neue Bewegung auch Losung.(entscheidend: L — oy L)
— ,Mechanische Ahnlichkeit".

Definition 2.14 (Mechanische Ahnlichkeit) 3 = () so wihlbar, dass z — ax,t — St = L — o*L.

Anwendung:
Sei X typische Linge einer Bewegung (Bahnradius, Entfernung von Umkehrpunkten, etc.). Sei T typische Zeit
(Periode, Zeit zwischen Umkehrpunkten, etc.). Seien X’ = o X, T’ = 3T die entsprechenden Gréfen dhnlischer

Bewegungen. Dann gilt:
T! IB oy X/ 1-k/2
—_— = = = _—
X

Beispiel 2.15 (Harmonischer Oszillator)

T/
Ve = k=2 = — =1
T
Beispiel 2.16 (Freier Fall)
T’ X'
o T VX
Beispiel 2.17 (Gravitation)
1 T X'
Vs = k=-1 = —=—
T T X

2.7 Virialsatz

Betrachte Zeitmittel: (A) := limy_, oo % fg dt’ At’ (besonders leicht zu berechnen fiir totale Zeitableitungen).
Ziel: (T') (kinetische Energie)
Also: Versuche T als totale Zeitableitung zu schreiben. (zur Vereinfachung in 1D, ein Teilchen)

d

2T = mv?2 = pi: = a(px) —px
= g( x) + xa—v
T Oz
av d
Y
- Tor Tt (pz)
ov d
= (2T - xa) = <&(p37)>
1
= lim — (px‘t — px‘o) =0 (falls p, x beschrinkt)

t—oo T
Definition 2.18 (Virialsatz) Fiir Bewegungen in beschrinkten Gebieten mit beschrinket Geschwindigkeiten

gilt:
2(T) = (Y am) = (X Y5

Beispiel 2.19 (homogenes Potential) Falls I homogen von Grad k: 2(T) = k(V)

Beispiel 2.20 (harmonischer Oszillator) (7') = (V)

Beispiel 2.21 (Gravitation) k = —1,2(T) = — (V)
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3 Trigheitstensor

3.1 Triagheitsmoment und Satz von Steiner

Rotation von Kérper um feste Achse A. Kérper besteht aus Elementen 1, mit Radius r, | . Kontinuierlich: m, =
pAV . Einzige erlaubte Bewegung sei Drehung um Achse A:

Mg o Mg 2
T ~ E 7’[)(1 = E 76027'%1_
a

a

Tragheitsmoment im Kontinuum:
u:/&mmﬁ
Einziger Freiheitsgrad: Drehwinkel ¢ (wobei w = ¢)
1 .9
Lp,...p) = 51ap” = V()
= Iyp=——
AP 9o

Annahme: V ergibt sich als Summe der Potentiale aller Teilmassen:
V(p) =) Va(Falp))
Betrachte
V(e +00) = Va(Falep) + 674)
= Va(Falp) + 63 x Talp))
= Vat Y (03 x Fa) - VVa(Falp))

V(e +06p) = V() =D (08 X Fa) VVa(Fa())

a

Limes d¢ — 0,59 = €40, €4 Einheitsvektor der Achse

avip) 63X TPy =
i = > 5 vV

= Zeijk(éA)j(?a)k ’ (Fa)i
— Z(gA)j(Fa X f?a)j = Z €4 M,

M o: Drehmoment auf Punkt ,a"

Zuletzt: [4p = —%
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M: Gesamtdrehmoment.

-

Erinnerung: Drehimpuls fiir Punktmasse: L = m7 X ¥

=30

= €4 L=mea[(F +7L) x 7]
7L x B = [FL|[9] = [FL|[FL]¢
= gAz:mTigb = §AE:IA¢
— éA-E:€AM

Bemerkung: 4 ist besonders einfach zu berechnen falls A || S (Schwerpunktsachse) und Ig bekannt, R | ist
der (senkrechte) Abstand der beiden Achsen.

- 2
Ly=Y mad =3 ma(Ri+70,)
a a
Summe der Mischterme fillt weg
Iy = Zma(éi + F:Zl)
a

Satz von Steiner:

— Iy=MR? + 1,

3.2 Trigheitstensor
Berechne kinetische Energie einen Korpers der sich mit ¥ und mit & um Achse durch Schwerpunkt dreht.

meq _, me , _, N 5 \2
T:Zf’l)g:Z{(U-’—wx’FQ)

a

a
-y %(62 F2T(@ X o) + (& x FG)Q)
a
Mischtermfillt weg, da > m, T = 0, wegen Schwerpunktbedingung
M Mg, o
= ?’Uz + ; 7a(w + Ta)2

M., 1
= 7’02 + §I¢jwiwj

L= m, <5z‘j e - (T“a)j(?a)j>
a
Integralform:
I = / 3 7p(7) (6;;7% — 1ir;)
Speziell fiir 7 = (x,y, z) findet man:
y? 4 22 -y —xz

I= /dxdydzp(?) —xy 22+ —yz

-z —yz 2?4+ y?
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Beispiel 3.1 (homogener Wiirfel) f de — f a/2 dz

—a/2
a/2 a/2 a/2 ad
/ dx/ dny/ dz=a-—-a
—a/2 —a/2 —a/2 12
Insgesamt:
1,3 )
6
I=d% %a?’ =_-Mad*1
1,3 6
6

3.3 Haupttrigheitsachsen

Tensor ist (wie) Vektor ein geometrisches Objekt. Er beschreibt Dichte/ Form des Kérpers. Bei Drehungen des
Kérpers: Dreht sich mit: Iéj = RypRjly <~ I' = RIRT = RIR™! (aktive Sicht).
Passive Sicht: Fiir die Komponenten von I im gedrehten Koordinatensystem gilt:

Il; = Rix Ry

Zentraler Satz: Jede symmetrische, reelle Matrix kann durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform
gebracht werden. == Wir konnen als stets den Korper so drehen beziehungsweise das Koordinatensystem so
wihlen, dass

Ii 0 0
I=|0 Ib O
0 0 I

11, I, I heiflen Haupttrigheitsmonente. Die Koordinaten €1, €2, é3 des Systems in dem I diagonal ist heiflen
Haupttrigheitsachsen. (im Allgemeinen sind dies die Symmetrieachsen des Koérpers, soweit vorhanden).
Sei ¥ = 0, sei @ = weé (€ beliebiger Einheitsvektor).
sao2_ 1o o

— T = ifijwiwj = Elijeiejw = 5 eW
(Daher ist I, = I;;¢;¢;) das Tragheitsmoment beziiglich é.
Sei speziell I diagonalund é = é; = (1,0, 0). Es folgt I, = I;; = Iy, sprich: Die Haupttriigheitsmomente sind
also gerade die Tragheitsmomente beziiglich die Haupttrigheitsachsen.
Auflerdem gilt:

Lij(é1); = Lijop = Iin = 10a = L1 (é1);

Matrixschreibweise:
Ié; = I1éq

Demnach ist é; ein Eigenvektor von I mit Eigenwert ;. Die Existenz eines gewissen Eigenvektors und dessen
Eigenwert sind koordinatenunabhiingig! In der Tat:

R-Ié; = L1 Ré
(RIR"YR = I Réy
I'e) =1é, & =Reé

Wir sehen: Die Matrix I hat 3 Eigenvektoren €(,). Diese Eigenvektoren definieren die Haupttrigheitsachsen.
Die Eigenwerte I, sind die entsprechenden Haupttrigheitsmomente.
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3.4 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonlisierbarkeit

Sei V = C" ein Vektorraum iiber C. Definiere das Skalarprodukt (Vz,y € V)
zy— (z,y) =2’y e C

Notation: MT = M7 fiir alle komplexenen Matrizen. Sei H eine hermitesche Matrix (n x n), das heifit H t=H.
Wir kénnen H wie folgt diagonalisieren:

« Losedet(H — A1) = 0.(Fundamentalsatz der Algebra) Nenne diese Lésung A\1. Danundet(H — A\ 1) =
0 hat die Gleichung (H — A\11) -z = 0 eine nichttriviale Lésung 21 € V. (Wegen Nicht-Invertierbarkeit
(H — A\p1)). Notation: 21 heiflt Eigenvektor von H zum Eigenwert \1. Es gilt Hz1 = A\jx;

« Behauptung: H bildet {x1}, auf {z1}, ab.
+ Begriindung: Sei (y, 1) = 0. Dann gilt
(Hy,z1) = (Hy) 2y = yTH 2y = yTH2y = Myfzy = My, ) =0v
Betrachte jetzt die (n — 1) x (n — 1)-Matrix H; welce die Wirkung von H auf {z1 } | beschreibt. Wiedehohle
obiges Argument. Finde A2, 22 und so weiter.
+ Wihle normierte Basis ey, ..., ey ~ 1, ..., Z,. Diese Basis ist nach obigem auch orthogonal.

« Wir nennen Matrizen welche eine Orthonormalbasis in eine Orthonormalbasis iiberfithren unitir. Ohne
Beweis: Fiir solche Matrizen gilt UT = U~!

+ Damit haben wir Diagonalisierbarkeit vod hermitesche Matrizen durch unitire Transformationen!

+ Behauptung: \; sind reell.

* Begrindung: (Hx1,21) = (Az1,21) = Mz, 21) = (w1, Hy) = Moy, 21)v

Korollar: Reelle, symmetrische Matrizen (H = HT, H;; IR) kénnen durch orthogonale Transformationen
diagonalisiert werden.

Dazu: Finde wie oben \; € €. Wir wissen aber, dassauch A; € R.Dann existierteinreelles z1 mit (H — A\ 1)z =
0. Fortsetzung wie oben, nur ,unitir* — ,orthogonal®.

3.5 Tragheitsellipsoid

Bisher: el = %M a1

Nichstes Beispiel: homogene Kugel, ohne Rechnung: I ~ 1, Warum?

Es muss gelten: I = RIR™'VR € SO(3). Fakt: §;; ist der einzige invariante Tensor von SO(3) mit zwei
Indizes (vom Rang 2).

Betrachte nun ein weniger symmetrisches Beispiel:

Beispiel 3.2 (Hantel) Hantel mit masseloser Stange, mi; = mg = m
Iij = Zm . ((5” FZ — Tﬂ"j)
m

= Zm(&j 772 - ’l“ﬂ“j) 7= (0, 0, a)

= 2ma’

o O =
o = O

0
0
0

ij
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realistische Hantel (keine Punktmassen)
1 00
=2ma® [0 1 0
0 0 ¢

ij

Vermutung: ,einfache” Beziehung zwischen Form des Korpers und Trigheitstensors.
So wie ein Vektor einen Pfeil in R? entspricht, so entspricht ein symmetrischer Tensor vom Rang 2 einer Fliche
2. Grades:
tij Tilj = 1
Wir setzen nun ¢ = I und gehen ins Haupttriagheitsachsensystem.

Iijmxj =1 = Iltr% + IQZ'% + [3:6% =1

Dies beschreibt einen Ellipsoid. Betrachte beliebige Achse é (¢? = 1). Diese schniede Ellipsoid bei Z.

—

Te=¢- T

1= Iij(l"e)i(xe)j
1= |Z|* ;685 = L|Z|?
. 1
:> |x€| g

VI,

|Zc| groR <= I klein <= Korer hat in den ,anderen” Richtungen eine kleine Ausdehnung. —
Tragheitsellipsoid folgt ungefahr Form des Korpers:

Korper ~ Wiirfel / Kugel Hantel / Quader gekreutzte Hantel / ,Buch®
Ellipsoid  Sphire vertikal gestreckte Sphiare vertikal gestauchte (,abgeflachte) Sphire

3.6 Trigheitstensor und Drehimpuls (mehr zur Geometrie)
Erinnerung: Tensor ¢t vom Rang 2 ist bilineare Abbildung
t:VxV—=R,(z,y) — tijzy;

Unser Fall:
I: ((D, (D) — Iijwiwj =2T
— Die formale mathematische Definition vom I hat unmittelbare physikalische Bedeutung. Sie ordnet & die
kinetische Energie zu. Im euklidischen Raum definiert ein Tensor auflerdem eine Abbildung

t:V = V,{z;} — {tijz;} beziehungsweise x — tx
Auch dies hat bei uns physikalische Bedeutung:
I:{w;} = {Ljjwj} = {L;}also & — L

Wir behaupten hier, dass L; = I;;w; gilt. Das ist leicht zu priifen: Betrachte Massenpunkt bei der Position 7.
Drehe jetzt um Achse & mit Winkelgeschwindigkeit @:

L=7Xp=mFxt=mix (@ X7
Li = mEijij(eklmwle) =...
= m(éi]-FQ —rlrj)wj

Nach Summation iiber viele Massenpunkte:

L; = Zma (&j 72— (ra)i(ra)j>wj = Ljjw;, L = Iw
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4 Kreisel

4.1 Euler-Gleichungen
Korperfestes System vs. Raumfestes System. Drehmatrix R(t) € SO(3)

L' = RL,v' = Rv

Bewegungsgleichungen:

I’ = ir %Uﬂm:RM

RL+R— L=RM
Erinnerung: R = R(w x )

R(wx L)+ RL = RM
R=M+Lxw
L=1Iw
Io =M+ (Iw) x w

1
Wihle als korperfestes System speziell das Hauptachsensystem — [ = 1 I . = Euler-
I3
Gleichungen
Lo, = M Jr(.dz(.dg([g — Ig)
Irwy = My + u)3w1(]3 — Il)
Isws = M3 + w1W3(Il — .[2)

4.2 Freier Kreisel

Energieerhaltung:
1 1Q
E=T= §wTIw = 521“"’12
=1
3
1 L2
Lz' = Il-wi — F=- -+
24~ I
i=1
oder ) ) )
Ll L2 L3

=1
2EL  2EI + 2E13

= L ist auf ein Ellipsoid (,Binet-Ellipsoid“ (Ellipsoid im ,L-Raum®)) eingeschrinkt.
Drehimpulserhaltung:
L' = const., L' = RL,R € SO(3) = |L| = const.
= L bewegt sich im korperfesten System auf Schnittkurven von Binet-Ellipsoid und Sphire mit Radius
‘E) = ‘f/ Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit: I; > I > I3

Fall 1: ‘E‘ < +/2FEI3 = Sphire und Ellipsoid haben keine gemeinsamen Punkte = physikalische
unmoglich

Fall 2: ‘E‘ = v/2F E3 (,einbeschriebene Kugel) — L = :I:(O, 0, \/2EI3)T,w2 || es fest.
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Fall 3: \/2E T3 < ‘E‘ < 2EI, = Sphire stoft aus Ellipsoid heraus = L bewegt sich im korperfesten
System auf einer geschlossenen Kurve = kriftefreie Prizession des Kreisels im Laborsystem.

Fall 4: ‘E‘ = sqrt(2E13) Zwei kreuzende Kurven L sitzt am Kreuzungspunkt (instabil) oder bewegt sich
entlang Kurve

Fall 5: \/2E 1, < ‘ E’ < v/2E1; ,Gurke’, nur Enden sind abgeschnitten = L bewegt sich im korperfesten
System auf einer geschlossenen Kurve = kriftefreie Prizessions des Kreisels im Laborsystem

Fall 6: ’E‘ = \/2E1; (,einbeschriebene Kugel®), wie Fall 2

Fall 7: /2ET; < | L

Auch moglich: Geometrische Diskussion im raumfesten System == Poinsot-Konstruktion: Ellipse rollt rutschfrei
auf Ebene ab.

unmoglich

4.3 Freier Kreisel analytisch

Euler-Gleichungen

Ild.)l = w2w3(12 — Ig)
12w2 = w3w1<13 — Il)

Iswz = wiws (I — I2)

= Falls 2 der 3 Komponenten von & Null sind => & = const.. Jetzt zur Vereinfachung sei I; = I < I3.
Definiere Iy = I} = I (Beispiel: abgeflachte Kugel, wie etwa Erde).

I(]d)l = (A}ng(_[(] — 13)
Towy = —wswi(lo — 1I3)
Isws =0

w3 = const.. Definiere « = —wsg (1 — %) = const.. Man erhilt:

w1 = —oWws
LOQ = —awq
— W = —a2w1

= w1 = Acos(at + ¢)

(ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢ = 0). = freie Prizession:

wy = Acosat
we = Asinat

w3 = const.

@ bewegt sich auf Kreis in der w3 = const. Ebene.

Konkreter Fall: Erde I
3
—(1—-=)~0.003 =
< Io ) :
_ Tx

— a=w3 & — Ipuy, = ﬂw?)OOTage

£

—> Realitit ist leider komplizierter, ,Chandler-Wobble“



4 Kreisel 22

4.4 Schwerer Kreisel (vereinfacht)
Raumfestes System!

. S Schwerpunktsachse des Kreisels

+ (p: Winkel der Schriglage des Kreisels

entscheidende Niherung: L/ || S’
M =7xF ~ 8 xF

Also in unserer Niherung: L' | M. Betrachte:
<E12>':2E/z/ z/: Wi

= (2/2)' = 0 beziehungsweise I'| = const. Weiterhin: £ | €&, = M liegt in x-y-Ebene. =

Spitze von L bewegt sich auf Kreis in horizontaler Ebene.

Kreisradius = ‘f/ sin ¢, Geschwindigkeit = | A1’|. Periodendauer:
9wR 27r’f/ sin ¢ QW‘E/

T = = =
v ‘ o myl

Anwendung auf Erde: kein fester Punk, stattdessen Drehmoment durch Sonne/Mond und Abflachung der Erde.
= Prizession der Aquinoktialpunkte (precession of the equinoxes). T' ~ 26 000 a

4.5 Eulersche Winkel

Ziel: exakte Analyse der symmetrischen schweren Kreiseln.
Brauchen: Parametrisierung der relativen Lage zweier Koordinatensysteme.
= Drehe um é; = é3 um ¢, dann Drehe um é; um 6 und dann drehe um é3 um ¥ Wichtig: kleine Winkel
(als Vektoren) sind beziiglich Drehungen additiv. (folgt aus R = 1 + 7/(§ ®)). = Winkelgeschwindigkeiten
addieren sich vektoriell.

— @ = péh +pés + féy

4.6 Schwerer Kreisel (exakt)

Ungestrichenes System - fest verbunden mit Kreisel. (1 = Is = Ij)
1
L= 5[10 (w% + w%) + I3w3] — mgl cos 0

Wegen Rotationssymmetrie von Schwerefeld und Kreisel sind ¢, ¢ zyklisch = kénnen die Umschreibung
von {w1,wa, w3} — {p, 9,0, 1,0} bei ¢ = 1 = 0 durchfithren: Wir haben (bei p = ¢ = 0):
éN = é1,63 = é3co8f + é5sin 6
&' = p(é3cos b + é58in 0) 4 ez + 06,
é1 6 +és(psinf) +és (z,z} + pcos 9)
e S

w3

w1 w2

E:

N | =

(IO (92 + ¢? sin? 9) + I3 <¢ —+ ¢ cos 9)2) —mgl cos 6
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Energie: E =T + V = const,;

oL
9% = L4 = const.y
oL
— = L3 = const.3
o
Auflésen nach ¢, 1/1 und einsetzenin T 4+ V = FE gibt:
1. U?
E:fI U2+‘/eff( u), u=cosf

L2 (Ly— Lau)?
l B St Bz
Vess(u) = mglu + 212 20o(1 — u2)

y 2 L3 Ly — LyU)?
—Ur== (mglu+3—E)(1—U2)+(323U)}

= Kurvendiskussion = w oszilliert zwischen win, mae = 0 oszilliert zwischen 6,,,;5,, Omaz.
Wihrenddessen schreitet ¢ unregelmaflig voran:

LY — Lscosf

7= Ipsin? 0

5 D’Alembertsches Prinzip und Lagrange Gleichungen 1. und 2. Art

Unter anderem ,Herleitung” (historisch) der Euler-Lagrange-Gleichungen, immer noch Anwendungsrelevant:
Lagrange-Gleichungen 1. Art / nichtholonome Zwiinge

5.1 Arten von Zwangsbedingungen
1. Gasmolekiile in einem Kasten

2. a) Perle auf Draht, Draht unbewegt
b) Perle auf Draht, Draht bewegt

3. Senkrecht stehendes Rad, ohne Rutschen
4. Durch massenlose Stangen verbundene Punktmassen

Zwinge heifien holonom falls sie durch nicht-differentielle Gleichungen ausdriickbar sind, zum Beispiel

bo(Z1,..., N, 1) = 0,0 € {0,...,d}

Genauer:

t kommt vor: ,rheonom”

t kommt nicht vor: ,skleronom®

Besonders interessant: Zwinge in differentieller, nicht-integriebarer Form (nicht-holonom). (Fall 3). Im Moment
nicht klassifiziert 1. Also betrachte Fall 3.: 4 Parameter: (Z, 6, ), # € R2. Zwinge: dz! = Rdycos @, dz? =
Rd sin 6. Hoffnung: (wenigstens eine) dieser Bedingungen ausdriickbar als

¢($17 .’I)Q, 2 9) =0
Das heifit Differenzieren dieser Gleichung gibt eine der obigen Zwinge:

a¢ 9 9 9
gorde! + o gda? + g e+ 550

Falls dies fiir beide differentiellen Zwéinge ginge, wiire unser System doch holonom. (beziehungsweise ,integrierbar®).
Aber im konkreten Fall geht das nicht.

0=do=
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Beweis per Widerspruch: Wenn es ginge, kénnten wir nach ¢ auflssen — ¢ = / (:131, x2, 9). Dies ist

unmdglich, weil man durch ,Rollen im Kreis* beliebiges ¢ zu vorgegebenen x!, 22, 6 erreichen kann. 0

5.2 Prinzip der virtuellen Arbeit und ,D’Alembert”

Betrachte eine masselose starre Stange, die zwei Massen m, mg verbindet. Auf m1 , mo wirken die Zwangskrifte
F$y, F§5, ,constraint”. Wir wissen schon: Energie erhalten == Zwangskrifte verrichten keine Arbeit. =—>

0A = Fﬁda‘:’l + ﬁ’]Qldfc“g = 0. Ebenso fiir Perle auf Draht (Draht fest): ', | Draht | d7
— §A= FdZ =0

Wir wollen die Aussage ,Zwangskrifte verrichten keine Arbeit® allgemein formulieren.

Problem: bei einem bewegtem Draht gilt die Aussage d Z || Draht nicht und damit gilt dann auch = 04 =0
im Allgemeinen nicht mehr.

Losung: Definiere virtuelle Verriickung dx bei ¢t = const.. Dies ist eine gedachte Verschiebung des Systems
in eine andere Lage - keine echte Bewegung. Fakt: in einfachen Beispielen (bewegter Draht, etc.) gilt jetzt wieder
0A = 0. = Formulieren: ,Prinzip der virtuellen Arbeit”

> P63, =0
a

fiir jede virtuelle Verriickung {0 Z,,a = 1,..., N} == Definition eines ,glatt gefithrten Systems" Fiir jede
der Punktmassen gilt: F'' = F 4 + F¢

— Y (Fu- Fi)o7, =0
a
_ Z (F’ W — Mg Efa) 0%Z,=0 (d’Alembertsches Prinzip)
a

Das D’Alembertsche Prinzip ist iquivalent zum Prinzip der virtuellen Arbeit. Vorteil: ohne Zwangkrift. Niitzliches
Korollar: Im Gleichgewicht gilt:
> Fudia=0
a

Elementare Anwendung: Wippe: m1, mg im Abstand /1, [2 von dem Auflagepunkt. Offensichtlich gilt:

[
(51’2 = —35.1’1
L

(fiir jede virtuelle Verriickung {0x1, 22 }). Wir setzen in d’Alembert (im Gleichgewicht) ein: F} §z;+ Fodxe = 0

! oo
ll F2 ll

(Hebelgesetz).

5.3 D’Alembertsches Prinzip mit verallgemeinerten Koordinaten und Kriften.

Betrachte N Massenpunkte, d holonome Zwinge.

mit verallgemeinerten Koordinaten g,,,, sodass

jfa = fa(le o 7Q3N7d7t)



5 D'Alembertsches Prinzip und Lagrange Gleichungen 1. und 2. Art 25

Laut D’Alembert:

Z(ﬁa —maéa)aza —0

a

fiir alle virtuellen Verriickungen d Z,. In verallgemeinerten Koordinaten kann man schreiben
0%,
— Om

D FadZa= Qmigm

0%q =

0qm

Fiir den ersten Term findet man

mit den verallgemeinerten Kriften.

> 07,
= F
on =Y PGt
Fiir den zweiten Term erhilt man:

L mn 0% =(d (s 0%\ - d (0%,
Za0Tq = %: xaaqimé%n = ;(dt <$aaqm> xaa <aqm>>5Qm

Nebenrechnung: Gegeben = x(q, t). Totale Zeitableitung:

NS R
6q 8t q7 Q7
Offensichtlich gilt:
0i _ 0
dq  9q
Wir berechnen:
d [0z 0%z 0%z
il il I e A R A
dt(aq) aq2q+8q8t @)
ox 82 82
(B)
Oq (9 0q8t

. d [0z O
dt\dq /) Oq
Weiterfithrung vom zweitem Term:

5o d N 6%’,1 8xa
T,02q = ; (dt <xa aqm> x 3qm>5qm
— Y MaFadTa = Zm@(xaf”) 89”“)5%

OQm a%n
—nga@aqm(z%) o (372) )

0 1 .,
Z(dta%‘aqm>T‘5qW T2 gmete

a

Zusammen mit 1. Term folgt:

d 0 0
=Y (@~ (Far— 70 )7 )

m

0@, unabhingig! = jeder der Klammer-Ausdriicke verschwindet getrennt. => 3d—d Differentialgleichungen
2. Ordnung = Problem prinzipiell gelost.
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5.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Jetzt zusitzlich p nichtholomome (differentielle) Zwinge.

azl,...,p:Zfﬁldqm—l—ff‘dt:O
m
f sind Funktionen der ¢y, t. Wir wollen mit Vektoren in R3N~4 arbeiten:

) d o 0
6 = {0m}, f* ={f3}. P={Qu — (dtaqm B %)T}

Bedingung fiir virtuelle Verriickung:

> f20gm =0 <= [*6G=0

Sei span{ }:O‘} der von dem }:O‘ aufgespannte lineare Unterraum von RN 9, Sei span{ fo‘} 1 das orthogonale
Komplement. = Zwinge 0§ € span{ f*} . D’Alembert besagt nun: pd g = 0. Aquivalent: p € {5},

— p{span{ fo}1}1 = span{ fo}

= JA\%(t), sodass

foréLQm‘f‘fta:O

Sie haben: (3N — d) + p Differentialgleichungen fiir die (3N — d) + p Funktionen ¢, und A* = Problem
prinzipiell gelost.

5.5 Lagrange-Multiplikatoren und Zwangskrifte

Aus unserer Herleitung von D’Alembert folgt als technisches Zwischenergebnis:

d 0 0 ~ 04

— —— |T = Mg Tq——

<dt 9Gm  Oqm ) ; e IGm,

Ersetze: my, %a = ﬁ’ZOt = ﬁ’a + F’; Definiere
» 0%, - . 0%,
= F,—,0Q¢5 = Fe

Qm ; a aqm 9 Qm ; a 8qm
Schreibe rechte Seite von der Gleichung in () s um. Setze in ,Lagrange-1“ ein. Finde:

QG =Y Xfn

«

— Lagrange-Multiplikatoren bestimmen Zwangskrifte.
Schlusskommentar: Einfacherer Spezialfall: keine holonomen Zwinge. =—> Lagrange-1 direkt in kartesischen
Koordinaten formulierbar.

Fo = Munii + > _ A fn =0

3N
> fodm A+ f =0
m=1

m=1,...,3N,m1 = mo = ms, etc
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5.6 Lagrange-Gleichungen 2. Art

Betrachte System wie in 5.4 mit verallgemeinerten Koordinaten ¢, und ohne nichtholonome Zwinge. Seien
die duReren Krifte konservativ: F'y = —V,V(Z1,..., Z§) V,: Gradient beziiglich 7,

— Qm=ZFG§Z:_Z<§av>M: oV

Dam ~ Pam
d 0 0
—@m%wﬂv

D’Alembert sagt:

dt 9¢m  Oqm
d o0 0
‘a4, ~ 9g," "7
d 0 0
(aaqu aqim)(L)—O

= ,Herleitung” von ,Lagrange-2“ aus Newton, ,glatt gefiihrte Systeme®, konservative Krifte.

5.7 Lagrange-Multiplikatoren - allgemeine Sicht
Hohenfunktion f(x,y) im Gebirge. Gipfel:

of
o "
of
@_0

Andere Frage: Hochster Punkt auf einem Weg. Weg: gegeben durch g(x, y) = 0. Kénnen (im Allgemeinen) nicht
Gipfel und Weg Bedingung gleichzeitig 16sen! Allgemeine Methode:

0
2 (f+g) =0
0
@(f +Ag9) =0
0
9(z,y) =0{ = 2 (f+Ag) =0
= {20, Yo, Ao }. Diese Losung liefert die Funktion (f + Aog), deren auf dem Weg Extremum liegt. Auf dem

Weg ist aber g = 0. Damit liegt aber auch das Extremum von f (auf dem Weg) bei xg, yo. Zunichst zu Lagrange
1: Betrachte eine nichtholonome Zwangsbedingung: fdg = 0. (f; = 0). Naiv:

d 0o 0
P={Qm—(va— 7 |7} =
P {Q <dt6Qm an> } 0

zusammen mit ? . Zj = 0. Das ist aber unméglich, weil zu viele Differentialgleichungen. In der Tat wir wollen
nur pdy = 0. Losung: Fordere p+ A fs =0und f¢ = 0.
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Noch allgemeiner Anwendung der Lagrange-Multiplikatoren: Seien F'[f], G[f] Funktionale. Wir wollen F’
extremalisieren mit der Nebenbedingung G = 0. Losung: Extremalisieren F'[f] + AG|[f] beziiglich f und
A. Konkrete Anwendung: Sei L Lagrange Funktion und f = O sei zusitzlich holomoner Zwang. =—> Wir
miissen jetzt nur Extremalisierungs (Variationsproblem)

5/dt 1) + ADF@)] =0

beziiglich Z(t), \(¢) 16sen.

6 Hamilton-Formalismus

Motivation:
+ nur 1. Ordnung Differentialgleichungen
+ 3 Umkehrung von Noether

+ Grundlegend fiir Quantenmachanik (fiir kanonische Quantisierung)

6.1 Legendre-Transformation

Gegeben: f : R — R,z — f(x). Wollen ,Information” in f anders darstellen, zum Beispiel durch Funktion
vonu = f’(x). Man konnte zum Beispiel # = x(u) definieren durch Auflésen von u = f’(z). Dann kénnte
man f = f(xz(u)) als transformierte Funktion auffassen. Das ist nur ,fast” richtig. Mathematisch natiirlicher
ist

g9(u) = x(u) - u— f(x(u))

Definition 6.1 (Legendre-Transformation) Die Legendre-Transformation zu einer Funktion z — f(x) ist
die Funktion u — ¢(u) mit

9(u) = 2u— f(2)

wobei  durch u = f’(z) definiert ist. Wir wollen fordern, dass f”(z) # 0 damit u = f’(z) aufldsbar in x.

Fakten:

9 (0) = oy~ fa) = - = alu) +uT D ) DY < 4

« Wenn g die Legendre-Transformation zu f ist, dann sind f’, ¢’ zueinander inverse Funktionen, denn:
F1(d'(w) = f'(z(u) = u

Leg

« Leg(Leg(f)) = f (Legendre-Transformation ist eine Involution), denn: f Leg, g —> h,h(z) =
)-

uz — g(u), z = ¢'(u). Wegen ¢'(u) = z gilt 2 = x. Weiterhin:
hz) = uz — (2u — f(2)) = f(z) = f(2)

Verallgemeinerung auf mehrere Variablen: f : R" — R, Z — f(#) Legendre-Transformation: g : R" —
R, i — g(1)
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Definition 6.2 (Legendre-Transformation mehrerer Variablen)

g(@) = (1)1 — f(Z), &= Vf(Z)

Nebenbedingung:
f"#0 = det O°f #0
OxtdxI
Beispiel 6.3
fla) =2?
fl(x)=2x=u
U
r=—
2
u? u\2  u?
s =au—r=5-(3) =
Beispiel 6.4
flz) = e
fle)=e =
x=Inu
gu) =zu— f=ulnu — ™" = y(lnu — 1)

6.2 Hamilton - Funkion

Gegeben L = L(q, ¢,t). Die Hamilton - Funktion H (g, p,t) ist die Legendre-Transformation zu L in der

Variablen ¢. Also:

mit ¢ = ¢(q, p, t) gegeben durch:

_ 0L(g,4,1)

P=—"5:
q

,Der zu g kanonische Impuls*

Beispiel 6.5 (Eindimensional)

L— %f(q)q’Q —V(q),p = f(9)d
2

gepgp P L ()<p>2+v()—1p+V()—T+V
P 2@ MV VRS

Beispiel 6.6 (Mehrdimensional)

L:L(qla"'vquvqla"'7(jn7t)
Vollig analog folgt

n
H = H(qla'-',qn,pla"'apn) = sz(:h - L
=1

q.i = q.i(q1>-"7QTL7pla" . 7pn7t)
_ 8L(Q17~--7Qn7(317~--7(3n7t)
pi = :
9gi
L=T-V
H=T+V
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6.3 Hamilton-Gleichungen und Phasenraum

Eigenschaften der Legendre-Transformation: 0H /0p = ¢. AuRerdem:

OH 0
94 aq{pq(q,p,t) (¢,4(q,p,t),t)}
0 9L 9LdG 9L  dIL

Poq " 9q 930¢~ 0q ~ dtog ?

Vollig analoge Rechnung:
= Hamilton-Gleichung

._8H
qi_(‘)pi
. oH
pi__aqi

Vergleich:

1. Lagrange - {¢; }- Lage im Konfigurationsraum, {¢; }- momentane Geschwindigkeiten = Zustand des
Systems Bewegung: Differentialgleichungen 2. Ordnung

2. Hamilton-{&,} = {¢i,pi}- Lageim Phasenraum = Zustand des Systems Bewegung: Differentialgleichungen
1. Ordnung (2n Stiick): &, = fo (&1, -+, &an)

Zur Intuition:

»?
H=—+V
5 T V(@)
Hamilton-Gleichungen:
. _OH _p o OH _ OV
= op m’ dqg g
Check: Leite 1. Gleichung ab: .
. P
j=—
m
Setze in 2. Gleichung ein:
. ov
mg =

3
Veranschaulichung im Phasenraum: Betrachte Energieerhaltung;:

P
o + V(q) = E = const.

= p==V2m(E -V(q)) =plq)

= 'Trajektiorie im Phasenraum. Allgemein: —%—ZI und %—Ig definieren an jedem Punkt des Phasenraumes

einen Vektor (— TP1, 2.2/2.3)

7 Poisson-Klammern

7.1 Definition und erste Anwendungen

Sei der Phasenraum eines Hamiltonschen Systems durch {¢; }, {p;},7 = 1, ..., n parametrisiert. Seien F'(g, p, t)
und G(q, p, t) zwei beliebige Observable (Funktionen auf dem Phasenraum). Dann heifit

 [OFOG OF G
oy = Z(% pi 8171'8%‘)

%
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heif3t Poisson-Klammer von F' und GG (wieder Observable). Erste Anwendung;:

. d BF
F=—F=
a e T Qz + Z
_oF Z(@F@H&F@H)
ot dq; Op;  Op; 0g;
_OF
F H
=5 T H}
= Zeitliche Entwicklung einer Observablen ist durch Poisson-Klammer mit /I bestimmet. Insbesondere
e
H=— ot +{H,H}={H,H}=0

Allgemeiner: Falls eine Observable F' nicht explizit von ¢ abhidngt:
F bleibt erhalten <= {F,H} =0
Betrachte speziell die Observablen {¢; } und {p;}

. Op; OH  Op; OH OH
pz‘:{PuH}:Z( )_ 04,
j (2

dq; Op;  Op; Iq;

_ OH
B Op;

¢ ={q:, H} =
Man nennt {¢; }, {p; } zueinander kanonisch konjugiert
— {ai, i} = 0,{pi,pj} = 0,{ai, pj} = 0

Nachrechnen:

0qi, Opr,  Opy, Oqy

= Z 0ik0jk = Oij
%

0q; Op;  Oq; Op;
{qi,pj}=Z< =L — ])
k

7.2 Die Poissonklammer als Lie-Algebra Operation

V Vektroraum, [-, -] eine bindre Operation (also Abbildung V' x V' — V, (v, w) — [v, w]). Der Tupel (V, [, ])
ist eine Lie-Algebra falls:

1. [v,w] = —[w,v] (Antisymmetrie)
2. [ow + fw,u] = alv,u] + plw, u] (Linearitit)
3. [u, [v,w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0 (Jacobi-Identitit)

Beispiel 7.1 1. kleine Drehungen

2. Raum der n X n Matrizen wird mit
[,]: A,B+— [A,B] = AB — BA
zur Lie-Algebra

Fiir uns entscheidend: Die Poisson-Klammer macht den Raum der Observablen zur Lie-Algebra.
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7.3 Poisson-Klammern und Vektorfelder

_on o

Man kann die Bewegung auf Phasenraum mit Anderung von Observablen verbinden: F' = F(¢),& = {q,p}

dF _ @g = ﬁ@j = Vl(g)ai
dt o9& dt  dt 9& &

Mit solcher Bewegung ist immer auf natiirliche Weise ein Differentialoperator verbunden:

dF 0
dt—(vga&F:DF)

Zuriick zum speziellen Fall der Hamilton Dynamik:

dF (aH 9 8H8> _ por

— = —{H,F}=— _
dt L.y 9qi Opi  Opi Og;
H induziert Bewegung auf Phasenraum — Vektorfeld — Differentialoperator. H ist nur eine der vielen Observablen.

Wir kénne auch jede andere Observalbe nehmen und analog Vektorfeld / Bewegung / Differentialoperator
definieren. H induziert

dF

& _pyF={FH
G = G(q,p) induziert:

dF

& . _peF={F

dt G { ’G}

Entscheidende Beobachtung (ohne Beweis): Das obige induziert einen Isomorphismus von Lie-Algebren

Observable <+— Differentialoperator
{~} <= [Dp,Dg]=DrDc — DcDp
Kommutator

Beachte [Dp, D] # 0 weil Ableitung in D auf Koeffizientenfunktionen von D¢ wirken (und umgekehrt).
Beachte: Es entsteht nur Differentialoperator 1. Ordnung weil: [0/0z, 0/0y| = 0, etc.

Beispiel 7.2 (unphysikalisch):
Di=—,Dy=z—
L= T,
DiDsf = Dy(zf') = f' +xf"
DyDy f = Do(f') = f”
(D1D2 = DoDy) f = f' +af" —af" = f' = Dif
— [Dl, DQ] = D1

Erhaltungsgroflen sind Observablen, welche unter der durch H induzierten Bewegung invariant sind: das
heift Dy F' = 0,{ H, F'} = 0. Die zugehrge Symmetrie ist die durch D induzierte Bewegung (,Umkehrung
von Noether®)
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7.4 Die Drehimpuls Lie-Algebra in die Hamilton-Mechanik

Aus TP1:
R(f) =1+¢&T; (Tz)]k = Eijk

Schon erwihint: 7;- Basis von SO(3) = Lie(SO(3)) Kommutator macht SO(3) zur Lie-Algebra:

1 1 1
[in iTj} = Eijk <2Tk>

Noether-Theorem ordnet den durch die 7; generierten Symmetrien Erhaltungsgrohen zu, und zwar die Drehimpulskomponent:

L; = €ijrxjpk (qi
Man priift mit der Definiton der Poisson-Klammer leicht nach, dass
{Li, L;} = eijiLy

Die L; generieren auf Phasenraum die Bewegung die den zu 7; gehdrenden Symmetrien entspricht.

7.5 Satz von Liouville

Schreibe: .
§(t) ={ar(®), .- qn(t),p1(t), ..., pu(t)}

Die sei Trajektorie im Phasenraum. Die entsprechenden Geschwindigkeiten seien:

w(t):df(t)i OH  0H 0H  0H
Codt C9p T Ope 04T Oan

Berechne:

- i(@wl + (‘9wn+i> o " (021‘[ _ 32H)
dq;  Opi —\9qipi  Oqipi

Wenn div & = 0 fiir Geschwindigkeitsfeld dann spricht man von inkompressibler Stromung. In der Tat:

Gaull —
/wd? =0
0

= pro Zeiteinheit stromnt aus dem Volumen, das von O umgeben ist, gleichviel hinein wie hinaus. Anschaulich
folgt damit:

Satz 7.3 (Satz von Liouville) Die Grofie von Teilvolumina des Phasenraums dndert sich bei der durch H definierten
Stromung nicht.

Genauere Begriindung: Wihle zwei Volumina V, V"
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8 Hamilton-Machanik in Differentialformen

8.1 Tangential- und Cotangentialraum

Sei M ein d-dimensionaler Raum, zum Beispiel fiir d = 2 ein Sphire. Solch ein Raum ist ,real“ unabhingig von
den Koordianten.

Beispiel 8.1 (Ebene) Koordiantenwechsel wird durch wohlbekannte Ausdriicke fir 2! = 2! (r, ), 22 = 22(r, )

beschrieben. Auch Vektorfeld auf M ist real unabhinigig von den Koordianten: Zum Beispiel sieht man dies, weil
Vektorfeld «— Differentialoperator,aber D : f+— D f

koodinatenunabhngig

Vektorfelder sind ebenso real (,koordinatenunabingig®).
In gewissen Koordinaten z* : H = v*(x) %E,-
o't

— J — )
d=v J v < J > 5

p
V't = O Z v
oxJ
Diese Vektoren an ¢ € M bilden ,Tangentialraum® (Vektorraum!) 7; M. In obiger Diskussion sei zum Beispiel

Dy der absolite Vektor in T, M und {v, ..., v"} beziehungsweise {v'!,... v} seien die Komponenten in
x" beziehungsweise 2", Basis (immer noch bei ¢ € M):

In andere Koordinaten 2% : D = v'#(z')
Umrechnung:

Koeffizientenvergleich liefert:

aiEf

‘/EZ

Zu V gibt es Dualraum V*. (Raum der linearen Funktionale. Hier heift dieser Cotangentialraum (7, M)™ auf
V). Definiere duale Basis da”
) ,
dz* ( 8mi> =4;

Wegen Linearitit ist allgemeines Element von 7 : widat € 1y

xT

w(v) = wdz’ (vjaaj> = wivjéé = wiv*

8.2 Vektorfelder und 1-Formen

All dies geht auch gleichzeitig an allen Punkten ¢ € M: Vektorfeld ist Abbildung ¢ — v(q) € T, M. (eigentlich
nur Satz von Funktionen v’ (x)). Analog: 1-Form ist Abbildung: ¢ — w(q) € (T,;M)" (Funktionen w;(x)).

Beispiel 8.2 Zu jeder Funktion f gehort eine 1-Form w = d f, definiert durch:

_ i 0 i OF
df(v)_vaxl(f)_val‘l_DUf

In Komponenten:

_[(of ; . . _of
df = (aﬂ)dx beziehungsweise (df), = e
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8.3 Hohere p-Formen

Betrachte Tensorprodukte: 77 ® F/ mit Basis
{de' ® d2’} = {do' @ dot,da’ @ da?,.. .}

auffassbar als Raum der bilinearen Funktionale auf 7;:
, (8 9N _ .0 ) -

W) = wyda' @ da?,  w?(q) € (T;)2

Allgemeineres Element:
w? ist eine Rang-2 Tensorfeld. Allgemeiner: Wi kénnen ebeso das p-fache Tensorprodukt von (T,M)" mit sich
betrachten. = Tensoren und Tensorfelder vom Rnag p:
&
wxp(q) € (Ty M) P

Besonders wichtig: total antisymmetrische Tensoren: Diese sind definiert dadurch, dass w;;.. x; sei Vorzeichen
o . . . A
wechselt, wann man zwei beliebige, benachbarte Indizes vertauscht. Antisymmetrisch = wP(q) € (T(;k ) P c

(T; ) “p , A symbolisiert Antisymmetrie = ,antisymmetrische Unterraum von (T; ) “P« Diese antisymmetrische
Tensorfelder (Tensorfelder mit Werten in (T(;K )/\p ) heilen p-Formen. Wir wollen den Fall p = 2 explizit
machen:

w?(r) = wij(r)dr’ ® da’

. . . A . . «
mit w;; = —wj;. Die Basiselemente von (T; ) P schreibt man mit ~Wedge*:

(da:i @de! —dr? @ dxi)

N

1 . .
wi(z) = QWi (x)da' Ada? = wij(x)
Noch konkreter: p = d = 2
Beispiel 8.3
1 4 . 11 . . . .
w? = §5ijdxl Adx! = gijﬁﬁ(dxl ®dx! —da! ® dxj) = dz! @ d2? — d2? @ dat

fiir p = d immer!, aber zum Beispiel p = 2 in d = 1 geht nicht! (weil dz! Adz! = 0).
Aber: p < d ist natiirlich méglich. zum Beispiel:

1 A A
w? = §wijdxl/\dx],i,j e{l,...,d}

Nebenbewerkung: Aufere Ableitung d:
d:wP s WPt

d(wil,__ipdxil A da:ip) = (aamiwil.,.ip)dxidx“ A ... Adzt
Wichtiges Beispiel:
atf) =df = (2L )az
7 T\ o

Funktion = ,0-Form® Fakt: d2 = d ® d = 0
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8.4 Formulierung der Hamilton-Mechanik in Formen

Ein Phasenraum ist ein 2n dimensionaler Raum d = 2n mit einer nicht-degenerierten, geschlossenen 2-Form
5 N o o -
w :W:Wij(f)dgz/\dgj £ {ap}

welche man symplektische Struktur nennt. Nicht-degeneriert heif3t: w;; als Matrix invertierbar. Geschlossen
heifst: dw = 0. Eine Hamilton-Funktion ist eine Funktion auf dem Phasenraum

H:H(E) :H<51,...,§d)

Hamilton-Gleichungen:

w(é):dH g’:%

Erklarung: f = Vektor = {él, . ,éd} w(f) = w(-,é) Dies ist eine 1-Form — w({) = dH ist also

Aquivalenz von 1-Formen-Gleichungen!

0
g

§=¢
Jetzt wihlen wir auf M Koordianten g, p®, sodass
w=dpa ANd¢* (a=1,...,n)

(Dass dies geht, ist ein nichttrivialer Fakt). Da &' = {q¢',...,¢",p1,...,pn} gilt

0 -1
Y= \1 o

RIRT =1 <= R € SO(n),SwST = w <= S € Sp(2n). Auswertung der abstrakten Hamilton-
Gleichung in unseren speziellen Koordinaten:

o0 0 .0 o s o
dps A dg° (-,q o +paa> = ¢“dpa — Padq
OH OH

= —dg® + —dp,
0q 1 +8pa P

Koeffizientenvergleich:

on . om
8pa7pa— 8qa

Fortgeschrittener Kommentar: Betrachte die zu w;; inverse Matrix:

e}

q =

ij,, s
wwjp = 0y,

w' definiert eine antisymmetrische Bilinearform w auf T Damit gilt: {F, G} = w(dF,dG). Nachrechnen
des Vergleichs mit alternativer Definition:

w(dF,dG) = w;j(dF)(dG)’ = 55<

«

OF 0G oG OF
i Al SR vC Y )
9q° Opo  0¢° 8pa> oulFr G

Abstrakte Hamilton-Gleichung in Koordinaten & ausschreiben:

OH _, éi_wz’jaﬂ
¢t 0

= Man sieht explizit, wie H das Vektorfeld &’ definiert. Das geht mit jeder Observablen und wir nennen den
entsprechenden Vektor (Vektorfeld) V (F), V(G), etc.

= {16} =w(V(F),V(G))

wij€" =
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8.5 Integration von Differentialformen

Behauptung: p-Form kann iiber p-dimensionale Hyperfliche C), integriert werden:

/ wP = Zahl
Cp

Man zerlege dazu die Fliche in kleine Parallelepipede. Definiere

/prP:hm Z wP(vi,...,vp)

Parallelepide

Wichtig: Obige Definition ist Koodinatenunabhingig. Trotzdem: Praktisch rechnen wir meist in Koordinaten:
d=p=z

= /w = lime(vl,vg) = limelgAxle2 = /dxldewlg

In anderen Koordinaten:
/w = /dx’ldmIQw'lQ

; B Ozt Oxir o
11..0p a(L”il s 8$lip w]l--.]p

(wie beim Vektor, nur x <+ x'). Einschriankung: p = d (,Top-Form®). Dies ist stets

Zum Priifen der Gleichheit:
Fakt:

w

w=¢ef(z)
oz’

1 1 1 1
/dx' ...dm’f’(w' ,...,x’”) = /dx' ...dm’”det<ax,j>f(w (1"), e ,:U”(x'))
Verallgemeinerter Satz von Stokes:
/ dw = / w
C oC

9 Kanonische Transformationen, Integrabilitit, Chaos

Lagrange-Mechanik ist invariant unter Punkttransformationen
4= Qo) Lia.4,t) = L'(Q.Q:t)

(Reparametrisierung des Konfigurationsraums). L’ ist definiert durch L’ <Q(q), Q(q), t) L L(q,q¢,t). Man

priift leicht nach:
doL oL 0 doL oL

- = :> —_—— — =
dt ¢  0q dt o  0Q
(obiger ist aus so klar, seil sich S nicht dndert.).

Betrachte analoges Problem in Hamilton-Machanik:

q,p — Q(q,p), P(q,p)
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Diirfen wir bei so einem Koordinaten-Wechsel auf Phasenraum ,Einteilung” in verallgemeinerte Koordinaten
und Impulse verletzen? Einfache Antwort: £ — £’(&) stets OK, falls wir in w und H denken. Etwas kompliziertere
(und interessantere) Antwort: Wenn wir fordern, dass sich die Form der (gewdhnlichen) Hamilton-Gleichung
nicht dndert, fithrt dies auf kanonische Transformationen Es wird reichen, zu fordern, dass

!
w = dpa A dg® = dPa(g,p) AdQ*(q,p)

Explizit benutzen wir eine erzeugende Funktion F}(q, P). Wir definieren

b g apP
Auflssen = Q = Q(q,p), P = P(q,p). Es gilt
0Fy 0Fy
dFy; = —2dq+ —=dP
2= g ‘1" op
= pdq + QdP

0 =dpAdg+ pd®q+dQ AdP + Qd*P
0=dpAdg—dP AdQ
dpa A dg® = dPAFQYY

In der Tat, die so definierte Transformation ist kanonisch. Analog: Fi(q, @), F5(p, Q), Fi(p, P). Die Identitit
(»Triviale Transformation) wird durch Fz (¢, P) = ¢® P, generiert. v/
Demnach, kleine kanonische Transformationen generiert durch

Fz(q,P) = qP +¢G(q, P)

oG
— p:P—i-Ea—q(q,P)

oG
= —_— P

In fithrender Ordnung in €:

oG
P=P+e-—(q0p)

dq
Q=q+s(£(q,p)
— Ap:P—p:—EW:€<?£gj—gZaa§> =e{p, G}
Aq:Q—qzegjz-‘:s{%G}

= Fy = qP + <G generiert die Transformation die der durch G(g, p) mittels Poisson-Klammer erzeugten
Bewegung auf dem Phasenraum entspricht.

9.1 Integrabilitit

Definition 9.1 (Integrabilitiat) Ein System mit n Freiheitsgraden heiflt integrabel, wenn es n unabhingige
Erhaltungsgréhen fo(a =1,...,n) gibt, sodass { fo, f3} = 0 ,unabhingig" df, an jedem Punkt £ € M
linear unabhingig in Tg M.
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Bedeutung des Begriffs: Fiir solche Systeme kann man kanonische Transformationen finden, sodass P, =
fa,a=1,... n.(Wir sehen, dass die Bedingung { f, f3} = 0 in der Tat notwendig war, denn { P, P3} = 0
und kanonische Transformationen respektiren Poisson-Klammer) Da nach der Transformation alle Impulse
konstant sind, sind alle ()’s zyklisch:

. OH
Pa = — =
Q> 0
_0H(Q,P) O0H(P)
= Q. = oP. = oP. = const.
o_ pa OH(P)
— Q — QO + t 8Pa

Beispiel 9.2 1. Die eindimensionale Bewegung: n = 1 1 Erhaltungsgrofie: H

2. Das Zweikorper-Problem: n = 6, 6 Erhaltungsgroflen: H, ]3, Lz, 12

Zeige, dass { fo, f3}p,gy = O hinreichend ist. (Nur Idee). Definiere P, = f,(g,p). Lose auf nach den p, ’s
= Pa = Pa(q, P). Betrachte Phasenraum als , Schichtung®: In jeder Schicht (und damit global) definiere:

{a*}

Fz(q, P) =/ dq”ps(d’, P)
{46}

1. Zeige Wegunabhingigkeit mit Stokes (nicht hier)

2. Wollen priifen:
0Fy |

oq>

Pa =
Dazu: wihle letztes Wegstiick parallel zu ¢*-Achse

a [
:aqa/ /Z:dq’apa(qll,...,q'a,..-,q'”,P):pa

OFy
dq“

Definiere QQ, = 8 7~ - Damit ist klar, dass unsere [z die Bedingungen erfiillt. — Theorem von Lioville / Arnold.
(Auch: falls >’s kompakt sind und zusammenhingend, so sind sie Tori, X2 ~ T™ ~ (S 1) )

9.2 Chaos

Bewegung eines kleinen Bereichs im Phasenraum. Bei kleinen Radien: Volumen ~ 2" Halbachsen a;.
2n
an 2

_ 2n
V(0) = " = V(t) = Haz

Schnellstes mogliches Wachtum einer Halbachse ist exponentiell: (weil 1. Ordnung Differentialgleichung)
a; = ity

Die \; heifn Lyapunov-Eponenten:

A; = lim lim 11n<“i(t>>

t—oor—0 t r
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Wegen Liouville:
2n 2n
H(e”%) S — Z Ai=0
i=1 i=1

Fiir integrable Systeme: P’s konstant, (J’s linear
= (), = tconst., + Qg

— Fiir Lyapunov-Exponenten
1 t—o0

?ln(t) — 0 = A\ =0Vi
Chaotische Systeme: \; > 0 fiir wenigstens ein ¢
Problim: Einfache Beispiele in n = 1 unmoglich! Stattdessen: ,kiinstliches” Beispiel der Backer Transformation
— Teig kneten ( = Blitterteig ...) Betrachte zwei Punkte im Teig. Sei r Abstand bei ¢ = 0, Periode sei 7.
Abstand nach IV Perioden:
ap = 2Nr =2ty

Also

t—o00 r—0 r t—o00

1. (27 1
A1 = lim limtln< T) = lim ;ant/T

1 1
=lim —In2=-1n2 >0/

— chaotisch.

10 Schwingungen / Kontinuum

10.1 Kleine Schwingungen allgemeiner Systeme

10.1.1 Ein Freiheitsgrad

L= f@d - V()

Sei qo eine Ruhelage, V' (qo) = 0. Definiere ¢: ¢ = qo + ¢. Umbennung: § — q.

1 i
L=2f(q+ 9)d* — V(go + q)
1 1 .
= 5f(20)d* = V(a) - §V”(QO)q2 +0(¢*) +¢°0(q)
Ll 1o, 2
= L= 54 2V (q0)q

— harmonischer Oszillator mit

vollig unabhingig von Details des Systems!
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10.1.2 Viele Freiheisgrade

L= %fz‘j(qmdj -V(g),a={q1,- -, qn}

Ruhelage:

_ (0 0y WV
qgo =141 5--54p 7 1>
0 { 1 } 8%

(q0) = OVi

Variablenwechsel: ¢ — q¢ + ¢

1 ..
L= §fij(QO +q)¢id; — V(go + q)

Taylor:
1 . 1
= §fij(QO)qZ'QJ - 5%;’(6]0)%'%'
9V
xtad

(f und V' sind konstante Matrizen). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist f;; symmetrisch (Weglassen der
antisymmetrischen Teils)

3R € SO(n) : RfR™ ! diagonal : RfR™! = diag(ay, ..., ay)

(a; > 0 damit T stets positiv.) Definiere ,gestrichene Variablen:

= (RT)ij(é
1 ./ T ./ 1 / T 7
L= quRijfjk (R ) lql - *qiRijijRleIl
== Za, i)’ qZMUq], M = RVRT
Neue Variablen:
qZ - qZ /f
e gilit g Sl
‘v—/
=K;j

3R € SO(n), RKRT = diag(k, ..., ky). Definiere
— (RT)q///
1 T DT -1 1 mT o T 1
— L:§q RR" ¢ — 54 RKR"q
— L= (5 - Sk
—\2" 2 o

fallen von den k; einige weg — instabile Ruhelage, sonst: 7 harmonische Oszillationen
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10.2 Lineare Kette

Betrachte Kette von verbundenen Federn
L= Z *qz Z (gi+1 — @)

Angenihert ¢(x) mit ¢; = q(z;):
/ Qi+1 — 4
€Tr,) = ——
¢ (@) Ax

m . k
L= Tiw)’ - Sd (@) A0’
B m o9 mAzx \2
- ;Aw <2qu(:rz) 5 q (z;) >

Limes: Az — 0: m — 0,k — 00 sodass

m
p = — = const., b = kAx = const.
x

. 8-2_9 2 o
—/dm<2q 54 ) q=q(t )
— S=— / AtL = / dtdzl = / dtdx<p 2 b ’2>

= unsere erste (2-dimensionale) Feldtheorie, £ heiflt Lagrange-Dichte. Bewegungsgleichung:

b

oéas;/dtdx@é('Q) 0 ))

= /ddx(ptjéq’ —bq'0q") /dtdx pi —bq") +

Randterme =0

54 beliebig, §S = 0

— §—-c%"=0 (Wellengleichnug, Partielle Differentialgleichung)
c=b/p (Geschwindigkeit)

10.3 Schwingende Saite

Nicht longitudinal, sondern transversal = analoge Wellengleichnug

10.4 Ideale Hydrodynamik (Fluiddynamics)

Ausgangspunkt: Gedachte Fliissigkeitszellen.
Wichtig: Arbeiten mit Feldern: (U(Z, t), p(Z,t), p(Z,t),...)
Newton:

dv -
M

dt
fiir jede Zelle. d/dt = ,Matrialableitung’, also:

d 0 dzt 9

0
ot @or ot

+ 3.V
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Kraft auf Zelle:

oS!
Il
a5
IS
_|_
ST
=

Analog mit és, és:

Zelle klein:

Ot /. =\ Fu =
:>,0—|—(U-V)v>: — Vp
( ot Vzelie
Definition 10.1 ;fu = ]3u / Velie- »Auere Kraftdichte” = Eulergleichung:

:gf+(ﬁﬁ)az—w

AuBerdem: Kontinuititsgleichung. Dazu: Massenstrom = p - ¥ = 3 (Physikalische Intuition: 3 . df = Masse /
Zeit (durch die Flache d f)) Betrachte festes gedachtes Volumen O.

/Odf.jz/v(ﬁj)dv
L (3)

entsprechen. Im Limes beliebig kleiner V' folgt: Kontinuititsgleichung

Dies muss der Massenabnahme

dp =

— + V(p?) =0

5 T V(r?)
AuRerdem: Zustansgleichnug p = p(p) (zum Beispiel p ~ p¥). = Eulergleichung + Kontinuititsgleichng
+ Zustandsgleichung = 5 Partielle Differentialgleichungen. Da wir fiinf Funktionen bestimmen (¥, p, p) ist alles
prinzipiell gelost. Einfach Anwendung: Bernoulli-Gleichung. Inkompressibel (p = const.), stationir (0U/0t =

0)

—

= (6-@)6:—?+}:

f = — VV (konstante Kraft)

(T- V)T + @(‘ZH/) =0
d = (D
dt 0

V - V = d/dt wegen stationar

d /1
— <2 724 p + V> =0 (Bernoulli)
p
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10.5 Potentialstromungen

Wirbelfreiheit: V x T = 0. Falls Wirbelfrei = wirbelfrei fiir immer, folgt aus Kelvin’s Theorem:

j{ Ud 3 = const.
C

(falls F const, p = p(p)) = 3 Geschwindigkeitspotential ¢, sodass
U= @go

(weiter mit Inkompressibilitit)

0p 4 . -
8—§+V(pﬁ):o — Vi=0 = VVp=0= Ap=0
Laplace-Gleichung. Noch besser: d = 2. Definiere zur Geschwindigkeit duales Feld 4 = —822]%]- Rechne:
= — 3d 2d 2d
(V X u)g = €§ij)8iu]' = Ez(’j )c%u] = _Ez(’j )éyaigvk

= 513821% = 6?_}’ =0

= wauch Wirbelfrei = 1, sodass ;;v; = —0v¢

vy = 01

vy = Ohyp

up = Otp

up = =01
Mitl,2 — zy

Opp = Oytp

aySD = =09

== Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen <= Existenz einer holomorphen Funktion

w=W(z)

z=x+ 1y
= ¢ = Rw(z)

b = Su(2)

11 Statistische Machanik: Kinetik

Wir stellen die peranente ungordnete Bewegung der Teilchen (eines Gases) in den Vordergrund unserer Betrachtungen.

11.1 Verteilungsfunktion im Phasenraum

Betrachte grofle Zahl (zunéchst nicht wechselwirkender) Teilchen, eingesperrt im Volumen V. Gréfenordnung:
Avogadro-Konstante: N ~ 1023, Betrachte nun Teilvolumen Ag? - Ap? im Phasenraum. Darin seinen AN
Teilchen. Es gilt immernoch AN > 1. = definiere Verteilungsfunktion:

AN

s
f(4, p,t) A A AR
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Beachte: Der Limes ist nicht mathematisch, Ag?, Ap? miissen grof genug bleiben, sodass AN >> 1, beziehungweise
wir betrachten nur Systeme fiir die NV grofy genug ist, sodass dieser Kompromiss moglich ist. Die Verteilungsfunktion
ist anschaulich also die ,Teilchen-Dichte” im Phasenraum. Offensichtlich

N—/d?’a/ &E5- £(7,5.1)
\% R3

’I’L((_j,t) = R d3ﬁ f((_ja ]_jvt)

Auflerdem ist

die Teilchendichte am Ort q.

Uns interessiert die zeitliche Entwicklung von f. Jedes Teilchen unterliegt der Hamilton-Dynamik = Satz
von Liouville. = Grofe der Teilvolumina dndert sich bei Stromen nicht. = f dndert sich also auch nicht
(AN konstant nach Definition von Stromen)

df of - : - -
o= B ()i (6)
Hieristd f /d¢ die Ableitung entlang der Phasenraumtrajektorien, analog zur Matrialableitung der Hydrodynamik.
Kurz: Die Dynamik ist eine inkompressible Stomung im Phasenraum.

Mit Hamilton folgt:
o (e B (e 7
0=2+ (Vof) L4 (9pf) - P
ot (VoS m Vel
wobei F' die duRere Kraft ist, zum Beispiel P=-m g.

Entscheidender Schritt: zulassen von Stoflen zwischen den Teilchen. — es kommt vor, das ein Teilchen
auf dem Weg vom Phasenraumvolumen PV; nach PV, die (nicht wechselwirkende) Trajektroie verlisst, also
nie in PV5 ankommt = df/d¢ # 0 und somit

5 =(5) £ (0) P

Geben den drei TErmen auf der rechten Seite Namen, um physikalische Bedeutung widerzuspiegeln und schreiben

5~ (5 (50 e (1)
-4 | L + [ == + [ =
ot ot Diffusion ot duflere Kraft ot Collision

Die Ausdriicke sind entsprechend der vorigen Gleichung definiert. Dies ist in einer sehr allgemeinen Form die
Boltzmann-Gleichung

die obige Gleichung als

11.2 Bolzmann-Gleichung
Bei der eigentlichen Boltzmann-Gleichung ist er Kollisionsterm spezifiziert. Dazu zwei wichtige Annahmen:
» starke Verdiinnung ( = nur binire Stofle)

. Stofizahlansatz —> Anzahl der Teilchenpaare am Ort § (also Volumen im Ag?) mit Impulsen Py (im
Volumen Ap?) und P (im Volumen Ap?) ist proportional zu

Anschauung: Stofie harter Kugeln (Theo 1). Aber andere kurzreichweitige Wechselwirkungen sind auch zugelassen.
Jetzt betrachte ersten Beitrag zum Kollisionsterm: Ein Teilchen (mit Implus p = p1) stolt ein anderes Teilchen
(mit Impuls P2) und verschwindet dadurch aus unserem Volumen ABAp?’. Dies wird quantifiziert durch

d (a) Lo = 5 ) o~ = - — —, - = = 3
<d{) (4, Pr.t) = _/d3p2d3p’1d3p’27(p1,p2,p’pp’z) - (G, Br,t) - f(G, P2, t)
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In diesem Ausdruck wird tiber den Impuls p des Partners sowie {iber die Impulse p/1,2 der Endprodukte. Das
Minuszeichen steht fiir das Verschwinden. Die Funktion 7 spezifiziert, wei oft die Kollision von Teilchen mit
D1, P2 zu Teilchen mit Impulsen P, P fithrt. Dieser Ausdruck hingt von den Details der Dynamik ab, er
spezifiziert, was im Zentrum einer Kollision wirklich passiert. Man spricht hier von collision kernel oder
Integrationskern 7, der sich allerdings noch geringsfiigig von unserem 7 unterscheidet.

11.3 Die Delta-Funktion

Um diesen Unterschie zwischen 7 und 7 konkretisieren zu konnen, brauchen wir zumindest grobe Vorstellung
von der sogenannten J-Funktion: Sei dazu die Funktion . (z) als ein Rechteck von —¢ nach € mit der Hohe
1/(2¢). Diese ist speziell so gebaut, dass

/55(x)d:13 =1 limé.,Vor#0
e—0

Diese spezielle ,Kasteform“ haben wir zwecks einfacherer Rechnung gewihlt - sie ist unwesentlich. Wir hitten
zum Beispiel ebeso eine entsprechend normierte Gauflkurve wihlen kénnen. = eine (sehr grobe!) Definition
der § Funktion ist nun

d(x) = lim 6. (z)

e—0

mit einem der obigen d.. Etwas besser ist zu sagen, dass (x) durch die beiden Bedingungen

/5(m)da: =1 6(x)=0,Vz #0

definiert, wobei man nur Ausdriicke mit 0 (x) zulisst, die aufgrund dieser beiden Bedingungen eindeutig auswertbar
sind. Noch besser ist es sich § als Funktional vorzustellen,

o / F(2)6(x)dz = £(0)

wobei das Integral rechts nur eine bequeme Schreibweise ist - der eigentliche Gehalt ist die Zuordnung f —
f(x). Fir §(z — x0) erhilt man dann:

/f(:c)&(x —xo)dz = f(z0)

Weiterhin
§*(%) = 6(z') - 8(2?) - 6(2)

wenn wir zum Beispiel mit drei Variablen gleichzeitug arbeiten.

Bolzmann-Gleichung (Fortsetzung)

Jetzt konnen wir die beim elastischen Stof} stets geltende Energie- und Impulserhaltung durch
§'(Py— P) = 6(Ey — E;)6*(Br — i)

erzwingen, wobei
Pi=P1+ P2, PBy=D1+ Do

und =2 =2 =12 =12
_ P1 b2 o / P b2

E,=F Ey = — + = EFr=F Eo, = — + —=

! L+ B2 2m+2m’ I 1+ B 2m+2m



11 Statistische Machanik: Kinetik 47

wobei Indizes i/ f fiir ,initial“ und ,final“ stehen. Fiir , Teil a“ des Stohterms kann man nun schreiben

d (a) . . . . oL o o
<dftl> (G, Pr1,t) = —/d3p2d3p'1d3p’254(13f — P;) - 7(P1, P2, B, Bh) - f(d, Pr,t) f(T, P2, t)

Dabei haben wir von der sehr wichtigen Grofie, dem Integrationskern oder Collision kernel, den prozessunabhingigen
Energie- und Impulserhaltungs Constraint in Form der §%-Funktion abgetrennt.

Esistjetzt offesichtlich wie , Teil b“ aussieht, welcher die Streuung eines ,fremden” Teilchen in ,unser” Phasenraumvolumen
Ag® Ap? beschreibt:

d (b) e o o o
(S3) =+ [ BR3Py~ ) 15153 72) (3 )10 )

Die relevanten Wahrscheinlichkeiten sind jetzt durch die Phasenraum-Dichten bei Impulsen pf, pf, gegeben
und der dynamische Prozess ist schlicht die Streudynamik im Besonderen zeitumkehrinvariant ist, und zwar
sowohl klassisch als auch quantermechanisch:

T(I_j\/h ]_5/27 ]_517 ]_52) = T(ﬁla ]_527 1_5/17 ]_5/2)

Damit folgt

0 o a2l oL L oL oL oL oL
(af;) = /d3pzd3p’1d3p’2'54(Pf — P)7(P1, P2, P1. Po) (f (@, @1, 1) £ (@, Pho t) — (@, D1, t) f(G, Pas 1))
Collision

Eingesetzt in obige Formel fiir die Boltzmanngleichung liefert dies die allgemeine Formulierung. Man kann nun
(mit einiger rechnerischen Mithen aber ohne neue Ideen) den Integrationskern durch den Wirkungsquerschnitt
ausdriicken. Wir geben das Resultat ohne Beweis an,

ai = 35 D1 — O di 22 s
<at>collision_/d p2/dQ|vl U2|dQ(p1,p2,Q)(flf2 f1f2)

wobei d{2 die Integration iiber die Richtung der Streuprodukte im Schwerpunkssystem bezeichnet und wir
fiir die relevante Kombination der Verteilungsfunktionen eine hoffentlich selbsterklirende Kurzform gewahlt
haben. Mehr Details finden sich zum Beispiel in Fasano / Marmi. Die Boltzmann-Gleichung ist also

5~ (5 (50 s (1)
-4 _ | ZL 4+ == + [ ==
ot ot Diffusion ot duflere Kraft ot Collision

Mit obiger Formel fiir (0 f /0t)

Collision*

11.4 Die Maxwell-Bolzmann-Verteilung

Zur Vereinfachung sei nun die dufler Kraft Null, F = 0, und die Dichte im Konfigurationsraum homogen,
f(q, p,t) = f(P,t). Es folgt
Of(p1,t)

TR /;32,ﬁ’1,;3’2 5Py —P) -7 (fifs— fife)

Wir sehen, dass die Bedingung
fifa= fifs

hinreichend fiir das Vorliegen von Gleichgewicht (also Zeitunabhingigkeit von f) ist. Die Notwendigkeit
dieser Bedingung folgt aus Bolzmanns H- Theorem. Dazu definiert man das Funktional

HMz/éﬁﬂmMﬂm
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Wenn nun sich f zeitlich gemaf der ersten Gleichung entwickelt, so kann man zeigen, dass

dH
— <
dt =0
und sogar
dH
a =0 < fifs=fif

Herleitung, welche im wesentlichen nur aus algebraischen Manipulationen besteht findet sich zum Beispiel in
Fasano/Marmi, Huang. H ist eng mit der Entropie und das H -Theorem mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik
verbunden. Fiir uns impliziert es vor allem, dass die Bedingung f] f5 — f1f2 = 0 notwendig fiir das Vorliegen
von Gleichgewicht ist. Eine dquivalente Schreibweise der Gleichgewichtsbedingung ist

In f(P1) +In f(P2) = In f(P)) +1In f(P)

Dies hat die Form eines Erhaltungssatzes fiir 2 — 2-Prozesse (man denke zum Beispiel an F'1 4+ Fy = Ei + Eé).
Wenn wir also eine Erhaltungsgrohe x () kennen und f durch

In f(P) = const. - x(P)

definieren, erhalten wir stets eine Gleichgewichtsverteilung. Der allgemeine Ansatz fiir f ist also
I f(B) = xi(P)
7

wobei ; iiber alle Erhaltungsgrofen liuft. Mogliche Erhaltungsgrofen: 1, 3, E = p%/(2m)

=2

= 1Hf=a+bp1+cp2+dp3+62p—m

Dies kann man umschreiben zu

Man sieht: pg ist Mittelwert des Impulses.

11.5 Mittelwert

Messen eine GroRe F' mehrmals (/N Mal).
Definition 11.1

N N .
(F) = % S FG) = fovFiw
i=1 i=1

jetzt fiir Gas: MeRgroe: F' = F'(q, p), auBerdem: Verteilungsfunktion f (¢, p)
1 & 1
<F> = N iZ:F(qZ, pz) = N ;F(Qaa pa)f(Qa : pa)(Aq Ap )a

(Summe tiiber kleine Zellen o). Grenzwert kleiner Zellen:

P PPf(a HF
af(

(4, P)
J d3Bd3Gf(q, p)

) = 5 [ 5 FGD .

F, f unabhangig von §: J CBf(B)F(P)
E) =T 5105
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Maxwell-Bolzmann-Verteilung - Fortsetzung

Wihle Observablen {F}, Fy, F3} = P =5 Behauptung: (F ) = DPo. (Nachpriifen fiir erste Komponente
reicht)

fd3pc’e A(P—Po)”

(p1) =

1. d*p = dpidpadps
2. (B—Do)> = (p1 —po1)* + ...

Zur Vereinfachung: Boost ins Ruhesystem das Gases — Py = 0 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Betrachte
jetzt Observable

N Y
F = {— V= _——_
(P) 2m €<2m> 4Am
Definiere Temperatur 7"
1
2 ng

« k = kp- Konstante

« ny: Zahl der Freiheitsgrade

E(P)

— f(P) = Ce AP’ = e (F/Cm)/(D) = Ce= 57

aullerdem:
N:/&m%ﬂm:V/&M@)

=2 / P51 ()

N E®/GT)

= )= (277ka)3/2

11.6 Maxwell-Bolztmann-Verteilung mit konservativen dufleren Kriften
Wir lassen eine konservative duflere Kraft zu:
F(§) = —V,V(3)
Ansatz:
f(4,P) = fo(P)g(q)
£0 sei das eben graduierte f(P). Es gilt:

o B =
%:_%qul F. fo1+/54 f1f2 f1f2)

(Notation: f{tf (D), ¢1) = f(P), q))-Kollisions-Term bleibt mit unserem Ansatz Null. DAs liegt an der Stillschweigenden
Annahme, das die mittlere frei Weglinge klein ist gegen typische G-Skala. Gegeben:

0= B Vel fo(B)o(@) + (V4V) - Vol fo(P)a(P)

Nebenrechnung;:

—»

Vo fo(B) = kafo(ﬁ)
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— 0=—L(Vy9(@) foP) ~ fo(D9(D)—=(VaV)
Vg VV
G

= V(ng) = _€<k§;>

_ Vv
—> g = const.xe kT

— f(q, p) = Ce B@P)/(KT)

mit

C ist definiert durch

N=[ % / &5 f
Vol. R3

11.7 Diffusion
Betrachte Fliche A, Zahl der Teilchen, die von links kommen und A A in Zeit At durchfliegen:

1
Ny ~ gnl@, yo — Ay, 2) AAAyY
AA - Ay: Volumen des relevanten Quaders links von der Wand. Dies macht nur Sinn, wenn

Ay

v=(7l) ~ 52

— Stromdichte:

. Np—Ng 1Ay

§ (e

Sei A die mittlere freie Weglinge. Falls wir Ay < A wihlen, unterschitzen wir j, aufgrund der aus grofleren

Entfernung kommenden Teilchen, die wir schlicht vergessen. Falls wir Ay >> A wihlen, iiberschitzen wir jy,
da viele Teilchen zwischenzeitlich stoflen und gy nicht erreichen. Also

v On

Analog fiir j,,j, =
J=—-DVn
(D ~ v\/3 ,Diffusionskonstante®). Da Teilchen nicht verloren gehen, gilt die Kontinuititsgleichnug
on .
_— = —v .9
ot J
(vergleiche Hydrodynamik, wo n — pund 3 — p?v) jeinsetzen —> Diffusionsgleichnung:

on(Z,t) .
—— = DA
T n(Z,t)
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(A: Laplace-Operator) Dies ist eine partielle Differentialgleichung. Eine schéne und anschauliche Losung der
obigen partiellen Differentialgleichung ist

N _ z2
_— 4Dt
(47rDt)3/2 ‘

n(Z,t) =

= breitlaufende 3D Gauflkurve!
Kommentar: Wir bringen keine ordentlihce Herleitung der Diffusion aus der Bolzmann-Gleichung. Wir wollen
aber wenigstens sehen, dass der obige , Diffusionsterm” das richtige tut (bei ' = 0, Kollisionsterm = 0). Also:

N P
o~ on Vafin(d) = [ 51D
In(q) S 3opia o P o 7
= 5 Vq/d pf(q, p)m Vi
(Bym=j

In der Tat: Anderung von n durch ﬁqj

12 Thermodynamische Gesamtheiten

Thermodynamische Gesamtheiten: Ensembles = Gibbs stes

12.1 Der I'-Raum

Bisher haben wir unser (nur schwach wechselwirkendes, verdiinntes) Gas beschrieben durch Verteilungsfunkion
f(g, p) im 1-Teilchen Phasenraum (der p-Raum) beschrieben. Jetzt: Wechsel zum N -Teilchen-Phasenraum
(der I'-Raum). Dieser Raum ist 6/NV-dimensional mit Koordianten: ¢i,..., gN, P1,--., PN. Ein bestimmter
Zustand unseres gesamten Gases entspricht nur einem einzigen Punkt im I'-Raum! (Vergleiche p-Raum: N
Punkte in 6 Dimensionen, I'-Raum: 1 Punkt in 6 N Dimensionen). Zur Erinnerung: N ~ 10?3 ud die Dynamik
im I'-Raum schlieRt die freie Bewegung und die StoRe aller ~ 1023 Teilchen ein. Eine explizite Kenntnis des
relevanten Punktes im ['-Raum und dessen Bewegung ist aussichtslos. Uns interessiert der makroskopische
Zustand eines Systems mit vielen Freiheitsgraden. Wir denken weiter primar an unser Gas in einem Kasten,
aber andere Systeme, zum Beispiel Festkorper sind auch beschrieben.

Definition 12.1 (Makroskopische Zustand) Gesamtheit aller Mikrozustinde, die zu einem bestimmten Makrozustand
gehoren (durch beschriinkte Prizision unserer Beobachtung).

12.2 Wahrscheinlichkeit
Ereignisraum M (Menge aller Elemetarereignisse)

Beispiel 12.2 (2-facher Miinzwurf)
M={WWWZ, ZW,ZZ}
Ergbnis:
1. {WW,ZZ}

2. unmogliches Ereignis: ()
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Wahrscheinlichkeit: Anschaulich sagt die Wahrscheinlichkeit etwas tiber unserer Erwartung beziiglich des Ausgangs
eines Experimentes (des Eintreten eines Ereignisses) aus. Etwas genauer konnte man die relative Haufigkeit eines
Ereignisses bei vielfacher Wiederholung (,limiting frequency®) definieren:

. #(WW oder ZZ)
= lim
N—o0 N

P{WW,ZZ})

Definition 12.3 (Wahrscheinlichkeit)
P:A— P(A)eR
Kolomogorov-Axiome:
1. P(A)>0AAC M
2. P(M)=1
3. {4 ieI},AiNA;=0Vi#j

— P(UictAi) = Y _ P(A)

icl
12.3 Maf
Menge M +# (), A Familie von Untermengen von M. A heifit o-Algebra falls
. ACA = M\AcA

2. V{AZ},Z €N, A; € Agilt
UielNAi cA

Ein Maf 4 : A — [0, 0o] hat die Eigenschaften
L pu(@)=0
2. ,U(UiElNAi) = ZiEIN M(Al) (A; disjunkt)

(M, A, 1) nennt man einen Wahrschenlichkeitsraum falls z«(M ) = 1. Wir haben meistens M = R

mm@mzf%mm

1

p: Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiir Phasenraum M = RSN, O ¢ RV
P(O) = [ @ &(E)
A

M=T =R PO) = f;N +p<g> mit 5 = (q1,-..,p3n)-Mannennt M den Raum der Elementarereignisse

= Ergebisraum.
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12.4 Mikrokanonisches Ensemble

Ensemble: Ansammlung verschiedener Moglichkeiten, Objekte, Hier: Ereignisraum, Ergebnisraum. Zum Beispiel:
alle Mikrozustinde, die zu einem Makrozustand gehdren. Betrachte alle Mikrozustinde mit Energie /' =
FEo1 = const. Gleichwahrschenlichkeitsannahme: Alle Zellen kompatibel mit Fy,; gleich wahrscheinlich. Wahrscheinlichkeitsd:

3N
p.
p(q1, -5 43N P15 -+ -5 P3N) = p(P1,- -, 3N) = COHSt-5<E - Z)

=1

Messunsicherheit: H € [E — AE, E]. Fiir hinreichend kleine AE ist p = const. in einer 3N-dimensionalen
Kugelschale.

= /d6N gp(%) = VN/dBNﬁp(ﬁ) = VNconSt-VKugelschale =1
r

12.5 Bolzmannverteilung als wahrscheinlichste Verteilung

Verbindung zu f(¢q, P) und Wahrscheinlichkeitsdichten auf N-Teilhen Phasenriume. Betrache Phasenriume
aus Zellen aufgebaut mit diskrete Werte fiir B, § gegeben f(g, p) = O[f] in I-Raum = Volumen Q[f].
Toy-model f(q, p) — f(x), x nimmt zwei Werte an

f@) = 5o

Nummeriere Zellen im z-Raum. k Stiick (k> 1), w = Ag?Ap?
m= [ @@ = f
(2 9 3
Zelle i

N!
TlllTlQ! .. nk'
(Anzahl Méglichkeiten N Teilchen auf k Zellen zu verteilen, sodass n; in Zelle ¢ sind) Die Wahrschenlichkeit ist
dann

Q[f] ="

P = [ a8 (2)

Wir wollen Q] f] (beziehungsweise In Q[ f]) maximieren. Also suche Maximum von

k
In(Q) =In NI — Z In(n;!) + const.
i=1

beziiglich der {n;} mit Nebenbedingungen
Z?’Li = N,ZniEZ’ =F
i i

Nutze Striling-Formel: firn > 1
Inn! =~ n(In(n) — 1)

Benutze Lagrange-Multiplikatoren «, 3:

= 6a75,{ni}{_zni(lnni - 1) - a(znz - N> — ﬁ(anEl — E)} =0
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Oaf.. .} =0,08{...} =0,0n;{...} =0

1
— —Inn;-14+nj——-a—-pBE; =0
y

J
= nj:efafﬁEi
1 _sE
e fi:—e @ /BEz
w

12.6 Kanonisches Ensemble

Jetzt: Energie nicht fixiert. System im Gleichgewicht mit zeiwten, viel gréflerem System (Resevoir) mit Temperatur
T.

Konkret: Gas, fixiert: V, N, T.

Betrachte: Obervable F' = F/(J) des Systems. System: p = (p1, ..., p3n ). Reservoir: P(Py, ..., Psar), M >
N> 1

(F)=C [ &5 [ d PF()6(Ewi - () - Ba(P))

3N 3
Hy(p) = ﬁ
=1
3N
R pP3
HQ(P> =25,
=1 m

Nebenrechnung: p sei fest, demnach Fy = H1(p) fest. Integration iiber P ausfiihren:
= /d?’Nf?cS(Etot B - HQ(TD))

0-Funktion erzwingt:
12
‘ = 2m(EtOt — El)

I enpspricht der Oberfliche einer 3N dimensionalen Sphire von Radius R = /2m/(FEy,; — E1). Aus Dimensionsgriinden:
I~ RM=13M > 1 = fiirunsok: I ~ R3M,

E, >3M/2

I~ RM s (Byoy — E1)*M/? ~ <1 -
Etot

(uns interessiert nur die £/; Abhingigkeit). AuBerdem: Fy < Ejoy.

<1 E1>3M/2 . (3M1n<1 E1>> | 3M | B 1<E1>2+
_ . _ R 2L B
Etot P 2 Etot P 2 Etot 2 Etot

1

irrelevant

Grenzwert:
FEiot kT
— — — const.

M E =
— 00, totﬁooagM B
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E )2 1 ( 2
M = —0
(Etot Etot/M

= I~ exp<—

zweiter Summand:

I ist gerade die Bolzmann-Verteilung.

— (F) ~ / d3N BF(P) exp ZlT( >

B 4 —H(p, q9)
3N 3N F
/d /d P qd) exp T
Z(T,V) / d3N_'/d3NpeXp (p, 9)
kT

Z(T,V): ,Zustandssumme“ Zum Namen: In Quantenmachanik: Nur ein Zustand pro Phasenraumzelle der
GroRe h3V (planksches Wirkungsquantum).

d3N ﬁdBNﬁ
/ N Z

alle Zustinde

allgemein:

Weil (1) = 1 folgt:

12.7 Vergleich von mikrakanonischen und kanonischen Ensemble

Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf I" parametrisiert durch p1, ..., psn,q1, - - -, ¢3N-
Pmikrok ™ 5(E - H(ﬁ, Zj))
—H(p, )
kT

Bei grofen Systemen: beide dquivalent! Unter d>V p-Integral:

/dSNﬁN/’ﬁ‘3N_1d’ﬁ‘N/EgN/QdE

Jetzt mit Verteilungsfunktion:

/pkan.dgNﬁN /dEESN/26E/kT ~ /dEeg(E)

E

Q(E)—ﬁ—Tl( )

g(E) hit ein extrem scharfes Minimum bei Eyqp = 3NET'/2.

Pkanon ™~ eXp(

mit

1. ,Epas weil dort e~ 9E) maximal wird.
2. ,Extrem scharf” heifit:
9(Bmaz + AE) — g(Bpmee) =1 = AE/E< 1

3. Selbst nachpriifen: = koénnen e~ Y nihern:

e_g(E) ~U e_a(E_Emaac)Q

(Taylor) Fiir alle praktischen Zwecke ist das so gut wie §(Epar — E)

—> kanonisches Ensemble enpspricht mikrokanonischen Ensemble mit Energie £ = E,,4, = 3NKT/2.
Intuitiver Grund: Volumen einer hochdimensionalen Kugel ,sitzt unter der Oberflache”.
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13 Entropie und thermodynamische Potentiale

13.1 Erwartungswerte in gekoppelten Systemen

- LA [ orn@m) [ Lo [ & Po(Eu - 1@ 5) - m:(@. P))

Kurznotation:

/V(l)dqu/dszE/%p
<F>N/ F(Hl)/ §(Erot — H1 — Ha)

/dE/ (H1)0(E — Hl/ d(EBiot — Hi — Ha)
7p

()~ [aBFE) [ sE-m) MRCFEE S

).

Definiere: Zustandsdichte eines Systems mit Variablen ¢, p

E/ 6(E — H(q,p))
(F) ~ / dEF(E)wi (E)ws(Ew; — E)

13.2 Zustandsdichte

Phasenraumvolumen Y(E) fiir Energie < E.

_ 3N ST (A =
= [ava [ s -n@p)
e(x)_{o £ <0

1 >0

,0" -Funktion, ,Heavyside Step Funktion®.
Zustandsdichte: w(F) = 0X(E)/OF

weil:

Genauer: 0-Funktion:

= 0'(z)dz =0(z) |“,=1-0=1V

—a

Weiterer Begriff: Phasenrauvolumen fiir Energieintervall E — E + AFE: Zustandszahl:

[(E): X(E + AE) — X(E) ~ w(E)AE



13 Entropie und thermodynamische Potentiale 57

13.3 Entropie

(F) ~ f dFE ... bekommt Hauptbeitrag aus dem Bereich wo w; - we maximal wird. = Bereichwo I'; - 'y
maximal wird = wo In(I';) + In(I'2) maximal wird = Ableitung nach E verschwindet. = Es muss
gelten:

3E1 In P(El) = —(‘9E1 In F(Etot - El)
— 8]31 lnF(El) = —8E2 lnF(EQ)

Dies ist die Gleichgewichts-Bedingung (= Energieaufteilung). = legt Definition nahe:
S(E,V)=klnT'(E,V)
Gleichgewichts-Bedingung:
0p,S1(E1) = 0p,S2(E»)

— Definition von 7"
l OS(E,V)

T oE
dquivalent: S = klnw, S = kIn¥ == Entropie ~ In(Zahl der Zustinde). Konsistenzcheck:

S = kln<E3N/2>

1 88 3N 1

— = — kopIn B3N = 2 2
— 7= gp kol 2 E

BT

3N 2

13.4 Die innere Enegie als thermodynamisches Potential das mikrokanonischen Ensembles

Konnen S(E, V') berechnen. Wir haben also:

oS oS dEe 0S
—_PaE L Ly =& L 92
ds 8Ed + anV - + 8VdV
auch: 93
dE =TdS — T—dV
ov
(E = innere Energie, auch ,U*)
Satz 13.1 (1. Hauptsatz der Thermodynamik)
dFE =dQ — pdV
Naheliegend:
oS 1
d@Q =1Td — ==
@=Td5 Gy =P

Zur Begriindung: Berechne 05/90V

oS 0 0

__JoeE - H)
Jr0(E - H)
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Vorstellung: H(q, p) — H(q, p, V). Berechne:

(O H) = /F S(E — H)dy H

95 . J.0(E - H)(~0H)

_ J
—5 = e k(Oy H) =L

[r0(E —H)

— k(0y H)Op In ( /F 0(E — H)> — (8 HYOE(kInX(E, V)

1 P
= H = —(OyH)=—=
(OvH)0gS T<8V ) T‘/

Weiterhin:
_ T@S(E, V) 1 9S(E,V)
B ov. ' T  OE
—> F eliminieren —>
Zustandsgleichung! Weiter:
S=S(E,V)— E=E(SV) (Auflosen)
oF ) OF OF
dFE = —d —d 7 == _
95 Tavt as =Ty =P
Losen wir jetzt
1 0S(E,V)
T  0FE
nach E auf. SE(T.V
— E=ET,V) = ((97: )ECV

— Viele weitere Groflen:

S=kInXx
1_0s
T OF
S
=T-=
P="%y

13.5 Die freie Energie als thermodynamisches Potential des kanonischen Ensembles

Definition 13.2 (Freie Energie) F = E(S, V) — Legendre-Transformation in S —
_F=_F(T,V)

OE(S,V)
i
— F=FE(S(T,V),V)=TS(T,V)

dF = —SdT — pdV
——"

— T= — §=S(T,V)

N~
oF dF
oT oV

mikrokanonisch: Saus I'(E, V) — E = E(S,V)
kanonische: I aus Z (T, V') Fakt:
F =—kTIn(Z(T,V))
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13.6 ,Makroskopischer Zugang”
Definition 13.3 (2. Hautsatz)

ds = ==
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