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9.

10.

Masterarbeit

Masterarbeit

1.1 Mathe

wichtig:

Gruppentheorie

Differientialgeometrie

2 Kinematik des Massenpunktes

Massenpunkt / Punktmasse - (selbstevidente) Abstraktion Kinematik: Beschreibung der Bewegung (Ursachen

der Bewegung — Dynamik)

2.1 Kinematik der Massenpunktes in einer Dimension

2.1.1

2.1.2

Graphik
Ort:
zuZeitt : x(t)

Geschwindigkeit: v(t) = dgfigf) = x(t)

Beschleunigung: a(t) = 0(t) = Z(t)
Beispiel: z(t) = x¢ + vot + ‘IQ—OtQ, v(t) = vo + aot, a(t) = ap

Umgekehrt: Integration, z.B. von Geschwindigkeit zu Trajektorie: Anfangsposition muss gegeben sein,
z.B. x(ty) = xo

z(t) = o + /t v(t')dt’

to
Man priift leicht &(t) = v(t)
- Es gibt keine andere Funktion #(t) mit Z:() = v(t) und Z(tg) = g

Analog: Von Beschleunigung zur Geschwindigkeit, und dann weiter zur Trajektorie

Uben dieser Logik an unserem Beispiel

Gegeben: a(t) = aop, to = 0, vp, xo

t
= v(t) = v+ / apdt’ = vg + agt
0

t
a
z(t) = xo + / (UU + aot/)dt, = xg9 + vot + Eot2
0

2.2 Grundbegriffe der Differenzial und Integralrechnung

2.2.1

Funktion

fR—=R, z— f(z)
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2.2.2 Differentiation oder Ableitung

df bezeichnet den in Az linearen Anteil des Zuwachs Af = f(x + Azx) — f(z).
« AusAf = f'(z)A(z) + O(Az?) folgt df = f'(z)Az

+ Anwendung auf die Identititsabbildung: x — ¢z =— dx = Ax

= df = f'(x)dz oder d‘gf) = f'(z)

Dies ist eigentlich nur eine Schreibweise fiir f’(), aber niitzlich, weil bei kleinen Az d f ~ A f (Schreibweise
beinhaltet intuitiv die Grenzwert-Definition)

« f'(z) wieder Funktion = analog: f"(z), f"(z),..., ) (z)

« Praxis

(f-9) = f'g + ¢ f (Produkt/Leibnizregel)

(fog)(x) = f'(9(x))g'(x) (Kettenregel)

1
(f 71),(1') = ———— (Ableitung der Inversen Funktion)

F'(=H=)
- Begriindung (nur zum letzten Punkt)
dy dy dy 1

—1\/ _ 9% _ _
U@ =3 = 3060 ~ Foa ~ 77 @)

- Schone Beispiele

(z%) = (elnﬂ)/ = (ewlnx)/ ="M %(ng +1) = 2%(Inz + 1)

1
arctan’(z) = (tan™!(z)) = tan1(y) wobeiy = tan" ' (z)

Besser:

i 1Y L IIRY . 1 :
tan” (y) = | siny =cosy—— +siny =1+siny( ———— |(—siny) =
cosy cosy cosy cos?y

1
2 /
— arcta =
etan(z) 1+ a2

1+tan2y:1+x

« Verkniipfung (9(x))
fog:zw f(g(x

« Inverse

« Grenzwerte:

- niitzliche Regel: 'Hospital (,,8“)
f

!
Falls lim, 4, f, g = Ound lim,_, 5 existiert, so gilt lim,_,,, 5 = limg_sq, 7
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- weitere niitzliche Regel

li

Beschrinkt
m =
Unbeschrinkt und monoton wachsend
O Beispiel:
sin 1
hH(l) T Y
y— g
- Kiirzen unter lim
O Beispiel:
i T o 1 1
xglolo2x+\/5_x~>r202—|—% 2
2.2.3 Integrieren

Fundamentalsatz der Analysis

/f(a:)dx =F(z)+C

b
h/ﬂ@MZF@—F@

(— saubere Definition iiber Riemannsches Integral)

Praxis

Partielle Integration

/Umwmnzmwm—/ﬁhmmu

Substitution Unter Annahme einer invertierbaren Funktion x : y — z(y)

[ t@e = [ @) dn= [ et
Andere Formulierung:

Substitution y = g(x)

b g(b)
/fwmwmmz/ )y
a g

(a)

Klassiker

/lnxdx—/lnmldm—lnmm—/l
1
/werd:r— /ex2

2 1/y _ly 1 g
2d($)—2 edy—ze =
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2.3 Kinematik in mehreren Dimensionen
2.3.1 Zweidimensionale Bewegung

Zweidimensional — Bewegung in der Ebene. Trajektorie: x(t), y(t)

Beispiel
x(t) = vot sin wt

y(t) = vot cos wt
TODO Skizze der Trajektorie (Bahnkurve)
Raumkurve Menge aller Punkte {x, y}, die das Teilchen durchlduft
TODO Skizze Nichttriviale Darstellung nur im Raum (Raumkurve)

2.3.2 Dreidimensionale Bewegung

Die Darstellung der Trajektorie ist erschwert, denn man briuchte 4 Dimensionen: 3 fiir Raum und 1 fiir Zeit
Formal kein Problem: Trajektorie ist

Dementsprechend:

2.4 Vektorriume

Eine Menge V heifit Vektorraum, wenn auf ihr zwei Abbildungen
+ die Addition (+)
+ die Multiplikation mit reellen Zahlen (x)
definiert sind.
z: VXV =V
Multiplikation : R x V = V
V' x V- Produktmenge = Menge aller Paare so dass gilt:
v+ (w+u)=(v+w)+u u,v,w e VAssoziativitit
v + w = w + vKommutativitit
H0eV:iv+0=vVve VNul
a(v + w) = av 4+ awDistributivitit
(o + B)v=av+ Pv «a,p € RDistributivitit
a(fv) = (af)vAssoziativitit der Multiplikation
1lv = vMultiplikation mit Eins
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2.4.1 Einfachstes Beispiel

V = R (mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation und mit 0 € R als Vektorraum Null)

2.4.2 Unser Haupt-Beispiel

Zahlentupel aus n-Zahlen:

Notation:
7= (z' 2 a"),g=(y' .y
Man definiert:
T+ 9= (331 +y1,a:2+y2,...,a:"—|—y”)
0=(0,...,0)
af = (az',. .., az )

TODO (Maybe) Skizze 3D Vektor — iibliche Darstellung durch ,Pfeile”

2.5 Kinematikind > 1
Trajektorie ist Abbildung: R — R3¢ — Z(t) = (2'(¢), z* (1), 23(t))

¥ = #(t), a(t) = () = F(0)
Setzt allgemeine Definition der Ableitung voraus:

dja) _ o Gat A @) (o ;
T A% As = 7@ = (1@

2.5.1 Beispiel fiir 3-dimensionale Trajektorie

Schraubenbahn:
Zt = (R coswt, Rsinwt, vyt)
¥ = (—Rwsinwt, Rw cos wt, vg)

a= (—Rw2 coswt, — Rw? sin wt, 0)

TODO Skizze (Raumkurve) Kommentar:
#, U, d leben in verschiedenen Vektorrdumen! allein schon wegen [z] = m, [v] = ms
Wir kénnen wie in d = 1 von @ zu ¥ zu & gelangen!

t t t t
o(t) = v + / dt'a(t) = <v5+ / dt'a* ('), v§ + / dt'a®(t'), vg + / dt’az(t/)>

to to to to

-1

Uben: Schraubenbahn; tg = 0, 75 = (R,0,0),v9 = (0, Rw,vo) Es folgt:
t
7(t)(0, Rw, vo) +/ dt' (—Rw?) (coswt’, sinwt’, 0)
0
2 L. / 1 / t
=(0, Rw,vp) + (—Rw?) [ — sinwt’, —— coswt’, 0 ] [§
w w

(0, Rw, v9) — Rw(sinwt, — coswt, 0) — (0, —1,0)
(—Rwsinwt, Rw + Rw coswt — Rw, v)

(—Rw sin wt, Rw cos wt, vp)
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Bemerkung Man kann Integrale iiber Vektoren auch durch Riemannsche Summen definieren:

t
/ o(t')dt' = lim (v(to) At + T(to + At)At + ... + T(t — At)At)
t

n—oo
0

. __ t—tp

2.6 Skalarprodukt

Fithrt von Vektoren wieder zu nicht-vektoriellen (Skalaren) GréRen.

2.6.1 Symmetrische Bilinearform

flax + By) = af(x) + Bf(y) Jlinear” Abbildungvon V' x V' — R, (v,w) + v - w mit den Eigenschaften
cVW =W
« (au+pv)-w=au-w+ pv-w

Sie heifdt positiv-semidefinit, fallsv - v > 0,
Sie heifdt positiv-definit, falls v - v = 0 = v = 0 Hier : Skalarprodukt = positiv definite symmetrische
Bilinearform

2.6.2 Norm (Linge) eines Vektors
[v] = Vv -v=Vo?
R™: Wir definieren

n
Z-y=xvy +...+x”y”52xiyiz zly
=1

Einsteinsche Summenkonvention

7=/ @)+ + (@)
Wichtig: oben euklidisches Skalarprodukt! Anderes Skalarprodukt auf R? : & - if = 7x'y? 4 22y? anderes
Beispiel:
z- QE I‘lyl o 1’2y2
symmetrische Bilinearform, nicht positiv, semidefinit! Frage:
Beispiel fiir Bilinearform die positiv-semidefinit ist, aber nicht positiv definit

7y = a'y!

2.7 Abstand zwischen Raumpunkten

Der anschauliche Abstand zwischen Raumpunkten Z, ¥:

Haben benutzt: 2 - § = |Z|| | cos @
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2.7.1 Spezialfall

#=(2',0,0),7 = (y',9°,0)

v
H

T-y=2a'ylcos = = |Z| = 2!

TODO Skizze
— Iy =|Z|Y|cosb
Dass dies fiir beliebige Vektoren gilt, wird spater klar werden.

2.7.2 Infinitesimaler Abstand

Speziell wird der infinitesimale Abstand wichtig sein:

dz = (dz',da?, dz®)

dr'  da? | da? , d
dz = <xdt = at xdt) = (v'dt, vdt, vdt) = (v',0%, v")dt = Tdt, oder: T =

dt d¢ b dt

(d Z analog zu d f vorher);
da? =|dz|* = [9]dt? \ |da| = |¥]dt.

2.8 Bogenlinge und begleitendes Dreibein

|dZ| entlang Z'(t) aufaddieren — Bogenlinge.

s(t) = t0|dx| /

Infinitesimale Version:

jﬂ /dt’\/ () /\/ (t)?

ds(t) _ |dZ| Bl
. |dt|
Man kann (im Prinzip) s(¢) = s nach ¢ auflosen.
= t=1(s) = Z(s) = Z(t(s))

Parametrisierung der Trajektorie durch die Weglinge s

Niitzlich, zum Beispiel fiir die Definition des Tangentenvektors:

. dZ(s)
T(s) =
(5) = —;
Es gilt
T % |7) L R B
| ¥]dt
Ableiten nach s: . . s
d dT /- - dT - dT - dT
0 1——<T T):—-T 7. .85 9. S
ds( ) ds ds + ds ds
Nutze

dz
d
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—> Ableitung des Tangentenvektors ist orthogonal zum Tangentenvektor. Kriimmungsradius der Bahn:

1
p= ‘ a7
ds
Normalenvektor: .
dT T
N s 4T
‘Q ds
ds

2.8.1 Beispiel in d=2

Z(t) = R(coswt, sinwt)

U(t) = Rw(— sin(wt), cos wt)

| 9| = \/(Rw)2 (sin? wt + cos? wt) = Rw

t
s(t) = / At'|5| = Rut; t(z) == -
t

—o Rw
f:-é(cos;,sin;) = p=R; N:_<COS%’Sm%)

TODO Skizze

2.9 Vektorprodukt

VXV sV (a,B)szaxB

mit
i 3
¢ = (Ei xb) = Z gk qipk = gtk qipk
i k=1

dabei:

o123 231 _ 321 _ g

L2183 182 _ 321

. sonst 0 (% = 0, falls zwei Indizes gleich)
Alternativ:

EE |6|‘b‘]sin0|

+ Richtung von ¢ definiertdurch ¢ 1. @A ¢ L ¢

+ Vorzeichen von ¢ ist so, dass @, b, € ein ,Rechtssystem” bilden
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TODO Skizze
2.10 Binormalenvektor

B=Tx N

T, N , B heifen ,begleitendes Dreibein“ und bilden ein Rechtssystem. alle haben Linge 1 T, N spannen die
»Schmiegebene” auf

2.10.1 Zur Information

o &
fﬂ"ﬂl
| =
=
Al e
C’J‘U:Jl
I

\
SHE
wall
o,
o,
1=
I
SR
ot
\
=
~u

o definiert die Torsion.

3 Grundbegriffe der Newtonsche Mechanik
3.1 Newtonsche Axiome
Dynamik: Ursachen der Bewegungsianderung — Krifte: F= (F V2 F 3)

1. Es existierten Inertialsysteme (Koordinatensysteme in denen eine Punktmasse an der keine Kraft wirkt)
nicht oder sich geradlinig gleichférmig bewegt: Z = 0

2. In solchen Systemen gilt: F=mz

3. Fiir Krifte zwischen zwei Massenpunkten gilt:

F12 = —Fyl

4. definiert die triage Masse

Die entscheidende physikalische Aussage von 2. ist das Auftreten von Z (nicht etwa T oder Z) Alternative
Diskussionen der obigen Axiomatik:

« zum Beispiel Kapitel 1.2 von Jose/Saletan (mit 2 Definition der Kraft)

3.2 Trajektorie

Vorhersagen erfordern: F— Trajektorie. Genauer: Sei F (Z,t) gegeben. Berechne Z(t) !

3.3 Differentialgleichungen

hier nur ,gewohnliche DGL* (nur Ableitungen nach einer Variable) (im Gegensatz zu ,partiellen” (Ableitung nach
verschiedenen Variablen))

3.3.1 1. Ordnung

Die allgemeine Form einer gewshnlichen Dgl. 1. Ordnung ( = nur 1. Ableitung):

y'(x) = f(z,y)
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Losung Funktion: y : = — y(z) mit ¢'(z) = f(z,y(x)) (im Allgemeinen wird x aus einem gewissen
Intervall kommen: z € I = (a,b) C R)
3.3.2 Anfangswertproblem
Gegeben durch:
1. Dgl:y' = f(z,y)
2. Anfangsbedingung (z¢; o) € R?

Gesucht: Funktion y(z) mit (fir z € I,z € I:
Ly (z) = f(z,y(x))

2. y(zo) = yo

3.3.3 partielle Ableitung

Wir betrachten ab sofort auch Funktionen mehrerer Variablen: f : R x R — R, (z,y) — f(z,y) Partielle

Ableitung:
of(z,y)

oy Alglgo Ay

Rechenregeln: Wie bei normalen Ableitung, nur mit x fest.
Beispiel

flz,y,z) =2+ yz

of
%:21'
of
a—y—z
of
&—y

3.3.4 Existenz und Eindeutigkeit

... viele Theoreme iiber Existenz und Eindeutigkeit (Peano und Picand / Lindelof) Insbesondere sind Existenz

und Eindeutigkeit gesichert falls:

of (z,y)
[z, y) A oy

stetig sind.

,Begriindung“ Zeichne an jedem Punkt (z, y) einen Vektor (1, f(x,y)) ein.

dy(z) (z,y(x))

P~y (@) = flaya) = Y

Weiteres Argument fiir die Existenz und Eindeutigkeit TODO(Skizze) Steigung der gesuchten Funktion
bei z ist bekannt als f(zg,y0) = kann Wert der Funktion bei = + Ax abschitzen: yo + Ax f(xg, yo) (fiir
kleine Az) Kenne Steigung bei zoAx : f(xg + Az, yo + Az f(xo,y0)) = Schitze Wert der Funktion bei
xo + 2Ax ab. (= perfekt fiir Numerik)
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3.3.5 Beispiele
1.

y’(x) = f(xay)vf(way) =3
M@%:3=$y@%:/&m:3x+c

Das ist schon die allgemeine Lésung der Dgl. Ein Anfangswertproblem, zum Beispiel mit (xg,yp) =
(—1, 1) lasst sich durch Bestimmen der Konstanten 16sen:

yx)=3r4+c = 1=3(-1)+¢c = ¢c=4 = y(z)=3zx+4

3.3.6 Separation der Variablen

Separation der Variablen funktioniert wenn f(z,y) = g(z)h(y)

Beispiel
x x
fla,y) == = y(2) = —=
(z,y) ; (z) e
d
2ot ydy = xdx
der gy

Variablen sind getrennt, kann einfach Integrieren

2 2
/ydy—/:cdm — %:%—i—c — y=xVz2+2

Losen allgemeines Anfangswertproblem allgemeines Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung (¢, ¥o)

Vi +az2—x35 oy >0
—Vygtat—z5 Y <0

ygza:g—i—Qc — QC:y(Q)—x% - Y=

1. TODO Skizze

3.3.7 System von Dgl.

(Fast) alles oben gesagte funktioniert auch fiir Systeme gewohnlicher Dgl. 1. Ordnung;:

dyl(l“) _ ozl 1 n
i =z, 9", .., y")
dyn(x) _ n n
dd? *f(l.ay?’y)
Vektorschreibweise: 47
g _ 20 -
o= @)

Wir haben hier eine vektorwertige Funktion von n 4+ 1 Variablen benutzt:
F:RxR"— R"

Anfangsbedingungen: (xg, 7o) — n + 1 Parameter. Einer davon entspricht der Verschiebung entlang ein und
derselben Losung = allgemeine Losung hat (n + 1) — 1 = n Parameter oder Integrationskonstanten.
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3.3.8 Systeme von n gewohnlicher Dgl. p-ter Ordnung

19 = F(5.7.5"... 57Y)

Anfangsbedingungen: (xg, 90, Yos - - - » g_j(() ), o £ J/(x) beiz = x0

Tatsache Systeme von Dgl. kénnen auf grofiere Systeme niedrigerer Ordnung zuriickgefithrt werden. Wir
illustrieren dies am Beispiel mit p = 2

Beispiel

Il
ST N
—~
&
=
I3k
S~—

Z'(x)
y'(x)
Urspriingliche Form folgt durch Einsetzen der 2. Gleichung in die Erste. Das verallgemeinert sich sofort auf
die Ordnung p: Man gibt einfach der (p — 1) niederen Ableitungen neue Namen und betrachtet sie als neue
Variablen. Die zusitzlichen Dgl sind schlicht die Aussagen, dass es sich dabei immer noch um die ehemaligen

Ableitungen handelt.
— System von p Dgl 1. Ordnung; allgemeine Losung hat p Parameter

3.3.9 Erste physikalische Beispiele
Punktmasse 3 Dgl 2. Ordnung:

81
I
3|
ST
/N
\.@I-
Bl
81
N——

—> 6 Dgl 1. Ordnung:
F(t, #,7)

81 Sl
ST

{

In vielen Fillen: (zeitunabhingiges) Kraftfeld F (Z) (,Vektorfeld").
Darstellung in d = 2 (Skizze Vektorfeld). wichtig: doppelte Markierung der Achsen

Einfachster Fall (d = 1) betrachte den Fall, dass F’ von v, aber nicht von ¢ abhingt:

()=

1. TODO Darstellung im Phasenraum Analyse im Phasenraum passt perfekt zur fritheren allgemeinen
Analyse von Dgl 1. Ordnung Analog in d = 3: Vektorfeld: (%, 6), Phasenraum ( Z, ¥) oder (Z, P) ist

6-dimensional
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Harmonischer Oszillator (d = 1) F(z) = —kx

Freier Fall mit Luftwiderstand Aufgabe: Bestimme die zeitliche Entwicklung von v wenn Kérper im
Schwerefeld losgelassen wird. g = —cv?
Problem 1 — dim: x wachse nach unten, Startbeit = 0,2 = 0,2 =0

2 .

. . . mg — cv®  =mu
F:mm:mg—chme:{ g )
v =

Erste Gleichung enthilt kein z und kann unabhingig gelost werden:

dv_ e
dt_g m
d

dt = ———

9g—m?

Konstanten und Dimensionen c
l9) = ms™% [ ] = Nkg™'m™?s’
m

Kann leicht Konstanten der Dimension Zeit und Geschwindigkeit bilden:

. m qgm
t= ]—,0=1/"—
gc c
t .,/ _ v

Benutze jetzt die dimensionslosen Variablen ¢’ = HU =3

:>dt,— dUI _di'l}/ L_i_#
N - 1+o  1-—2

' =Inl+v —Inl—v +¢
vV =0beit! =0 = ¢ = 0 Auflosen nach v'":

/
1—
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2 2
— =1 = v—@<1—m+1>
et +1 et

— 9 ist Grenzgeschwindigkeit, wird exponentiell angenommen, wenn t >> #

Zugabe: einfache physikalische Argumente fiir die Gréfe von c:
1. [c] = kgm™!, Input: A (Querschnitt), p;, = ¢~ ppA

2. Energiebilanz an verdringter Luft:

,02
FR e~ Ekin,Luft ~ leAE

3.4 Taylorentwicklung

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zp = 0. Untersuche Verhalten beliebiger glatter Funktionen f(x) nahe
z=0

f@) = £0)+ [ aa's' (@)
= f(0) + fl(l‘/) (x_x)‘z —/0 dx’f”(:z:') (w’ — a:)

(' —z) = ey (xl_x)Z
0+/ da! §" (o) =)

= £(0) + £(0)z — () O 5

.1‘2

= fO) + fi@a+ f0)5 + ...
Allgemein:

Restglied

@) = £0)+ 3 17(0) % + / ot gl gy =2
n=1 : 0

m)!

Falls das Restglied fiir n — oo verschwindet:

Fla) = F0) + Y F 0%
n=1 :

Analog: Taylor-Reihe:
(x — x)"

f(x) = flxo) + Y f™ (w0)—1—
n=1

n!
1. Oft erste Terme = gute Ndherung

2. Verallgemeinerung auf viele Variablen

3.4.1 Interessantes ,Gegenbeispiel”

_ e 32 x#0
f(x)_{o =0

Uberzeugen sie sich, dass alle Ableitungen existieren, auch bei Null!
Sie Brauchen:

_ 1
lim —e 22 =0
z—0 ™

Die Ableitungen verschwinden sogar bei Null = Taylor-Reihe ist Null, keine gute Ndherung
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3.5 Harmonischer Oszillator

+ eines der wichtigsten physikalischen Systeme

+ beschreibt viele kompliziertere Systeme angenihert

3.5.1 Eindimensionales System
d=1,F = F(x)
d
F(x) = —av(:v) = —'(z)

Damit haben wir das Potential (— beschreibt die potentielle Energie des Massenpunktes) v als Stammfunktion
von —F’ definiert

« Skizze

Massenpunkt kann nur ruhen, wo F' = 0 beziehungsweise V' = 0. Genauer: Nur Minima (Maxima instabil).

Ziel Untersuchung der Bewegung in der Nihe von Minimal (also bei z ~ ¢ wobei v’ () = 0 gelte)
V(z) beixg, V(o) = 0, |z — x| klein

1
= V(z) ~ V(xg) + iv/’(aco)(x — xp)?
= F(x) ~ =V"(x0)(x — x0)
r—x0=y = Fy)=—-ky ,k="(0)
———
harmonischer Oszillator

Wir sehen: Harmonischer Oszillator ist eine Idealisierung von potentiell sehr groflem Nutzen (viele Systeme)

Losung Newton = mij = —ky beziehungsweise §j = —w?y,w = \/%

—> sinwt und cos wt sind Losungen

= y(t) = Asinwt + B coswt ist auch Losung (wegen Linearitit)

(wegen der beiden frei wihlbaren Konstanten ist dies schon die allgemeine Lésung)
Verallgemeinerungen

+ Reibungsterm ~ g

« treibende Kraft ~ f(t)

3.6 Lineare Differentialgleichungen

allgemeine Form einer linearen Dgl. n-ter Ordnung:

Y+ frr @)y (@) + L+ fola)y(z) = f(z)

Das Wort linear bezieht sich nur auf y, nicht =
Die Dgl. heiflt homogen falls f(2) = 0 Homogen von Grad p: Ersetzung y — ay fiihrt zu Vorfaktor ap, hier

p=1

« wir hatten oben dem Fall n = 2 ,mit konstanten Koeffizienten“
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+ noch einfacheres Beispiel: n = 1, f = 0 (aber beliebige Koeffizienten)

Y +a(z)y=0
Das ist separabel:

d

% +a(x)y=0
d
ﬁ = —a(z)y
dy

—= = d
- a(z)dx

dy /

— =— [ a(x)dx
" ()

Iny — A(z) + 1
y = ce 4@

A(x) sei eine beliebige aber fest gewihlte Stammfunktion von a Wir kénnen den inhomogenen Fall [6sen,
durch ,Variation der Konstanten®

- Ansatz:y = C(z)e=4®), Dgl.y/ + ay = f
(ce*A)/ +aCe A =7f
deA —CA'e A +Cae? = f
Beachte A’ = a
— et = felcla) = [ daf(o)h®

y(z) = [/z da:’f(x/)eA(x’)] o A@)

f(2') ist eine frei wihlbare additive Konstante im 2’-Int. (C'(z) — C(x) + «) entspricht der
Addition der Losung der homogenen Dgl.
3.6.1 Zusammenfassung / Verallgemeinerung aufn > 1

Definition 3.1 (Linear Unabhingig) Ein Satzvon Funktionen f1(z), ..., f,(z)heiftlinear unabhingig, falls
jede Linearkombination bei der nicht alle Koeffizienten Null sind auch nicht Null ist:

arfi(z)+...oanfa(z) =0 = a1 =...=a, =0
(identisch zur linearen Unabhingigkeit von Vektoren)

Fakt Kenntman n linear unabhingige Losungen einer homogenen linearen Dgl. n-ter Ordnung, so kennt man
die allgemeine Losung:

yhom(l') = Clyl($> +.ot Cnyn(x)

Die allgemeine Losung ist stets von dieser Form.
Wenn wir auflerdem eine partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung haben, so haben wir auch schon
deren allgemeinen Losung

y(x) = yhom(x) + ypart(x)

"Beweis durch Einsetzen in

Y™+ oy V4 foy=f
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3.6.2 Finden der partikuliren Losung

Auchbein > 1:Variation der Konstanten (Funktioniert gut bei konstanten Koeffizienten) Méchtigere Methoden:
Uberfithren von System von linearen Dgl. 1. Ordnung (braucht Matrixrechnung)

4 Erhaltungssitze in Newtonscher Mechanik

4.1 Impulserhaltung

Systeme mit mehreren Massenpunkten a,b € {1,...,n}
Trajektorien: Z4(t),a =1,...,n

Satz 4.1 (Impulserhaltung) Bei verschwindenden externen Kriften (1_*—" ext = 0) gilt:
p= Z P, = Zmafa = const
a a

Beweis

b
a#b
= Z F(;b (Summe {iiber alle Paare von a, b)
a,b
a#b
-S Rt <
a>b
= (FZb + ﬁa) =0 U
a>b ‘L

3. Newtonsches Axiom

mit dulleren Kriften:

b= § Fa,ext. = Feut
a

Falls zum Beispiel die dufere Kraft nicht in :zl-Richtung wirkt (F1_{ext} = 0), so gilt immer noch p1 = const
(eigentlich drei Erhaltungssitze fiir p!, p?, p?, manchmal gelten nur einige davon)

4.2 Drehimpulserhaltung

Oft: Krifte wirken parallel zur Verbindungslinie zweier Massenpunkte:
+ Gravitationskraft
+ Elektrostatische Kraft

+ Modell der masselosen Stange (— Modell fiir starre Kérper!)
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Definition 4.2 (Drehimpuls)

Falls F a,ext = 0 und alle interne Krifte wirken parallel zur Verbindungslinie der jeweiligen Punkte, dann gilt
Drehimpulserhaltung

Satz 4.3 (Drehimpulserhaltung)
EEZEa:ZmafGX fa:25axﬁa: const
a a a
Beweis Nachrechnen:
£ = Y (B x B+ 7o+ )

a
:g Tg X P
a

= Z Lo X Fab (Summe iiber alle Paare von a, b, a # b)
a#b

:Z<fa X Fab+ Tp X ﬁba)
a>b

:Z(ﬁa_fb) X pab

a>b

da Fp || (4 — ) per Annahme

Bei externen Kriften: .
L= g Tg X Fa,ertE M eyt
a

Myt ist das durch duflere Krifte auf Punkt a ausgeiibte Drehmoment, allgemein (fiir einzelnen Punkt):

—

M=2x F=

-

Wichtig: Drehimpulserhaltung gilt auch dann wenn alle dufleren Krifte Zentralkrifte sind, Zentralkraft:
Foll %,
Drehimpuls hingt vom Koordinatensystem ab.

Bemerkung 4.4 L=7%x P (allgemeiner jedes Kreuzprodukt von Vektoren)
istein Axial- oder Pseudovektor, das heif3t: Bei Drehungen wie Vektor, Bei Reflexion am Ursprung kein Vorzeicheninderung

Beweis

Ql
1
|
al
fad)
1
|
fod)
QL
X
foud)
1
+
Is1
X
joad)
O
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4.3 Konservative Krifte und Energieerhaltung

Definition 4.5 (Gradient) Gradient von V:

- (8V ov 8V>

Ozl’ 922’ 9x3
6% ist ein "Differentialoperator”, also:
9 Of(x,y)
: —

2 2 . . » .
Dementsprechend % ist ein "Differentialoperator”zweiter Ordnung, also:

0? 02 f (,
Mf(:r,y)l%{;(;y)

VV ist gute Schreibweise, weil V ein vektorwertiger Differentialoperator ist:

. 0 0 0
V‘(M’M’M)

Definition 4.6 (konservatives Kraftfeld) Ein zeitunabhingiges Kraftfeld F'(Z) heifit konservativ falls es
eine Funktion V(%) (Potential”) gibt. sodass

—

F=_VV

4.3.1 Energieerhaltung

Fiir einen Massenpunkt in einem konservativen Kraftfeld gilt:

E= T + V T 3(t)? + V(Z(t)) = const

kinetisch ~ potentielle Energie 2

Begriindung
dT d ., .. o ..
= g (@) = T2 = mid
v . V(a:1+Aa:1,a:2+Aa:2,a;3+Aa:3) —V(ml,xz,x?’)
At Ao At

. _ d_‘
mit Ax = d—fAt

Umschreiben des Zihlers

V(' + Azt 2® + Az, 2% + Ax®) — V(2! 2 + Ax? 2® + Ag?)
—|—V($1,$2 + Az?, 23+ A:B3) — V(xl, 2?23+ AwS)
+V(m1,x2,x3 + Aaj3) — V(:L‘l,xz,x?’)
ov oV

ov
~ 1,2 2 3 3\ AL 1,2 .3 3\ A .2 2\ A .3
:8331( ,x? 4+ Az®, 2’ + Az’) Az +@(a: ,x°, 2% + Az®) Az +@(x)Ax
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Teilen durch At, Grenzwertbildung

v ov , _ _ dat
@ oo Ty
oder (allgemeine Rechenregel)

ov
ozt

dV = ——da’

Allgemeine Formulierung der Rechenregel: Sei f : R™ — R A Z : R — R" Die Verkniipfung fo Z : R — R
ist eine Funktion. Fiir diese gilt:

a7 = gji = (W)dz )

totales Differential

oder totale Ableitung:

df  9f da’

= . 6
dt  Ox* dt ©)
Unsere Anwendung
(7)
B=miiy Vit = Fiy (VV)i=0v ®
ox?

V(QU1 + Azl 2?4 Az? 2?4 A$3) — V(x17x2 + Ax? 23+ Ax?’)

Vergleiche:
flx+A) = fz) = f(z)A

4.3.2 Kriterium fiir Konservativitit

Fiir einfach zusammenhiingende Gebietel gilt:

Fist konservativ <—> ﬁﬁ’ =0
Begriindung — \
F=-VV — Vx F=0
——

= Rotation von F’ (rot F)

(@ X F)Z = 5ijki.F’C = giikgi pk

oxJ
= "R ioky = _% <5ijk — gkj)ajakv
= _lgiﬂfajakv + lgikj keI v
2 2 o 9 _0 0
habe benutzt 55 9y =y 9%

1 ... . 1 ... .
—56”1“8381“1/ + 55”'“&8’“1/ =0

T <~

'Jede geschlossene Kurve kann auf Linge Null zusammengezogen werden
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<
Wibhle beliebiges festes Zp im Gebiet. Definiere Potential als minus Arbeit am Massenpunkt — Abbildung

V(Z)=-— / F(z)d3 (Linienintegral)
Linienintegral kann immer definiert werden, wenn Kurve durch Gebiet mit Vektorfeld verlduft

1 3.2 .3
d3s=dz(s) = <da: de” do > s

ddz’ ddz’ ddzx

Also gilt:

Integrand im normalen Riemann Integral

Wihle beliebigen kleinen Vektor [ und berechne:

1B (7) =~ _<_ /j%ﬁ)
() ()
- —(V(z + T) - V(:z))

Liicke: Wegunabhingigkeit der Definition von V:
Wiihle zwei unterschiedliche Wege (L1, Lo):

d3F — | d3F = fdgﬁ
Lo

i
Rand von X

Ly

Satz von Stokes

zum Beispiel:

»Stokes”



4 Erhaltungssatze in Newtonscher Mechanik 25

4.4 Kurvenintegrale
Jedes Kurvenintegral kann durch Parametrisierung der Kurve berechnet werden. Kurve C' — %(t)

dz =d3

/d§F(f)E di:’F(f):/ dt
. d

4.5 Satz von Stokes
Definition 4.7 (Satz von Stokes)

Beweis

- -\ 3
— Ad'Aa?(V x F) + 0(a%)
= A$1A$2€A3(6 X F’)
- v
A f= Der dem kleinen Flichenelement zugeordnete Vektor
~ A f ( V x 13)

Allgemein steht A? oder d} fiir ein kleines oder infinitesimales Flichenelement, Linge = GroRe der Fliche
Die Richtung des Vektors definiert Orientierung der Fliche (Zum Beispiel Oben = da, wo der Pfeil hin zeigt)
Randkurve: so definiert, dass man von oben gesehen linksherum (mathematisch positiver Drehsinn) lauft

1. Spezielle Lage in unserer Rechnung unwichtig

2. Ubergang zu groferen Flichen durch Aufaddieren

. 2 1
Flache—NA :NNW

> pasF= 3 [af(Vx F)+NO@®?)
Rechtecke Rechtecke i/
Zahl der Rechtecke = O(A)

weil sich nicht "innere Ridnder wegheben”

fasi— Y [aF(9xF)

Rechtecke

fdﬁ“:/d}(

klar

<
L

X
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Glitten des Randes: Zerlegung des Randes A S in kleine Rechtecke A1, A$o
AS= A%+ A3,
F“Ag = F‘Agl + ﬁ‘Agz = ﬁ‘lAgl + ﬁ‘QAEQ + O(A$2)

F , F 1, Fy jeweils am Mittelpunkt der Linienelemente Zahl derartiger Randelemente ~ i = Fehler O(A)

= Auch nach Summation bleibt Fehler von O(A)
Besser wire Zerlegung in Simplices (,Haben sie mal versucht eine Schildkréte zu fliesen?”) 0

Fiir unsere Anwendung: wichtig, dass jede geschlossene Kurve in einem einfach zusammenhzngenden Gebiet,
Rand ist.

4.6 Energieerhaltung fiir Systeme von Massenpunkten

Massenpunkte: Zq,a =1,...,n
Krifte: seien || zu Z, — T (,Zentralkrifte®)
Solche Krifte kann man stets schreiben als:

Fab = _ﬁavab(’@'a - zb‘)

mit:
; o 8 0
Vap = Vba, Vg = [ —, —, -2
b= Vba, V <8x}1 912 m«g)
dazu:
—VaVarl|Fa = Bl) = (= ValTa = 3] Vi1 — Bol)
Dies zeigt:

Wir kénnen passendes V fiir jede Zentralkraft finden. Man berechnet einfach V'’ und sucht die Stammfunktion.
Priife Konsistenz mit 3. Axiom:

_ﬁavabﬂf_ﬁa - «%b‘) = +6bvab(|f_éa - §b|) = +§bvba(‘«%b - jf:a’)

~~

Fab 7Fba
In diesem System gilt Energieerhaltung:
1
E=) T, + §Zvab =Y T,+> V= const
a a#b a a<b
Begriindung;:

E= Z ZoF, +%Z<(§avab) To+ <§bVab) fb)

aFb

- 1 oL AR
= FaPurt 5 3~ Faviia — Furiiy | =0
2 —
a#b a#b Umbenennung ¢/ <> b

11
=W — W - =W
2 2

Bemerkung: Passend gewihltes V,;, gibt das Modell der starren Stangen
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4.7 Eindimensionale Bewegung

+ mit Einsatz allgemein losbar!

+ Startpunkt: Jedes 1-dim. zeitunabhingiges Kraftfeld ist konservativ

E = %:tj + V(xz) = const

b= 2B V(@) = dt= ——
" (B =V ()

dx

VEE- V@)

Integral 16sen, Integrationskonstante und Energie so bestimmen, das Anfangswertproblem gelst

(bis auf Vorzeichen)

t =€

t =t(z) auflosen = x = z(t)v

viel einfacher als allgemeine Differentialgleichung 2. Ordnung

5 Harmonischer Oszillator in komplexen Zahlen

Motivation

Harmonischer Oszillator mit Reibung:

= —w’r —ci

Exponentieller Ansatz:
at

z~e = o +uwiteca=0
gesucht: o, Betrachte Grenzfille:

1. wklein

— o’4+ca=0 —= a=-c = z~e %

2. w grof} (beziehungsweise c klein)
4w ~0

nicht 16sbar!

Aber: wir wissen schon sin wt, cos wt sind Losungen.
Falls jede gesuchte Gleichung l16sbar = Hoffnung auf elegante allgemeine Losung
Speziell: o' = —1 (firw = 1,c = 0)

5.1 Komplexe Zahlen

5.1.1 Ziel

reelle Zahlen so zu erweitern, dass 22 = —1 16sbar
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5.1.2 Naive Definition

Definiere ,Imaginire Einheit” 22 = —116sbar ,1* so dass 12 = —1 Wollen addieren und Multiplizieren, deshalb
erklare komplexe Zahl € als:
Coz=z+w,z,y €R

Wir definieren auflerdem:
« 21+ 20 = (@1 +wn) + (22 +we) = (z1 + 22) + (v + y2)
« 2129 = (21 +wn) (w2 +1y2) = w122 + T10y2 + i xe +wiye = (v122 — Y1y2) Hi(T1y2 + 2201)

5.1.3 prizisere Definition

« o«

Definition 5.1 (Korper) Korper (,Field”) ist eine Menge K mit zwei binidren Operationen (,+,-“), so dass:

ca+(B+y)=(a+p)+y (Assoziativitit)
ca+pf=F+a (Kommutativitit)
«d0eK:a+0=aV« (Null)
«Vaid(-a)e K:a+ (—a)=0 (Additives Inverses)
s (a-B)-vy=a-(B-7) (Assoziativitit der Mult.)
ca- =0« (Kommutativitit der Mult.)
«dleK:1l-a=aVa (Eins)
« Va # 0daleK:a-al=1 (Inverses der Mult.)
ca-BHy)=a-ft+a-y (Distributivitat)

Wir kennen bereits:
c K=Q (rationale Zahlen)
. K=1R (reelle Zahlen)

Definition 5.2 (Komplexer Zahlenkorper) Komplexe Zahlen sind die Menge C = R x R = R2 mit den
Operationen

o (z1,y1) + (22,92) = (21 + 22,91 + y2)
s (x1,91) - (x2,92) = (1 -T2 — Y1 - Y2, %1 - Y2 + T2 - Y1)

Das ist dquivalent zu unserer ,naiven Definition“ z = = + 1y

Aufgabe: Priifen sie, dass die Axiome erfiillt sind!
Schwierigster Teil: Multiplikations-Inverses, Idee / Vorschlag:

L Y

1
= —1
$2+y2 $2+y2

= (x4 "

C = R? = Darstellung durch Vektoren in Ebene liegt nahe.

« Addition: = Vektoraddition
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+ Multiplikation: Betrige der Vektoren werden multipliziert, Winkel ,arg” werden addiert.

cargz = ¢
e Rz=1=x
. %z:y

A= T

Ubliche Funktionen (exp, In, sin, cos) konnen mittels ihrer in R bekannten Taylorreihe auf C iibertragen

werden
Besonders wichtig:

Brauchen ¢*1% = ¢? . ¥

Nachrechnen:

Binominialkoeffizient
n n!
(k ): El(n—Fk)!

englisch: n choose k”

durch Umschreiben der Summen erhilt man:

o n
nk w™ k
N Z Z k! (n—k)!
n=0 k=0 ( )
[CSINe'S)
Zk wl 2w
= —— =¢’¢
kU I
k=0 =0
Insbesondere:
komplexe Zahl e vom Betrag 1
z T+ T 2
ef =" = ¥ ¥
~—
reelle Zahl
In der Tat:

2k > (Zy)2k+1

wo )"~ w
=D _Z(2k)!+z 2% 1 1)!

n=0 k=0 k=0 (
YV S Wi
o | |

— (2k)! Pt (2k + 1)!
= cosy +siny

— Eulersche Formel
e’ = cos ¢ + 1sin ¢
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5.1.4 Zusammenfassung:

¢’ = cos ¢ + 1sin ¢
W= e® = %W — |w’€iargw
lhw=z=z+w=In|wl +rargw
Problem: arg w und deshalb In nicht eindeutig definiert

Losung: Definiere arg w € (—, )

5.1.5 Fundamentalsatz der Algebra

In C hat jedes Polynom
n
P,(z) = Z a;zt
=0

eine Nullstelle zg
In der Tat hat es sogar n Nullstellen:

Pa(2) = (2 — 20) - Poci(2)

Hat wieder eine Nullstelle, usw.
(Man sagt: Korper € ist algebraisch abgeschlossen)

+ Es gibt auf C wichtige Abbildung: ,komplexe Konjugation®
P Ay

Definiert durch: .
(@ +w)" = —w, (/w”) = pe”'?

also auch
(2")" =2

5.1.6 Quaternionen
1,i—1,i,5,ki?=52=k=—-1
ij =k, ji=—k,jk=1i,...
5.2 Anwendung auf harmonischen Oszillator
Erinnerung: physikalisches Problem:

4 ct+wler =0

Fall § > w (Kriechfall)
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—> 2 linear unabhingige Losungen, also allgemeine Lésung durch lineare Superposition

= exponentielles Abfallverhalten, ohne Oszillationen

2
izy/wz—%z—gizw

_c _c ~ . ~
T12=¢€ 2teWt — =2 (cos £0t + 1sin £0t)

Fall § < w (Schwingfall), \/—x = 2/2

Ql2 = —

o

— <t ~ .~
x12 =€ 2'(coswt = 1sinwt)

Durch Linearkombination — 2 reelle Losungen:

T = e~ 3% cos wt; To = e~ 2t sin ot
— allgemeine Losung durch Linearkombination
— gediampfte Schwingung
Fall % = w (aperiodischer Grenzfall)
a1 = (9

= Nur eine linear unabhingige Losung, brauche weitere Losung um allgemeine Anfangsbedingungen zu
erfiillen

Idee: Betrachte Schwingfall Losungen firw — 0

Taylor:

t. —5t

cos;vzl+(9(x2); Sinx:$+(9(1:3)
:>a:1:(37%, x2:e§~t

w

= Wieder asymptotische Annidherung an 0 ohne Oszillation

5.3 harmonischer Oszillator mit periodisch treibender Kraft

Inhomogene Dgl:
1
i+ ek +wlr = —F(t), F(t) = fe!
m
Ansatz:
z(t) = Ae®!
= (A(—w2 + cw + w2) - f) e t=0
m
1
A—wwzi-z -
m — W+ cw
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mit
1 a—1b 1 a—1b

a—+b afzba+zb: a? — b2

und elementarer Algebra findet man den Realteil der Lésung;:

R (t) = |A| coswt + ¢

Al =

Allgemeine Losung ergibt sich, indem man zu dieser partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung addiert.

Wichtig: Langzeitverhalten ist durch die partikulire Losung bestimmt = Resonanzkatastrophe bei c —
0&w — w

6 Symmetrie der Raum zeit

6.1 Matrix, Determinante, Inverse Matrix

Definition 6.1 (Permutation) Eine Permutation (Bez: o) von n Elementen ist eine umkehrbare Abbildung
einer Menge von n Elementen auf sich selbst:

Menge: {1,...,n},Abb:o : {1,...,n} = {1,...,n},i— oi

oft niitzlich: Man denke an die elementweise Anwendung von o auf {1,...,n} :— {o(1),...,0(n)}

Eine Permutation heift gerade (sgn(o) = 1), falls sie sich aus geradzahlig vielen Vertauschungen von Nachbarn
ergibt. Zum Beispiel ist 123 — 312 das Produkt von 123 — 132 und 123 — 213:

123 — 132 — 312
Definition 6.2 (Levi-Civita-Tensor)
g7()-0(") = gon(g)

Insbesondere: 12" = 1

- Eine (n x m)-Matrixist ein Schema A% von Zahlen, die jeweils Eintrag i in Zeile i und Spalte j bezeichnen.
+ Man kann eine (n X m)-Matrix mit einer (m X p)-Matrix multiplizieren:
(AB)7 =) A*BM
k=1

das Ergebnis ist eine (n X p)-Matrix

Definition 6.3 (Determinante) Fiir quadratische ((n x n)-Matrizen) definieren wir die Determinante:

det A = isil'“i"AiljlAm2 ... Alndngiign
n!i

n-dim. Levi-Civita-Symbol

Damit erhilt man:
Determinante einer (1 x 1)-Matrix: die Zahl selbst.
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Erstes nicht triviales Beispiel: (2 x 2)-Matrix

11 12 1 .. . .
detA — det <j21 ﬁ22> = E&ZJAZkA]lEkl
— %(812A11A22€12 +512A12A21€21 + 621A21A12512 + 521A22A11€21)
— %(AIIAQQ + A12A21 o A21A12 + A22A11) _ A11A22 . A12A21

Man tiberlegt sich leicht:

det A= sgno A7 A2 o)

Also: n! Summanden, Jeder ist Produkt von je einem Element aus jeder Zeile und Spalte der Matrix. Vorzeichen
ist Vorzeichen der Permutation (sieche unten)

Beispiel 6.4 ((3 X 3)-Matrix) Rechenschema:
All A12 A13 All A12
A= A21 A22 A23 A21 A22
A31 A32 A33 A31 A32
det A = AT AZ2A33 4 AZAB A3 |
Betrachte nun den Ausdruck:
gitizein fi1f1 fi2j2  Aindn — gili2.. gi2j2 g@1j2
— glelie. gl2d2 gl2J1 = _ghii2-in gU1J2 AT2J1  Atndn

Vorzeichenwechsel durch Vertauschen zweier Indizes, obiger Ausdruck ist total antisymmetrisch”

Totale Antisymmetrie ist die definierende Eigenschaft von €. Sie bestimmt jeden Ausdruck mit u Indizes bis
auf Vorfaktor. Deshalb:

gll-in AU Aindn — gd1-dn
Multipliziere mit £71Jn:
nldet A = celtingli-in — cpl
— alternative Formel fiir det A:
ehin ANTL [ Atnin = (det A)e?tIn

Zentraler Fakt: A invertierbar <= det A # 0
Inverse Matrix:

1

(A = o Dideia

gjiZ-uinEijQ”-jnAinQ . Azn]n
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Priifen:
(A_l)ijAjk = (n = 1;! detAsjh“‘i"5ij2"'j7LAjkAi2j2 ... Afnn
- (n— 1;! det A (det 4) %/—’Ekhmjngij%mjn
(n—1)15ik
— 52]@\/
Kommentar:
7(71 i 1)!eiiQ“‘i”sjj“’“'j"AinZ .. Alndn

= (1) det | M(i, )
1
Matrix der Cofaktgren

Matrix der Cofaktoren ergibt sich aus A Streichen von Zeile ¢ und Spalte j

6.2 Der Euklidische Raum

—

physikalischer Raum: V' = R3 mit Skalarprodukt 2, §j — 7 -
Unser Ziel: Symmetrien, also Abbildungen R : V' — V| Z —
Das heifit:

37 — xiyi
7/, welche die Struktur des Raumes respektieren.

R(aZ + fZ) = aR(Z) + BR(Y)

R(Z,9) = 2§ = R(z)R(y)

<l

Sagt nur: Zahlen transformieren nicht
Zunichst nur Linearititsbedingung (wird respektiert von allgemeinen linearen Transformationen)
' 2’ = R

oder
331 .’Ell Rl 1 o Rln

" zm Rnl ... Rmm

Symmetrie: Lineare Transformation: 7 — R(Z)
konkret: 2" — z'* = RV a7

xt L RY ... RIn xt
" /" R .. Rm™m "

Kurzschreibweise:

« hier: GroRfbuchstaben = Matrizen
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 Kleinbuchstaben = Vektoren
Beispiel 6.5 (n = 2)
21 = Rl 1 4 Rl2,2

$/2 — R21I1 + R222U2

(1) = )= 0:0)-0)

Transformation der beiden Basisvektoren

Jeder andere Vektor ( (g)) ist schreibbar als v <(1)> + 05 <(1)> . Er transformiert demnach gemif}

(3) = () (2) = ()

Wichtig: Symmetrietransformationen miissen verkntipfbar sein:

Ganz explizit

Dazu: Betrachte zwei Transformationen:
R1 ZxHRlx;RQ:I‘l—)RQJ}
zZusammen:

R1 0R2 s RgRlx

Die Komponente 7 des entstehenden Vektors ist:
(ReRiz)' = RY (Riz)! = Ry R{*a*

Man kann die Abbildung z +— RgRsx auch ,in einem Schritt” als Transformation durch die Produktmatrix
Ro R realisieren:

(RoRya)' = (RYRI) o*
Produktmatrix
Die Produktmatrix ist (RyRy)" = Ry lek = RY Hinweis zum expliziten Rechnen:

R RE RE
R R? R®
R R® RP

R RE R\ (R RP RY

R R2 RP| (R} R2 RP

Ry R® RP) \R} RP RP

Fiir den Begriff der Symmetrie brauchen wir Invertierbarkeit. Wir nennen eine Transformation beziehungsweise
die entsprechende Matrix R invertierbar, falls es eine zweite Matrix R~ gibt, so dass

R 1oR=id (Identitatsabbildung)
(Rfl)URjk _ 1k = gik
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Wiire Linearitit die einzige wichtige Eigenschaft: dann wiren die Symmetriefunktionen alle

R e GL(n)
1

Menge aller invertierbaren n X m Matrizen

Wir brauchen zusitzlich: 4 -

1y = R(Z)R(Y), R(x)' = RY x j
Dazu wichtige Schreibweise -

(M T)Z] = M7* (T fiir transponiert)

l,Z

auch:x = [ ... | ,2"= (:Cl . :z:”) Esgilt: 29 = 2Ty = 2y
l;n
es gilt weiterhin:

Nebenrechnung

((am)") Y = (ABY = ahpit = B pIk = (BT) (A~
— (BTAT)ZJ
— (AB)T = BTAT

Ziel: 2T RT Ry = 2Ty, soll gelten fiir beliebige x,y. Dies gilt genau dann wenn RTR=1
(RT)ikRkj _ it
RFRRI — gii
wenn AB = 1,soauch BA =1
Symmetrien des euklidischen Raums: # — Rz mit R’T = 1 R € O(3) Cc ULU3
6.3 Symmetriegruppe (M)

Symmetrien in Physik und Mathe — Gruppen
Bisher:

« Matrixgruppen
- GL(n)- Symmetriegruppe des Vektorraums R"

- O(n)- Symmetriegruppe des euklidischen Raumes
Allgemeiner: Eine Gruppe ist eine Menge GG mit einer Bindren Operation G x G — G fiir die gilt:
«(a-b)y-c=a-(b-c)

« deeG:a-e=¢e-a=aVa(,Eins"
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-VaeGIaleG:a-al=atla=e
Eine Gruppe heifit ,abelschfallsa - b = b - a V a, b Beispiele dafiir:
» R\ {0}, R\ {0}, €\ {0}
Falls sie statt ,,-“ die Operation ,+“ zur Gruppenoperation erkliren, dann sind
- QR,C,Z
Gruppen mit +
Definition 6.6 (Korper) K mit Operationen +, - ist ein Korper falls:
« (K, +) ist abelsche Gruppe (Eins = 0)
« (K \ {0}, -) ist auch abelsche Gruppe

« Distributivitit

GL(n) ist eine (nicht abelsche) Gruppe. Miissen priifen: A, B invertierbar —> A - B invertierbar. Wir
geben das Inverse zu A - B einfach an:

(B'AY(AB)=B'(AA)B=B"'B=1

G L™ (n)- orientierungserhaltende Untergruppe = alle A in GL(n) mitdet A > 0
O(n) ist Untergruppe von G L(n). Miissen priifen dass A, B orthogonal = A - B orthogonal. Dazu:

(A-B)"(A-B)=BTATAB=B"B=1

Wichtige Untergruppe: Spezielle Orthogonale Transformation SO(n)
Diese Transformationen erfiillen: det(R) = 1
Dazu zwei Fakten: det A7 = det A, det(AB) = (det(A))(det B) Damit folgt aus R R = 1

det(RTR) = det(RT)(det R) = (det R)> = det R = 1,det R = +1

= Matrizen in O(n) mit det = 1
Speziell in n = 3 (3d-Raum) wird die Reflexion beziiglich y,z Ebene beschrieben durch:

-1 0 0
R, =10 1 0],detR;=-1
0 01

Fakt: Jedes Element von O(3) ist schreibbar als R oder R - R, mit R € SO(3), SO(3) sind ,echte” Drehungen.
Uberlegen Sie sich, dass R € SO(2) allgemein schreibbar ist als

__(cos¢ —sing

~ \sing cos¢
Identifizieren sie SO(2) mit folgender Menge

{zeC||z| =1}

Die Gruppenoperation soll der komplexen Multiplikation entsprechen
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6.4 Tensoren

Ein Tensor von Rang (oder Stufe) 1 im n-dimensionalen Vektorraum V' = R" ist eine multilineare Abbildung:

t:VxVx..xV-—=1R

m-mal

Praktisch: , .
t: (f(l), f(g), cey f(n)) — til-uimlel) .. $z’:1)

Beispiel 6.7 + Euklidisches Skalarprodukt: V' x V' — R
5:(f,y)r—>5ij$iyj5 Z-yeR

« Noch einfacher:
t:V—)R:tz‘f—)tlmlER

Die Menge solcher linearen Abbildungen bildet auch einen n-dimensionalen Vektorraum, den sogenannten
Dualraum V* (zu V') Notation: t = {t1,...,t,} € V*

Erinnerung: Z = {a!,... 2"} €V
Oben(Unten schreiben der Indizes macht die ,natiirliche Wirkung®) von t auf # besonders deutlich: ;2" €
R

— oben: kontravariant
- unten: kovariant (— Co-Vektor € V'*)

Fiir und: enorme Vereinfachung:
Wir haben immer euklidischen Raum und damit die besondere Rolle von 6;; und die inversen Matrix */

5,00 = gk = (1’?)

1
Dies erlaubt uns Indizes beliebig zu ,heben® und zu ,senken®:
t'=0"t;, 2 = 6527

Damitkonnen wir V und V' * identifizieren. Wir kdnnen auch alle Tensor Indizes beliebig oben oder unten
schreiben. Wir werden zur Vereinfachung weiterhin schreiben

Y= :clyz( eigentlich :L‘iyj&j)
(Mehr zum Dualraum in Lineare Algebra)
Fiir uns: Tensor der Stufe 1: ist Vektor
t: i tr' =t eR
Wichtig fiir uns: Resultat von Anwendung eines Rang-1-Tensors auf Vektor ist invariant unter Drehungen:
r— Rx;t— Rt
z— 2 = Rx,z¥ = RV4I

Invarianz:
t'e =t"RT Rx
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Betrachte einfaches, allgemeines Beispiel fiir Tensor der Stufe 2:

t=UWeVeV
t:(Z,9) —~ (u'vw!) - (2'y) = (d-

81
SN—
~—~

S
<
SN—

mit tY = u'w?

=14 xiyj

Grob gesagt: V' ® V ist die Menge aller Linearkombinationen von Elementen wie U @ W
Transformation von t¥ = u'w? unter Drehungen:

#9 — i) i Rikyk Rily! = Rk Rilgkl
Invarianz von t( Z, §) :
#(Z,7) — (Rt)(Re, Ry) = (R““rjltkl> (RP2?) (Ri%y9)
_ (Rik:Rip> (lequ> £l gy
= ghpglaghlypya
— thlgkyl
=4(Z,7)
Allgemeine Transformation eines Tensors unter Drehungen:
t =t/ = Rt,¢"tm = R RimImgItdm

Invarianz von t(ﬁ(l), cee ﬁ(m)) folgt wie oben.
Fortgeschrittener Kommentar: Gruppe wirkt auf Vektoren aus K = Darstellung

Fiir unser Beispiel der Wirkung von O(n) auf R¥ war das ,offensichtlich“ mit Tensoren haben wir ,nicht

triviales Beispiel fiir Darstellung”

Darst. .
ReO(n) ™" D(R) € n? x n*-Matrizen
Elemente R%/ Elemente D(R)%"*!=Rik Rjl

Dieses D(R) wirkt wie oben beschrieben auf Tensoren:

47 D}Q;u) D(R)z’j,kltkl

D(R) ist eine Darstellung von O(n), die verschieden ist von der ,definierenden” Darstellung

Transformation von §%

= (" ist ein invarianter Tensor

weiteres Beispiel: (fiir m = n: Levi Civita-Tensor)
Wir schreiben nur m = n = 3 Fall aus:

e(Z, 7, 2) = ekalyl 2k = 2iclFyi b — 2(5 x 2)
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Transformation:
g/i2is — piii Ri2jz pisis cjijeds — sitizis det(R) = gliiiais
+
R e SO(3)

Fakt: Falls ¢1, t2 Tensoren vom Rang m 1, ms sind, so ist das folgende ein Tensor vom Rang m + mg — 2I;:

til...lﬂurl...th'él---zl]l+l---]m2 —_ til+1~--im1jl+1-"jm2
Anwendungen: d X ¥ ist ein Pseudovektor:

(@ x 5’)i = sk = elhalyh — LRI = 2R (G x E)l
¢
falls Spiegelung

6.5 Galilei-Transformationen

Bisher: R3 mit Symmetriegruppe O(3)
Jetzt: Physikalische Raum Zeit: Zusitzlich: t € R
Punkt 7 € R3 ™% Ereignisse (t, ) € R x R3
Miissen abschaffen: 0 im Vektorraum. In der Tat: | Z|,|7| sind unphysikalisch, physikalisch ist nur |7 — 7|,
ebenso ist nur ¢; — to physikalisch
—> Symmetrietransformationen:

1. Rotationen: (¢, z) — (¢, Rx), R € O(3)
2. Translationen: (t,2) — (t + s,z +y),s € R,y € R® = Abschaffungder 0 € Rund 0 € R?,
3. Boosts: (t,z) — (t,x + vt),v € R? ,zeitabhingige Verschiebung”

Die Galilei-Gruppe G ist die von 1., 2. und 3. ,generierte Gruppe. Nicht trivialer Fakt: Jedes g € G ist
Boost Rot.

schreibbar als ¢ = g3 © g2 © g1 Man muss dazu unter anderem zeigen, dass es zu einem g2 © g1 © g5 € G ein

1
Trans
g5, g1 gibt, sodass ga 0 g1 0 gh = g4 o g
,Boost” = Zunahme (der Geschwindigkeit). Boost einer Trajektorie: (¢, Z(t)) — (¢, Z(t) + Tot)
B=Z(t) — ¥ = Z(t) + To
Boost zerstoren das Konzept der Gleichortlichkeit: Seien (t, ), (¢, ) zwei Ereignisse am gleichen Ort. Boost
= (t,z + vt), (', z + vt’), nicht mehr am gleichen Ort

6.6 Affiner Raum

Definition 6.8 O(3) Symmetriegruppe des euklidischen Raumes. , Elegant!”,

Besser: Definition des affinen Raumes: Gegeben sein Menge A, ein Vektorraum V' und eine Abbildung A X
A=V, (PQ)— PQ sodass PQ + QR = PR. Auferdem: Zujeden P € A, V solles eindeutigein ) € A
geben, sodass = P(), das Paar (A, V) heift affiner Raum

Beispiel 6.9 Zu jedem Vektorraum gehort ein affiner Raum: Wahle A=V, V x V -V (Z,9) — J — T

Sei (A4, V4) ein 4-dimensionaler affiner Raum. (Man denke zum Beispiel an den zu R x R? gehérigen affinen
Raum)

Physikalische Raumzeit: (A(4), V(4)) mit
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1. Eine lineare Abbildung V* — R (,Zeitfunktion®) (im konkreten Beispiel: (¢, z), (¢, 2)) + t' —t)

2. Sei V) - V®) der Raum von Pfeilen zwischen gleichzeitigen Ereignissen (v € V) heiflt T(v) = 0)
Dann hat V ein Skalarprodukt, ,Abstandsfunktion®. Im konkreten Beispiel: (¢, ), (¢, 2) — |z — 2|

Zusammen bilden 1.und 2. eine Galileische Struktur. Die physikalische Raumzeit ist (A(4) , V(4)) mit galileischer
Struktur
(G sind die Transformationen des (A(4), V(4)), welche seine Galileische Struktur respektieren.

6.7 Dynamik

Dynamik soll invariant sein! Betrachte Trajektorie, die die Bewegungsgleichung erfiillt:

- ez o
Transformierte Trajektorie:
()= (t+s,RE(t)+ §+ 0(t+a))

Dazu:

d2 A2z
=m—s = mfracd®dt*(RE(t) + §j+ ¥(t + s)) = mR

a2 4’z
2 dt

7 = RE(t, Z(t))

—> Newtonsche Dynamik ist invariant falls Krifte wie Vektoren transformieren. (hatten wir schon verlangt)
Bei Systemen von Massenpunkten mit Zentralkriften ist die Kraft gleich dem Gradient, sie besitzt automatisch
Vektor-Transformationseigenschaften

Wir fordern bei
d?z

5z = RE(tE(1))

mR

eigentlich
RE(, Z(t)) = F'(t',2'(t))

Wichtig: Die Transformation von F beinhaltet nicht nur Drehung, sondern auch Transformation iitber das Argument.

-

Betrachte zur Vereinfachung R = 1 — F’(t’, )= F(t, @)

Geschwindigkeitsabhingige Krifte: zum Beispiel Reibung

F’R:—a T— i
i
Mediym

6.8 Zusammenfassung:

All gemeingiiltiges Schema:
+ Beschreibung der Bewegung festlegen (Spielfeld) (hier: affiner Raum und Galileische Struktur)
+ Identifikation der Symmetriegruppe (hier Galilei Gruppe)

+ Invarianz der Dynamik priifen beziehungsweise fordern (Spielregeln) (Newtonsches Grundgesetz)
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7 Wechsel der Koordinatensystems und Scheinkrifte
7.1 Wechsel des Koordinatensystems im euklidischen Raum
V=R"n=3
Bisher:
Immer feste Basis
r! 1 0 0
T= |22 =2t o] +22 (1] +2® 0] =2
3 0 0 1
{e'}- durch ,i“ nummerierte Basisvektoren.
Wichtig:
+ In Physik gibt es keine ausgezeichnete Basis.
« konnen Basis / Koordinatensystem wechseln
é»/k‘ — le ék
(analog zu 7 = ' €’) Wichtig: { €'} wieder Basis <= R € GL(n)
Hier: euklidischer Raum: Orthonormalbasen: &' &/ = §%
Wenn { €'} Orthonormalbasis, so wird { €'} auch eine sein, falls R € O(n)
g — (Rik §k> (le éz) _ Rk Rpilgkl — sii
Wir kénnen festen Vektor Z beziiglich neuer Basis zerlegen:
i=a"¢" =2"RVE =27 &

— 2/ =2"RY

-(RT ik . ik . ;

( ) 7 (RT)] _ x/sz] (Rt)]k

2% = RFiyI (gleiche Formel, wie bei Drehung um R)

Dies ist nicht unerwartet, da { €} aus { €'} durch Drehung R~! hervorgeht:

*Dazu*: Die Vektoren { &} haben beziiglich der Basis { €'} die Komponenten §/:

g =s7el (&) = oY

é»/i — Rl] é’j’ (é’/l)] _ RZ]

also gilt:

— Behauptung ist gezeigt
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7.2 Aktive und Passive Beschreibung von Symmetrien

« Aktiv: Transformieren physikalisches Objekt

« Passiv: Wechsle Koordinatensystem

Beispiel 7.1 ()
« Aktiv: x — 2’ = Rx. Symmetrieforderung: 7' - ' = T - ¥, also: Skalarproduktinvarianz
« Passiv: 7 fest. Komponenten (Es gilt: ¢ = R% &)
- 2% in Basis {€'}
- 2" = RY27 in Basis { €}
Symmetrieforderung: Mathematischer Ausdruck fiir Skalarprodukt soll in neuen Komponenten die gleiche

Form haben. In der Tat:
—alt Z- g =zl
~ new: g = iyl = (R—l)ijx/j (R—l)ik’y/k = 2liyliy
Beispiel 7.2 (Galilei-Transformation) « Aktiv: (t, z(t)) — (t + s, Rx(t) + y + (t + s)v). Symmetrieforderung:
Neue Trajektorie ist auch physikalische Bewegung.

« Passiv: Sei Zg = d + bt der Vektor, der vom alten zum neuen Koordinatenursprung zeigt:
T (a n Et)
Bezeichne Komponenten von Z,, beziiglich der neuen, gedrehten Basis mit 2"/
P(t)=A(x—a—bt)=Rer+y+uvt

mit R=A"!,y = —A"'a,v = — A~ 'b (kénnte auch noch Uhren umstellen — s)

— Transformation sieht formal so aus, wie im aktiven Fall
Symmetrieforderung: ,Newton“ soll gleiche Form haben: Priifen dies:

F F
i' = Ri = R— = —
i m m

noch”zeitunabhingig

7.3 Beschleunigte, nichtrotierende Koordinatensysteme

keine Symmetrietransformation! Nichinertialsysteme!
Zo(t) beschreibe Bewegung des ,neuen” Ursprungs

Tr=To+ T = I =1 — vxg (Inertial)
mx=mi; —mig=F+ Fy
+
Scheinkraft
F,=—mZy

= Im Nichtinertialsystem bewegt sich ein Punkt so, als gibe es eine zusitzliche Kraft: mz=F+ F,
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7.4 Kleine Drehungen
Definition 7.3 (Spur)

Mii = Sp(M) = Zai

sp(M) wird als Spur bezeichnet, und entspricht der Summe iiber die Diagonalelemente

rotierendes Bezugssystem (NIS)
Drehungen: R(t) € SO(u), RTR = 1 firt ~ ¢, R(0) = 1

R(e) =1+4¢eM + O(&?)
R(RT(e) = (1 +eM) (1 +eM”) =

—l+elM+MT )21
0

= M ist antisymmetrisch!, M;; = —M;;. Es gibt Ny = w linear unabhingige Basismatrizen 7,.

Beispiel 74 (n = 3) Firn =3 : Ny = 3:

0 0
M = Eatatl 0 0 t2 =
0 -1
(T3) 1 = €ijik
0
e=1g |0
1
0 10 1 7 0
R(&) =1+ —10()+OQ$): 110 +OQF)
0 00 0 0 1

cos|e| sin|el 0
— [ —sin|g| cos|? O +OQ#)
0 0 1

Anwendung:

( ﬁ¢)” = 0;j — APrEijk
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Trivia: Wenn jemand mit Deltas anfingt, dann hort er auch mit d’s auf.

v(t) =v

v
Bt + A — B(t) (R A¢) - ]1) Ay L dw
1 = = -_— prd = —
AtS0 At At CT AL TR T
=
w
Ao _dd_
D = 1 _— — =
YT A0 At t ¢
7.5 Rotierendes Koordinatensystem
In diesem Abschnitt sei ry, w, € R3
r1: Geschwindigkeit im Inertialsystem
Im Inertialsystem
rr=7To (t) +rN
=7ro(t) + R(t)r
Newton im Inertialsystem
mrr = Fy
= mrp+(R-r)"=Fr=R-F
. t+ At) — R(t
R(t)-r = lim R(t+ At) - R( )'r
At—0 At
wichtige Formel: R(t) - 7 = R(w x r), damit erhlt man:
R(At) -1
_ (<A>t)R(t)r — wis X R(t) -7 = (Rw) x (Rr) = R(w x r)
{

Rw
(Rr)" = (RT + Rf) = (R(w x r) + RF) = R(w x r) + R(@ x r) + R(w x ) + RF + RF

=R(wx (wxr)+wxr+2wxr)+7)

N ) ——— ———

FZent'rifugal FCo'riolis ETangential

Bemerkung 7.5 (Zentrifugalkraft)

F.:
(—w X (WX 7)), = —€ijkWiElm;WiTm
= —(01k0mi — Omk O )WiTmw;

= —(wr)wg + (w2)

firw L r:

;‘ijl
Il
3
&
=L
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Bemerkung 7.6 (Corioliskraft)

F zum Beispiel: 7 L w

F. = —2m|@||3|es x &1 = 2m|w||wv| &,
7.6 Trigheitstensor
Massenpunkte bei 7,

i A?a_&xq A7,
atso At T A T Tar T

ma ( -, Ma , .,
Eiin = >0 22 (72) = 30 5@ x )
a a

m,
= Z ffijkfflmkwi(?”a)jwl(?“a)m

mg
=> ~ (Gjmij = Gjudim)wiwi(7a) j(Ta)

1 1
= ; 3 Ma (Aiﬂ”g - (ra)i(rtl)j)wiwj = §Iijwiwj

I 7
=—w' [
2w w
= /dgrp(r)(]l?2 —7® ?T)
+
Massendichte

Lij = /d37"p(7")(7_‘25i' — rirj)

ke — N (stgimetn ...
57 =i
8 Zentralkraftproblem

8.1 Motivation

fir Krifte zwischen Massenpunkten die parallel zur Verbindungslinie wirken: Potentialbeschreibung
Fi=-ViV(|Z1 — Z2|)
1

z

[y

Besonders wichtig:

Vir)~ -

r
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Beispiel 8.1 (Gravitation)
S o GNnmima
V(1 - Ta)) = —=——=—
|71 — T2
- -2 — Zo
Fi1=————"3F,mimy
|21 — T
B — 9 Gn
fl - £2| (51 — 52)2
Nichttriviale Aussage: ,trige Masse = schwere Masse*
Beispiel 8.2 (Elektrostatik)
_ 4142
471'8’551 - fz‘
Vereinfachung:
1. Masse ms bei 0 fixiert
2. mo > my — analogzu 1.
Gymim Gpmim
| 2 r
8.2 Zweikorperproblem
Lassen Bewegung beider Massen zu
mia %1 = —V1V<‘i"1 — 552’)
mgég - —VQV(|£_E"]_ - 552|)
Betrachte passende Linearkombination:
5 1 = = = 1 = o o
F1— Fo = —(—VV(|:B1 - x2|)) - 7(—v2(|x1 - 3:2|))
mi ma
1 1 = o
— (i ) (920021 - 22D)
mi Mg
~———
-1
Man erhilt Gleichung fiir die Relativkoordinate” %1 — %o
1 - 1 1 1 mim
(Z1 — Z2) = — (— VV (|7 — 52|)> —= =12 (Reduzierte Masse)
m m mi mao mi + mso

Zusitzlich: Addition der beiden Gleichungen gibt:
mi %1 + my %2 =0
— 7,=0
Mit Zs = Schwerpunktskoordinate, bewegt sich frei
L _ miTi + maly
Tg= ————=
mi + ms

= Das zu losende Problem ist also nur die Bewegung der Relativkoordinate

mz=—VV(|Z

Das ist Zentralkraftproblem mit urspriinglichem Potential, aber mit der reduzierten Masse
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8.3 Allgemeine Koordinatensysteme

Kenne bereits: C' = R?

ot =Rz

2 _ o

x° =Sz
=

r =z

¢ =argz

,Polarkoordinaten®, sind einfaches Beispiel fiir mogliche allgemeine Parametrisierung,

Beispiel 8.3 (Zylinderkoordinaten)

T = 17Cos¢
z? =rsing
3=z

Wichtig: Eineindeutige Abbildung (xl, x2, :cg) < (7, ¢, z) (und allgemein). Hier:

r =/ (x1)? + (22)?
2
x
¢ = arctan =1

Z=T

Beispiel 8.4 (Kugelkoodinaten)

z! = rsinfcos¢
z? = rsinfsin ¢

22 =rcosf

8.4 Zentralkraftproblem

(Nach allgemeines V'()). Wir wissen bereits:

L =7 x P = const, p=m7, ¥ = Koordinaten des Teilchens

Es gilt L1 7#AL= const = Bewegung in fester Ebene. Also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist

die Bewegung in der (1 — 2)-Ebene. Auferdem: Problem rotationssymmetrisch.
= angemessene Beschreibung: Polarkoordinaten (Winkel und Rotation)
naiv:

mz = F(2)

< 8t

durch 7, ¢ ausdriicken

eleganter: Weiter mit Drehimpulserhaltung (wieder: Z — 7)

L = const, const = ‘L‘ :m‘?x ?‘ =mr-rd =mrip
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Nachrechnen:
7= (rcos ¢, rsin @)
= (?cos 6, T'sin (b) +  (r(—sing),rcos @)
|# — Ra diageschwin digkeit 1 7# = Tangentialgeschwindigkeit
Insbesondere:

rgf) = Betrag der Tangentengeschwindigkeit

Konstanz von ‘ f/‘ geometrische Interpretation:
Berechne die von ,Leitstrahl” in Zeit dt iiberstrichene Fliche: ,Die Flichengeschwindigkeit ist konstant® (2.
Keplersches Gesetz)

1
df = §rrdqb
d 1,
d—{ = §r2¢) = const
Energieerhaltung:
E = %7‘0’2 +V(r) = % (7‘«2 + 22+ V(r) = const)

Kombinieren mit Drehimpulserhaltung gibt: (L = ‘ E‘)

B L
mr?
m o, 2
E:ET R w— +V(r)
Definiere:
L2
Ur) = 5 + V(r)

— Energieerhaltung:

B =2+ U(r)

Dies ist die Energieerhaltung fiir das ,effektive 1-dimensionale Problem mit dem effektiven Potential®. Dieses

dr
Jo-] it

— r=7(t) = ¢(t) = &(t) (Integrieren)

ist allgemein losbar mit

Damit ¢ = t(r)

Explizit losbar: V ~ 1V ~ r?
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8.5 Qualitative Losung des Zentralkraftproblems

E:mﬂ%—U(r)

2
L2
V() = 5oy 4 V()
L? «
=z (Kepler)

o = gNm1ms
« Fall1: E > 0 — minimales, aber kein maximales r
o Fall2: F < 0 — 7 zwischen zwei Extrema

Vo~ % —> keine Periheldrehung.
allgemeiner: Periheldrehung triff auf! (kein Schliefen der Bahn)

8.6 Kepler-Problem: Bahnform

m .o L2 a
F=m o T
. L2
E=0=mri— 37’+T—2r
. L? o
mE= s e
Schreibe % in dd—¢ um, da 7 () nicht l6sbar:
d do d
L od

speziell:

O L? a1
mr2dg? \ r
L2 a2 [1\  L* «
mr2dg? \ r mr3 12
dz /1 1, ma
de2\r) r L2
Definiere u = 1, d%( L) =)
W = —u mo



8 Zentralkraftproblem 51
harmonischer Oszillator mit dulerer Kraft, weiter mit w = u — %
w” = —w
Allgemeine Losung:
w = Acos ¢ — ¢g
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit: ¢g = 0, so dass
1
o % = Acos ¢
1
r =
73+ Acos ¢
- p
r = —
1+ ecos¢
LQ
p=—
mao
2FEL?
e=1/2+ 5
mao
Herleitung der letzten Formel fiir e:
leite nach ¢ ab:
r=—2
1+ecoso
Diese verschwindet bei ¢ = 0. Dort gilt dann:
L2
E= @
2mr?  r
L2
1+e 1+4e
Beides zusammen ergibt:
2EL2
e=1/1 3
mao
8.7 Kegelschnitte
Kreis, Ellipse, Parabel, Hyperbel
_ p
"= 1+ecoso
+ Kreis: e = 0,7 = const, physikalisch: £ = U,
« Ellipse:0 < e <1 = 7 beschrinkt
p
¢ " 1+4+e
(Z) = 7T — T = p
1—e
i (Perihelabstand)

1+e



8 Zentralkraftproblem 52

Auferdem

) 1 1 %
a = —_ =
p 1+e 1-—ce¢ 1—e2

=dv?
01
dr
1 2 1
y2:(r51n¢)2:r2(1—0082¢) :r2<1—2(p—1> >:r2—2(p—7")2
e \r
1
0=2 r+67(p—r)
—p
e p
ro_l—e% 1—e?
€

Einsetzen in obige Formel fiir y:

_ p
ymax— /71_62Eb

Andere Definition der Ellipse

.i2 gZ
2tp =1
a b2
Vorsicht: x, y verschieden von Z, 4.

« Parabel: e = 1, physikalisch: & = 0, Kérper ,kommt im Unendlichen zur Ruhe®, weil

%02 —E—U(r)AU() =0

Skizze, etc.: DIY

« Hyperbel: e > 1, ¥ > 0, Korper hat fiir  — 0o nicht verschwindende Grenzgeschwindigkeit.

p
¢ "Tlte
s

1
r=o00 = 0=1+ecos¢ <= ¢ = arccos ——
e
Wichtiger: Streuwinkel 6:
0=m—2(r—¢)=2¢0—m

8.8 Die Trajektorie

Wie bekannt:
/ rdr
t = -
VER 2L

Brauchen Fallunterscheidung fiir &/
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8.8.1 Ellipse

. /m/ rdr
2|E’ \/_7.2_’_2%7._[/72

m2
Ersetze:r — s,7 — a = sae
1
_ dS(S + E)
V1 — 52

; maQ( inn)
=4/——(n—esin
2|E| n n

r=a(l —ecosn)

Ersetze s = —cosn

Dies ist die Parameterdarstellung.

8.9 Umlaufzeit

(Ellipsenbahn)
.2 2 2
T = / dt =, L = mr2¢m/ adf = gy = rab
1 Umlauf 4 L 1 Umlauf L L
df _ 1,2
Y =5
Begriindung von F,;; = mab: Ellipse:
2 2
x y Koordinatenwechsel /9 2
pol + i ]l —mMmMM 2“4y =1
Also:
Fo = / dedy = ab/ dz'dy’ = mabv’
Ell Einh.kreis
2 \?
2mm 2mm  p? 2mm (%) m
L L yi=e L roEi2\2 2|E]|
ma?
it — & .
Mita = 3BT

Satz 8.5 (Zweites Keplersches Gesetz) T ist proportional zu a%.

(Zur Vollstiandigkeit:)

Satz 8.6 (Erstes Keplersches Gesetz) Umlaufbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Bemerkung 8.7 Analoge Analyse fiir V' = % — stets Hyperbelbahnen:

p=— P
—1+4+ecoso
Es existiert eine dritte Erhaltungsgrofe. Lenzscher Vektor:
- ar
v X L — — == noch elegantere Analyse moglich
r

Die Annahme mo >> m; stimmt fiir System Erde-Mond nicht sehr gut. = Gezeitenberge, Zentrifugalkraft,
ortlich variierende Gravitationskraft.
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9 Zerfalls und Stofiprozesse

Chemie, Kernphysik, Teilchenphysik (QM-Aspekte sehr wichtig — spiter), astrophysikalische Prozesse (zum
Beispiel kollisionsfreie Begegnung zweier Himmelskorper)

9.1 Stofparameter und Streuwinkel

Streuwinkel d folgt eindeutig aus b (bei mechanischem System) = Funktionf = 6(b). Bei perfekt reflektierender
Kugel leicht zu berechnen:

T =2A¢+0,b = Rsin(A¢)

Auflgsen nach 0
6(b) = m — 2 arcsin LA T arccos b
B R R

Allgemeiner: Streuung an Zentralpotential V' (7) (hier mit abstoRender Kraft) Obige starre Kugel entspricht dann

V(r):{o r>R

dem Grenzfall

oor < R
Starte mit
d d
dt = ! L= mrzd—¢
w(E-U() ’f
Hierbei: E = D02, L = muoch
L—;dr
o= T
V2m(E-V(r) - 4
~
A¢ = L
E 72
Tmin ist Losung zu
1 Vir) b
E r2
In der Tat: Bei 7y, ist gerade dr = 0 obgleich d¢ # 0 ist. Dies geschieht exakt wenn , /.- = 0
= 0(b) =71 —2A¢ (allgemein bekannt)
Fiir konkreten Fall V'(r) = —% kennen wir Ergebnis:

1
0 =2¢p—m,cosp= —

Wir haben also:
T

©
sinE = sin(d)— 5) = —sin(g —gb) = —cos¢p = f
Nutze: L = mroob, E = Fv
1

1+ (22t)°

«

0(b) = 2 arcsin
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9.2 Wirkungsquerschnitt

Teilchenstrahldichte:

Teilchenzahl _9 1
n=—————/[n]=m“s
Fldche - Zeit
N
/]\
= ZahldergestreutenTeilchenproZeit = n - oo, [N] = 71

!

Querschnittsflache des Targets

Otot-totaler Wirkungsquerschnitt, oyor = %

9.2.1 Differentieller Wirkungsquerschnitt

AN = n<j‘;(9)>

Ring im Bild hat Fldche:
2nb-db =do

de(b)
dO® = |——=||db
0 = [
Damit kénnen wir g—g (0) bei bekannter Funktion 0(b) berechnen:

dN = ndo = n27wbdb = n2pib d

—1
0 do = n(iZ)dG

b
do ag|™* db
@ = 27Tb % = 27Tb @
speziell:
b() = Rcos(i)
do .0
- bR sin 3

Es ist iiblich d@ in den differentiellen Raumwinkel umzurechnen:

o2dQ) = 27 sin o dho

) - ()

:11% = wbR sin g

do R?

an = 4

do do wbR sin % 7R? cos g sin g

dQ ~ 2r ~0df  2msinf 27w sin 0

(Starre Kugel)
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—> gleichberechtigte Streuung in alle Richtungen. Integration:

d R2
Otot :/dQ<d?2> = </dﬂ>4 = tR*v
T (do ” db R
ot = do| — | = dO27b| —| = db2mb = 2
o= [ 0(55) = [[ et | = [ aumro =

gilt nur, wenn 6(b) bei endlichem b verschwindet

Analoge allgemeine Rechnung:

9.3 Rutherford-Streuung

« q1492
V = — prg
(r) e 4meg
aulerdem:
) 1 cosg
Sin — = ——— T =
2 V1422 sin g
N dx % . dx cosg
- | =
dé sin? 2 do 2sin3 g
do a \2 Cosg R
@:W<W> M,dQZdH4WSID§COS§
N do B < « )2 1
dQ o 2mu? sin4(g)
— Rutherford-Streuung:
do B ( o )2 1 1
dQ a 2mu? sjn4 g 04

= 0Oyot = 00 Begriindung:

do T do
—dQ = — 27 si
/de /0 ) 7 sin 6d6

~ | dbh ~ [ e
/0 Iz /0 dtheta® >

Bei kleinem 6:

Beispiel 9.1

Ldx 1
:L-ioz ~ xa—l

€ 1 ol a>1
~ | = — 0
1 £

£
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9.4 Teilchenzerfall
Beispiel 9.2 + Mesonen-Zerfall: p — 77w
+ nicht-quanten-mechanisch: Explosionen
« Higgs-Zerfilleam LHC: H — v+, H — bb

Masse M, innere Energie U:
M, U = m1,U; + ma, Us

1. Massenerhaltung: M = mj + ms (nicht in Spezielle Relativititstheorie)
2. Energie: U + &L 02 = (Uy + 2L 43) + (U + %2 3)
3. mpuls: = i + i, (5 = M)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ruhe M vor dem Zerfall (Schwerpunktsystem) p = 0, ¥ = 0 (immer
durch Boost erreichbar) —-
=2 )
Bi+Pr=0U—U—Up=(AU) = L 4 12
2m1 2mo

2 2

1/ 1 1 M
|AU’:p71 S\ a

2 \mp mog 2 mims

mit p; = —Po:
|_,|_‘_,’_ 2(AU)’I’)’L1m2
pi=ipl=\ "7
Es gilt auerdem:
[oa] _ m2
2]

Diese Beschreibung durch Erhaltungssitze bleibt unvollstandig! Richtungsinformation fehlt. (In QM-Beispielen
wird die Richtungs-information oft im Spin/Drehimpuls von M liegen)

9.5 Schwerpunkts vs Laborsystem

Interessanter Fall: 0 = 05 im Schwerpunktsystem sei bekannt. Frage: Winkel 6, im Laborsystem? Wir wissen

bereits
|_, | - 2‘AU|TI’L1’I’)’L2
P1,s| = \/ M

Bis = [Pisl cos 6 7 _ Digs

P1,s = [P1,s sinf, |’ 1,8 = mi
Boost um ¥ zum Laborsystem:

b= Tret 0= |al (50 415 (!

1,L =— VUl;s = 1,s sin 95 0
~ |01,5| cos b5 + | 7|
U1,L = S

| U1 5| sin O
| U1 5| sin O
— tanfy = :

| U015 cosbs + |

(Wenn gewiinscht, | 5| durch Urspriinglich gegebene Gréfen ausdriicken.) Anschaulich klar: 7, — 0 fiir
| 7| — o0
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Bemerkung 9.3 Beim Zerfall M — my, mo, ma reichen die Erhaltungssitze nicht einmal mehr fiir die Betragsbestimmung

Beispiel 9.4 (3-Zerfall) n — p+e~ + U

9.6 Elastischer Stof}
Allgemeiner: 2-Teilchen-Streuung (,2 — 2“ Streuung)
(mq,U1), (meo,Us) — (m'l,U{), (mé,Ué)

(bei uns stets Massenerhaltung: m + mg = m/ + m))

« Einschrinkung: kein Massenaustausch: m; = m/}, mg = m)},

« weitere Einschriankungen: U = U’ (mit U = Uy + U, U’ = U 4+ U))
= elastischer Stof. Es folgt:

1+ Po = By + By

und 2 2 12 )
p1 + b3 _ Y4 + %)
2m1  2mo  2my  2mo

Ziel: Bestimmen von P}, P, mogliche Prozedur: Gehen zunichst ins Schwerpunktsystem:
ﬁl,s + ]32,5 = ﬁs =0

Man denke sich einen Zwischenzeitlich entstehenden instabilen Zustand (ruhendes, instabiles Teilchen) mit
Ds = 0. Dieses zerfillt mit Freisetzung des Energieiiberschusses

=2 =2

Pis Po s
AU| = o= :
‘ | 2m1 + 2m2

Wie oben folgt:
]3/1,5 = _p'IQ,s

und (unter Ausnutzung von | ﬁll, S| = ‘2—9»/278 ‘)

=/ =/ 2|AU|mlm2 mQﬁ%,s + mlﬁ%,s -
‘pl,s‘ = ’pl,s| = M = my + my = ’pl,s

= Der Ubergang p1 s, P2,s — D) s, Dy ; entspricht Drehung, ohne Betragsinderung!

- |ﬁ2,s’

9.7 Elastischer Stofl am ruhenden Target

In L soll Target ruhen. Projektil: m1, p1 # 0, Target: my, Po = 0 (Kein Index fiir L, Index ,s" fiir Schwerpunktsystem)
Gegeben: Py, © gesucht ||

1. Analyse durch Ubergang zum Schwerpunktsystem. In S:

Ozﬁs:ﬁl,s+ﬁ2,s: ﬁl_mlf +(0_m27_5)

Boost Geschwindigkeit U = U peost

(Benutze Us = U1, — UBoost)
L D1
= U = MZ,MEm1+m2
o ma

ﬁl,s = _ﬁ2,s = _(_ms U) = Mpl
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» Jetzt erhalten wir J ,, P ; durch Drehung um T'hetas
- Dann trf. wir zuriick zu L = |p}, ©| also Funktion von O;. Eliminieren von O ergibt | 7 |
als Funktion von ©

2. Analyse direkt in L (Notation: p; = |P1|, etc.) Energie:

ri _ ot
2my 2m1  2mo

beziehungsweise:

Impuls:
PL=P+P = p= pll,H +p,27||>p,1,J_ =—ph |

2 2
— p1=pi)| = picost + \/(pé)2 - (p’u) = prcost + \/(p§)2 - (p’u)

ma 2 .
:p’lcost9+\/m(p%p’12)(p’l) sin? 6 = py

Forme um, so dass , /.- rechts allein steht, quadriere, 16se auf nach p’l:

. mlcosﬁi\/m%—m%sir?@

b1 =D Vi

Im Allgemeinen (bei @ # 0) ist die Situation analog, Es gibt einen ,starken” und ,schwachen” Stof, die
zum gleichen 6 fiihren. (aber nur falls Argument von Wurzel positiv) Speziell:

1
m; =me=m = p :p1§c089(1i1)

Aber: bei m; > mo, gibt es ,echte” starke und schwache Stofle. Falls das Argument der Wurzel positiv,
tatsichlich zwei physikalische Losungen. Zum Verstindnis: Einfacher Fall: 0 = 0, m; > mo =

, mi+y/m3 M

p1 =P M —p1M—p1
p/_pml—mz pm1—m2
1 ! M mi + mso

10 Gravitation ausgedehnter Korper

Punktmassenniherung oft schlecht, Aber: leicht korrigierbar wegen Additivitit der Krifte (Genauer: Newtonsche
Gravitation ist linearisierte Ndherung der ART).

10.1 Potential einer Massenverteilung

potentielle Energie fiir Gravitation zwischen mg und my

L momiG o e o 9 N .
V(170 7) =~ P = =BV (o~ 1) =~ (5 g ) VilFo— 7l
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Wir wollen hier nur sehr kleine , Testmassen® mg betrachten =—> Bewegung von myg im unverinderlichen Feld

von mji,ma, ms,... — Schreibe
q momi1G - 2 = 4
V’I“O_—ﬁ,F:—v VTO
( ) |TO — Tl‘ (0) ( )
Niitzlich, ein von mg unabhingiges Gravitationspotential ¢ zu definieren: ¢ = mlo ==
o mG 2 =
(7o) = —=——=, F' = —mo Voo(To)
| Fo — 71
(mg verschwindet vollig in Bewegungsgleichung der Testmasse: o= — ﬁogb( 70))

Ziel: Gravitationspotential einer Ansammlung von Punktmassen:

Z ‘TO_ ra’

Limes sehr vieler, sehr kleiner Elemente: Volumenintegral:

d3tp(
_—G/ p(7
|7”0—7“!

Idee: diskrete Summe von 7, — kontinuierliche Integral Variable 7. Erinnerung an Flichenintegral:

1 2

/d%‘f(f)z/ m”dxl/ A2 f (o, 22)
A xl x2 .

min min

Volumenintegral:
xgna,m
/d355’f(i“’):/ dxz/d2@’f(x1,ac2,x3),g_j: (1‘1,1‘3)T

Anstatt das Volumen stupide zu zerlegen ist es oft sinnvoller, Symmetrien auszunutzen ( = Kugel, etc), Bei
Rotationssymmetrie:

/Kreisﬂache d*zf(2 / dr /27r rdof(r, ) = / rdr /% dof(r, o)

Kreis mit Radlus r

In 3D: (Volumenintegral)

/Kugeld%f / drr? / 51n9d9/27rd¢f7"9¢)

Sphire mit Radius r

10.2 Gravitationspotential einer Kugelschale

Kugelschale sei diinn == Flichendichte pr, [pr] = kg m~2 Brauche eigentlich nur Flichenintegral:

/d3;p(?)...:/d2?pF(7“)

Genauer: Koordinaten 7, 6, ¢, Kugelschale: r € (R, R + AR)

R+AR ™ 27 s 2
/ r2dr/ sin (9d9/ dop(7) ... = R2/ sin 9d9/ dopr(0,9)...
R 0 0 0 0
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Apr = ARpA=M

s 2pi
/ sinede/ dgb...:/dQ
0 0

Integrieren {iber Raumwinkel

Kommentar:

Noch direkter zum konkretem Problem:

dM dA G
dp = G = —GPESE = TP (R4g) (21 Rsin(0))
r r T e————
Breite Lange
_ _ 2 o2 [ 2 2
r= \/(a Rcosf)” + (Rsinf)” = \/a + R*—2aRcosf
A B
sin 6d 6
= _GQprotR2 . smydy
¢ prem VA — Bcosf
Substituiere: x = cosf,dz = —sinfdf,0 =0 — z=1,0=71 — z=1
E—, [
= —Gpp?2 R2/
¢ pr2TEC |
2
¢ = —GpF27rR2—(\/a2 + R2+2aR — Va2 + R2 — 2aR)
2aR
1 4 R?
¢ = ~Gpr2rR’—((a+ R) - (a - R)) = ~Gp;—
GM
p=-"%
a

= Potential so, als sei die Masse im Zentrum konzentriert. Analoge Rechnung zeigt: Keine Gravitationskraft
(also Potential konstant) im Inneren. Pol. jedes sphirisch symmetrischen Kérpers (auch inhomogen) ist so wie
bei einer Punktmasse im Zentrum

10.3 Divergenz und Gaufischer Satz

Betrachte Integrale vom Typ

Flichenelement

/]\

J:/Odfﬁ
!

Oberfliche eines Volumens

F: Vektorfeld. Betrachte Wiirfel:

I =1+ Is+ I3
!

Betrag der zwei Flichen in der 22 — 2! Ebene

Lo :/ d$1d$2F3($1,$2,A$3) +/ da:ldazQ(—F?’(azl,xZ,O))
12,0ben 1

2,unten
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= *ein™ Integral, Integrand:
F3 (:1:1, 22, Ax® — 3 (a:l, 22, O))

Taylorum 23 = 0
OF3
1o = /12 dxldx2A5L‘3ﬁ($1, z2, O)
OF3

112 = A$1A.T2, Awg <ax3> (0, 0, 0) + O(A4)

Zusammen mit analoger Rechnung fiir Io3, I31:
OF'  OF?  OF?
1=V
i(@xl T oz o
Azt Deltar?® Ax®

> ~V(O'F) =V (VF) =V (div F)

Definition 10.1 (Divergenz)
div F= VE = 9'F

Jetzt: Grofen Volumen zusammengesetzt aus kleinen Quadern. Addiere alle Gleichungen vom Typ (Einsteinsche
Summenkonvention —> Summe iiber a)

=V | VE
@ = V(@
1

bel\Pos. vgn "a

In der Summe der Oberflidchenintegral fallen ,innere Flichen® weg. = Satz von Gauf:

/Od}’F:/Vd?’r«(ﬁF)

Wichtig: O = JV ist Oberfliche des Volumen V' (keine ,inneren” Flichen). Vergleich mit Stokes:

%%dﬂ?“:/Adf(@ « F)

Sehr dhnlich, aber ,eine Dimension weniger®. Noch eine Dimension weniger als bei Stokes:
V(Zp) — V(Za) = / d?(ﬁv)
C
Allgemein: ,Generalized Stokes Theorem®
Liicke schliefien:
Ist ,Abschneiden von Ecken in unserer Niherung akzeptabel?
1. Volumeninderung: Gesamt V' :
Vv 1
Noes ~ A3~ A3
Zahl der Oberflichenquader:
O 1
No~ 7R~ 72
Beitrag der Oberflichenquader zum Volumen ist

1
NOA‘Q’NEA?’NAﬂO



10

Gravitation ausgedehnter Kérper 63

10
O:

2. Oberflichendnderung. Dazu wichtiger Fakt: Die Summe der Flichenvektoren eines Tetraeders ist Null.
Herleitung: Seien @, b, ¢ die Ortsvektoren dreier Punkte, sodass die Ortsvektoren, zusammen mit den
Verbindungsvektoren der Punkte einen Tetraeder bilden. Die Fliche eines Dreiecks (mit Kanten @, b) ist

Aab: axb

N | —

Unsere Behauptung, hier angewandyt, lautet:

f%<&x 5) —%(gxc) f%(é’x a) %((5— Zi) x (¢— &)) =0

Tetraeder — allgemeine Dreieckspyramide.

—+

4 Gaufdscher Satz und Gravitation
Oberfliche deines Volumen . .
m=—Lt [ Lpaj
47TG le) m \l/

Kraft durch M auf Probemasse

JIntegrale Formulierung des Newtonsches Gravitationsgesetzes“ Zunichst Spezialfall: Zentrierte Sphire mit
Radius R: ,0_1°

ér = —GmM 2~

nL= /Olef /(GmM >‘df

stimmt! Beliebiges Volumen: O»

\ﬁl

F

e

I, -1, =

&H

\\

mit Oy: Fliche der Sphire mit entgegengesetzter Orientierung

Fdf+ | Fdf

\
S

mit "Oy — O7”ist Oberfliache des "ZwischenvolumensV oly — Voly”

= / Fd¥
02—01

mit Gauflschem Satz:

62

L
Il

- /\;012—Vol1 dg?(ﬁﬁo - /Volg—Voh dg?(ﬁzv) ( _6‘/)

= A ist der Laplace-Operator

GmM .
770 -

r

V(F) = —
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Fokussiere auf %:

1. beliebige Fliche: Ok

2. Translation — beliebige Position der Masse: Ok

1 L
M; = — Fi
47rmG/O df
1 I
= ;= — F; |d
T o (£ R

F

Symmetriegriinde: auf Sphire mit Radius r :

F=-VV,¢=—
V3¢ = —4nGp
Definition 10.2 (Poisson-Gleichung)
V2¢ = 4wGp

Mit p = 0: Laplace-Gleichung
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Definition 10.3 (Laplace-Operator) Allgemein:

=N (0 9 N [of of of
V@ﬂ—<wv%rwﬂ(mwwwa

02 2 02
:<mﬁfvmaywﬁf>f

-~

A




	Semesterüberblick
	Mathe

	Kinematik des Massenpunktes
	Kinematik der Massenpunktes in einer Dimension
	Graphik
	Üben dieser Logik an unserem Beispiel

	Grundbegriffe der Differenzial und Integralrechnung
	Funktion
	Differentiation oder Ableitung
	Integrieren

	Kinematik in mehreren Dimensionen
	Zweidimensionale Bewegung
	Dreidimensionale Bewegung

	Vektorräume
	Einfachstes Beispiel
	Unser Haupt-Beispiel

	Kinematik in d>1
	Beispiel für 3-dimensionale Trajektorie

	Skalarprodukt
	Symmetrische Bilinearform
	Norm (Länge) eines Vektors

	Abstand zwischen Raumpunkten
	Spezialfall
	Infinitesimaler Abstand

	Bogenlänge und begleitendes Dreibein
	Beispiel in d=2

	Vektorprodukt
	Binormalenvektor
	Zur Information


	Grundbegriffe der Newtonsche Mechanik
	Newtonsche Axiome
	Trajektorie
	Differentialgleichungen
	1. Ordnung
	Anfangswertproblem
	partielle Ableitung
	Existenz und Eindeutigkeit
	Beispiele
	Separation der Variablen
	System von Dgl.
	Systeme von n gewöhnlicher Dgl. p-ter Ordnung
	Erste physikalische Beispiele

	Taylorentwicklung
	Interessantes „Gegenbeispiel“

	Harmonischer Oszillator
	Eindimensionales System

	Lineare Differentialgleichungen
	Zusammenfassung / Verallgemeinerung auf n > 1
	Finden der partikulären Lösung


	Erhaltungssätze in Newtonscher Mechanik
	Impulserhaltung
	Drehimpulserhaltung
	Konservative Kräfte und Energieerhaltung
	Energieerhaltung
	Kriterium für Konservativität

	Kurvenintegrale
	Satz von Stokes
	Energieerhaltung für Systeme von Massenpunkten
	Eindimensionale Bewegung

	Harmonischer Oszillator in komplexen Zahlen
	Komplexe Zahlen
	Ziel
	Naive Definition
	präzisere Definition
	Zusammenfassung:
	Fundamentalsatz der Algebra
	Quaternionen

	Anwendung auf harmonischen Oszillator
	harmonischer Oszillator mit periodisch treibender Kraft

	Symmetrie der Raum zeit
	Matrix, Determinante, Inverse Matrix
	Der Euklidische Raum
	Symmetriegruppe (M)
	Tensoren
	Galilei-Transformationen
	Affiner Raum
	Dynamik
	Zusammenfassung:

	Wechsel der Koordinatensystems und Scheinkräfte
	Wechsel des Koordinatensystems im euklidischen Raum
	Aktive und Passive Beschreibung von Symmetrien
	Beschleunigte, nichtrotierende Koordinatensysteme
	Kleine Drehungen
	Rotierendes Koordinatensystem
	Trägheitstensor

	Zentralkraftproblem
	Motivation
	Zweikörperproblem
	Allgemeine Koordinatensysteme
	Zentralkraftproblem
	Qualitative Lösung des Zentralkraftproblems
	Kepler-Problem: Bahnform
	Kegelschnitte
	Die Trajektorie
	Ellipse

	Umlaufzeit

	Zerfalls und Stoßprozesse
	Stoßparameter und Streuwinkel
	Wirkungsquerschnitt
	Differentieller Wirkungsquerschnitt

	Rutherford-Streuung
	Teilchenzerfall
	Schwerpunkts vs Laborsystem
	Elastischer Stoß
	Elastischer Stoß am ruhenden Target

	Gravitation ausgedehnter Körper
	Potential einer Massenverteilung
	Gravitationspotential einer Kugelschale
	Divergenz und Gaußscher Satz
	Gaußscher Satz und Gravitation


