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0 Einfithrung
Beispiel 0.1 Simulation einer Pendelbewegung
Modellannahmen:

+ Masse m an Stange

+ keine Reibung

« Stange: Gewicht 0, starr, Lange [

+ Auslenkung ¢
Erste Fehlerquelle: Modellierungsfehler
Modellgleichungen:

Fr(¢) =—m-gsin¢
Konsistenzcheck:
Fr(0)=0 (Ruhelage)

Bewegungsgleichungen:

« Weg s(t)

. % =: v(t) Geschwindigkeit

. ?T? =: a(t) Beschleunigung
Beziehungen:

« Bogenlinge s(t) = lo(t)

« 2. Newton’sches Gesetz (F' = ma)

d d? d?

—mgsin ¢(t) = mav(t) = m@s(t) = ml@qﬁ(t)

—> DGL 2. Ordnung
—2 o(t) = Iy o(t) t>0
P =7 sin

Fiir eindeutige Losung braucht man zwei Anfangsbedingungen:

50) =60 6(0) = ug
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Losung bei kleiner Auslenkung: Linearisiere um ¢ = 0
. 1 3
g = ¢ — 5160+~ g
d? g
— —p(t) = -2 (¢
ot = =201
Fiir up = 0 findet man mit dem Ansatz ¢(t) = A cos(wt):

—w?Acos(wt) = —%A cos(wt)

6(t) = 9o cos<ﬁt>

die Losung;:

Fehlerquelle: Abschneidefehler.
Numerische Losung:
Setze u(t) := %(f)(t)

d (o) U
dt \u) — \—%sin(¢)
Approximation mit Differenzenquotienten
w) N _d (L (et AN =60 L L (6(t+ A1) — (1)
—9sin ¢(2) dt \u At—0 At \u(t + At) — u(t) At \u(t + At) — u(t)
{
>0, klein

Fehlerquelle: Diskretisierungsfehler
Auf Gitter ¢, = nAt mit Werten ¢, = ¢(nAt), u, = u(nAt):

¢n+1 = ¢n + Atunv Un4+1 = Up — At%(ﬁn

Kleinerer Diskretisierungsfehler mit zentralen Differenzen:

ot + At) — 2¢(t) + ¢(t — At)
At?

g . SV
—7siné(t) = T56(1) ~

Rekursionsformel:
bu1 = 200 — dn1 — AP singn > 1

mit ¢1 = ¢g + Atng (Expliziter Euler)
Letzte Fehlerquelle: Rundungsfehler

1 Fehleranalyse

1.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Anforderung: Rechnen mit reellen Zahlen auf dem Computer.
Problem: Speicher endlich (= endliche Genauigkeit).
Losung: Gleitkommazahlen, ein Kompromiss zwischen:

+ Umfang darstellbarer Zahlen

+ Genauigkeit
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« Geschwindigkeit einfacher Rechenoperationen (+, -, -, /)
Alternativen:
+ Fixkommazahlen
« logarithmische Zahlen
+ Rationalzahlen
Definition 1.1 Eine (normalisierte) Gleitkommazahl zur Basis b € IN, b > 2, ist eine Zahl z € IR der Form
z=+m-be

mit der Mantisse m = m1b~! + maob~2 4+ ... € R und dem Exponenten e = es_10° L+ e €N,
wobeim;, e; € {0,...,b—1}.Firz # Oist die Darstellung durch die Normierungsvorschrift m # 0 eindeutig.
Fir x = 0 setzt man m = 0.

Beispiel 1.2 (b = 10) « m;: i-te Nachkommastelle der Mantisse

« e: Verschiebt das Komma um e Stellen.

0.314 x 10' = 3.14
0.123 x 10% = 123 000

Auf dem Rechner stehen nur endlich viele Stellen zur Verfiigung:

7 Ziffern + 1 Vorzeichen fiir Mantisse m

s Ziffern + 1 Vorzeichen fiir Exponenten.

Fir x = £[mib~! + -+ - + myb~"] - bEles—10"" " +4eob] mygs man also nur () [my . .. my](+)[es—1 - - - €o]
abspeichern. Wihlt man b = 2, so gilt m;,e; € {0,1} und = kann mit 2 + r + s Bits gespeichert werden
(Maschinenzahlen). Maschinenzahlen bilden das numerische Gleitkommagitter A = A(b, r, s)

Beispiel 1.3(b = 2,» = 3,s = 1)

L 16{4567}
m=—+mg— +m3- ==, =
g Ty TIBE S 13737878
e=-¢p€ {0,1}

Da A endlich ist, gibt es eine grofite/kleinste darstellbare Zahl:
x{mzn/max} = :I:(b — 1)[b_1 4+ 4 b_r] . b(b_l)[bsil"r""i‘bo]
= j:(l — b—r) o =1)
sowie eine kleinste positive/grofite negative Zahl:
(b—1)[b5~14---+bY)

1 .-
Lposmin/negmazx — +b7 b
_ 18
=p?

Das gingigste Format ist das IEEE-Format, das auch hinter dem Python-Datentyp float steht:
o — 4o . 961022

Dieser Datentyp ist 64 Bit (8 Byte) grofs (doppelte Genauigkeit, double). Davon speichert 1 Bit das Vorzeichen, 52
Bits die Mantisse m = 271 +m9272 + - - - +m5327 23 und 11 Bits die Charakteristik ¢ = ¢g2° + - - - 4 ¢192'°,
mit m;, ¢; € {0, 1}. Es gibt folgende spezielle Werte:
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« Allec;,m; =0:2==+0
e Allem; =0,¢c;=1: 2=+
« Einm; # 0, alle ¢; = 1: x = NaN (not a number)
Fiir c bleibt damit ein Bereich von {0, . . . , 2046 } beziehungsweise c — 1022 € {—1022,...,1024}. Damit gilt:
o Tmaz ~ 21024 = 1.8 X 10398, 2,10 = —Tmax
« Tposmin = 271922 7 2.2 x 1073%, 20 0maz = —Tposmin

Ausgangsdaten x € R einer numerischen Aufgabe und die Zwischenergebnisse einer Rechnung miissen durch
Maschinenzahlen dargestellt werden. Fiir Zahlen des ,zuldssigen” Bereichs D = [Zmin, Znegmaz]I{ 0} Tposmin, Tmaz]
wird eine Rundungsoperationrd : D — A verwendet, die

|z — rd 2| = min|x — y|Vx € D
yeA

erfiillt.
Beispiel 1.4 (Natiirliche Rundung im IEEE-Format)

O,ml,...,m53-2e m54:0
rd(z) = sgn(z) - 53
(O,ml,...,m53—|—2 )-26 mss = 1
Rundungsfehler:
+ absolut: 1
|z —rd(x)| < 5677"66
« relativ: B
x —rd(z) < 1b677b° < lb_H—l
x ~ 2 |m|be T 2

Der relative Fehler ist fiir # € D \ {0} beschrankt durch die ,Maschienengenauigkeit*
eps = %b_r'ﬂ
Firx € Distrd(z) = x(1 +¢),|(|e) < eps. Fiir das IEEE-Format (double)
eps = }2_52 ~ 10716
2
Arithmetische Grundoperationen
x:RxR—R,x€{z,—+,/}
werden auf dem Rechner ersetzt durch Maschinenoperationen:
®:AXxA—>A
Dies ist normalerweise fir x,y € Aund z x y € D realisiert durch
r@y:=rdxzxy) = (z*xy)(1+e),le| < eps

Dazu werden die Operationen maschinenintern (unter Verwendung einer lingeren Mantisse) ausgefiihrt, normalisiert
und dann gerundet. Im Fall z x y & D gibt es eine Fehlermeldung (overflow, underflow) oder das Ergebnis
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NaN. Achtung: Das Assoziativ- und Distributivgesetz gilt dann nur niherungsweise. Im Allgemeinen ist fiir
.’,U7 y7 z 6 A

(roy)©z#20 (Yo 2)
(z@Y)Oz#(x02) D (YO =2)
Insbesondere gilt fiir |y| < ‘%leps
rdy==x
Damit ergibt sich eine alternative Charakterisierung der Maschienengenauigkeit: eps ist die kleinste positive
Zahlin A, sodass 1 @ eps # 1

1.2 Konditionierung numerischer Aufgaben

Eine numerische Aufgabe wird als gut konditioniert bezeichnet, wenn eine kleine Storung in den Eingangsdaten
(Messfehler, Rundungsfehler) auch nur eine kleine Anderung der Ergebnisse zur Folge hat.

Beispiel 1.5 (Schnittpunkt von Geraden) Zwei Geraden, die sich (annihernd) rechtwinklig treffen sind gut
konditioniert.

Zwei Geraden, die sich unter einem stumpfen, oder spitzen Winkel treffen sind schlecht konditioniert.
Beispiel 1.6 (Lineares Gleichungssystem)

6 E-6) - (-6 e
() =--0
() = ()0

Definition 1.7 Eine numerische Aufgabe berechnet aus Eingangsgroflen x; € R, 7 = 1,...,m unter der
funktionellen Vorschrift f(z1,...,2y),i = 1,...,n AusgangsgroBen y; = fi(x1,...,Tm)

— schlecht konditioniert.

Beispiel 1.8 (Losung eines LGS) Ay = x, f(z) = A~

Definition 1.9 Fehlerhafte Eingangsgrofen x;+Ax; (Ax;: Rundungsfehler, Maschienenfehler) ergeben fehlerhafte
Ay;
Yi

Resultate y; + Ay;. Wir bezeichnen | Ay; | als den absoluten Fehler und

fiir y; # 0 als den relativen Fehler.

1.2.1 Differentielle Fehleranalyse

Annahmen:
« kleine relative Datenfehler |Ax;| < |x;]

« f; stetig partiell differenzierbar nach allen x;
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Dann gilt:

yi = fi(x), yi + Ay = fi(x + Ax)
= Ay; = fi(x + Az) — f(7)

Taylorentwicklung

m

ofi f
— ; or; Azj+ R} (x, Ax)

mit einem Restglied sz, das fiir |Az| = max;j—1,._m|Az;| — 0schneller gegen 0 geht als | Az|. Wenn f sogar
zweimal stetig differenzierbar ist, gilt sogar, dass

’sz(x, A:L’)‘ <clAz]*ceR

Definition 1.10 (Landau-Notation) Seien g,h : Ry — R,t — 0. Wir schreiben:

- g(t) = O(h(t)) : <= Fto,c € Ry : VL € (0,10] : [g(t)] < c|h(t)]

« gt =0(ht) : <= Ftp € Ry,c: Ry — R, limy_,g+ c(t) = 0:Vt € (0,%0] : |g(t)] < e(t)|h(t)]
Bemerkung 1.11 + Analoge Schreibweise fiir t — 0o

+ O und o sind Symbole, keine Funktionen

O(t*) +0(t*) + 0(2t*) = O(t?) /= O(t*) +0(2t*) =0
o o(t") ist stirker als O(t") : o(t") + O(t") = O(t")
« O(t"1) ist stirker als o (¢"): Wahle ¢(t) = ¢!

Beispiel 1.12 Ist g(t) zweimal stetig differenzierbar, so gilt mit Taylor

gt + At) = g(t) + Atg'(t) + %AtQQ/’(T),T € [t,t + At]

;9 + A1) —g(t) = ¢'(t) + O(At)

Damit folgt dass Ay; in erster Niherung, das heiflt bis auf eine Grofle der Ordnung O (\Am|2> gleich

8fz
Z ax]

—

ist. Schreibweise

af i
Ayl Z axj AI]

Fiir den komponentenweisen relativen Fehler gilt

Ay2 8fz Al‘] 8fl T A:Ej
Z 83:) i Z 8% fZ x) x
T—

=:kij ()
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N
|yi]
|Az| =o(lyi|),i=1,...,n

2
0(‘@3’ ) — o(|Azl)

Definition 1.13 Die Grofen k;;(z) heifen (relative) Konditionszahlen von f im Punkt . Sie sind Maf dafiir,
wie sich kleine relative Fehler in den Ausgangsdaten x; auf das Ergebnis y; auswirken. Sprechweise:

Vernachlissigt haben wir dabei
sz (x5, Az)
Yi

Diese Vernachlissigung ist nur zulissig falls

damit

(stiarker als O(|Ax|))

kij(x)| > 1: Die Aufgabe y = f(z) ist schlecht konditioniert
« sonst: Die Aufgabe y = f(x) ist gut konditioniert

k;j(x)| < 1: Fehlerdimpfung
« |kij(x)| > 1: Fehlerverstirkung.
Bemerkung 1.14 Man kann auch Stérungen in f betrachten.
Beispiel 1.15 Implizit gegebene Aufgaben. Fiir n = m sie y die gegebene Eingangsgrofe und ein x mit f(z) =

y die Ausgabe (zum Beispiel: f(z) = Ax + b) Die differentielle Fehleranalyse auf der Umkehrfunktion x =
f1(y) liefert unter geeigneten Annahmen.

sz Ay of
- k= =97 ]{7 1_=2Ji J7
Z 5 W oy

Wir definieren die Matrizen

K70 = (kg'), K@) = (k)i

)=

und betrachten deren Produkt:

(K~ (y) )ij = Z ki (y)ky (2

Z of " y Ofi )l‘j
Ay Xy axj Ui

=1

7 8f ofy  xy d .4
N xz ; oy, 856] N :cz dx; (f (f(x)))

Zj d.CL‘Z' 1 2= j
x; da; 0 sonst

K~ ist gerade das Inverse von K.
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Wiederholung: Numerische Aufgabe
frzeR"—yeR

Konditionszahlen:

Ayz Z kl] Al-']

of; T
kii(x) = J
1.2.2 Arithmetische Grundoperationen
Addition: f(z1,z2) = z1 + z2,21,22 € R\ {0}
of x; x; 1
buyle) = oL =12 =

oxj f x1+x2_1+%

L f2 j=1
)1 =2

Die Addition ist schlecht konditioniert fiir x1 =~ —x9.

Definition 1.16 (Ausléschung) Unter Ausldschung versteht man den Verlust von Genauigkeit bei der Subtraktion
von Zahlen gleichen Vorzeichens.

Beispiel 1.17 b =10,r =4,s =1

x1 = 0.112587 x 10> rd(x) = 0.1126 x 10?
To = 0.112448 x 10>  rd(x) =0.1124 x 10?
T1 4 9 = 0.225035 x 10*  rd(x1) @ rd(z2)= 0.2250 x 102
z1 —x3=0.129 x 107! rd(z;) ©rd(zy) =-02x10"" (GroRer Fehler)

Multiplikation: y = f(z1, z2) = z122

of x; T
k‘lj(l') = %7] = l‘j — 7.%'1.;:‘2 =1
J

— gut konditioniert

Beispiel 1.18 (Lésungen quadratischer Gleichungen) Fiir p, ¢ € R betrachte:

0=y>—py+gq

VIS

Y12 = y1,2(p7 Q) =
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nach Vietap = y1 + Y2, = y1 - Y2
1=dp_ Oy Oy

~dp  9p  Op
_dg_oy . O
dp 8py2 Y1 op
0y
= (2 —y1)=- =V
( 2 1) ap 2
0
dp  y2—wm
0
.9 __n
op  y1—y2
_dp _ 9y Oy
dg Oq 0q
_de_op . Oy
dq 8q Y2 +~ Y1 8q
33/1
— ]_: — 7
(?/2 yl) 8q
Oy _ 1
0q  y2—1n
Oy _ 1
0q Y2 — Y1
0 + 1+
) = 2w _ntm  Ltw/w
PYL Y1—Y2 Wi Y2/ y1
5} 1 1
o) = Oy1 g Y1y2

S0y yve—wmiov1 l—uyi/y

Analog fir ko1, koo
Die Berechnung von ¥, 49 ist schlecht konditioniert y; ~ ys.
Konkretes Beispiel: p = 4, ¢ = 33.999, y1 2 = 2 + 10 X 1071

2—1072
fpp = — 2 — =995
Yy —y1  —2x10

= 100-fache Fehlerverstirkung.

1.3 Stabilitit numerischer Algorithmen

Gegeben: Numerische Aufgabe f : £ € R™ +— y € R"

Definition 1.19 (Verfahren / Algorithmus) Unter einem Verfahren / Algorithmus zur (gegebenenfalls niherungsweise)

Berechnung von y aus x verstehen wir eine endliche Folge von elementaren Abbildungen gp(k) ,die durch sukzessiv
Anwendung einen Niherungswert y zu y liefern.

z=20 cp(l) (x(o)) =zW . ga(k) (x(k_1)> =Yy =y

Im einfachsten Fall sind die go(i) arithmetische Grundoperationen. Bei der Durchfithrung des Algorithmus auf
dem Rechner treten in jedem Schritt Fehler auf (Rundungsfehler, Auswertungsfehler, ...), die sich akkumulieren
konnen.
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Definition 1.20 (Algorithmus) Ein Algorithmus heifit stabil, wenn die im Verlauf der Rechnung akkumulierten
Fehler den durch die Konditionierung der Aufgabe y = f(x) bedingten unvermeidbaren Problemfehler nicht
iibersteigen.

Beispiel 1.21 (Losung quadratischer Gleichungen) Annahme: 0 # ¢ < p?/4

Fiir z—l > 1,das heiflt ¢ < P st die Aufgabe gut konditioniert. Algorithmus: u = p?/4,v = u—q, w = \/v.
Im Fall p < 0 wird zur Vermeidung von Ausldschung zunichst 2 = p/2 — w berechnet.
Fehlerfortpflanzung:
[p|
~5 g>0
w=Vu=gy_ )
> 5 4 <0
e
ya |5 —wl| p E—w
B 1 Ap' N ‘ 1 Aw
1-— 2?“’ P 11— & w
<1 <1
—2

Die zweite Wurzel kann so bestimmt werden:

A:ji=L4w, B:gp=2X
2 Y2
Fiir |¢| < % istw ~ % —> Ausléschung in Variante A
Ayl . 1 Ap n 1 Aw
| 142 p 1+ w
>1 >1

— Variante A ist instabil. Variante B ist stabil:

AZh

’ Ay2

<eps Neps

Regel: Bei der Losung quadratischer Gleichungen sollten nicht beide Wurzeln aus der Losungsformel berechnet
werden.
Konkretes Beispiel: p = —4, ¢ = 0.01 (vierstellige Rechnung)

u=4,v=3.99,w=1.9974948 ... 72 = —3.997(4981...)

exakt: —0.9925915...
Yy =4 A: —0.003000 (rel. Fehler: 20%)
B : —0.002502 (rel. Fehler: 1.7 x 10~%)

Auswertung arithmetischer Ausdriicke
Vorwirtsrundungsfehleranalyse: Akkumulation des Rundungsfehlers ausgehend von Startwert.
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Beispiel 1.22 y = f(z1,72) = 7% — x% (x1 — x2)(z1 + x2) Konditionierung:
8f z; || Az
311% Fl =
1 Azq T9 Azo
= 2.%'1 2 2 +‘—21‘2 2 2
Ty — Ty Il ] — X3 i)
2
2., .2 (ﬂ) +1
§2x;+§ s =2 :v22 eps
|27 — 23 (ﬁ) 1
z2
= schlecht konditioniert fiir —1 ~1

Algorithmus A Algorithmus B

uUu=x1 I u=2x1 DI
V=123 © X2 V=171 0 %x2
g=uSwv g=u®uv

Seixq,x9 € A. Fiir Maschinenoperationen ® und a, b € A gilt
a®b=(axb)(1+2),(Je) < eps.
Algorithmus A:
u=2ai(1+¢e1),v=a5(1+¢2)
( (1+e1)— x%(l + 52))(1 +e3)

= :c% x2 +x151 :v%@ + (:L‘% — x%) es, le| < eps
— S——

Y Y

x%+:p%+ ‘xl—xz‘

= < eps =eps| 1+ |—5—

bk
‘ _$2‘ ) _q

Wegen der Konditionierung des Problems
2
) +1
<ol —
71) 1

U=T1 DT,V =210 T2, Yy =uOV

eps

ist A stabil. Algorithmus B:

Rundungsfehleranalyse

u=(z1+x2)(1+¢1),v= (21 —22)(1 + £2)
g=(z1+z2)(1+er)(zr —22)(1+e2)(1+e3)
= a2 — 25+ (:U% — x%) +O(eps3)
— ——
Y e1teates

Ayl -
= |5 < |(lex +e2 +e3) < 3eps

= Algorithmus B ist stabiler als Algorithmus A.
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Regel: Bei numerischen Rechnungen sollte man die schlechter konditionierten Operationen moglichst frithzeitig
ansetzen.
Wiederholung

+ Konditionierung: Eigenschaften einer numerischen Aufgabe

« Stabilitit: Eigenschaft eines Verfahrens

- Ausléschung

+ Rundungsfehleranalyse

- y= f(x1,72) = 2% — 23 = (v1 — 22) (21 + 2)

Auswertung von Polynomen

y=p(x)=ao+ax+ - +apz"
Als Modellfall betrachten wir

p(x) = a1z + agx? = 2(ay + azx)
Zwei Varianten fiir g = p(€),{ € A
AIUZ€®§J}:CLZQan:@l@ﬁ,g:U—i—w
Bu=a0&uv=a1Du,j=£O0v
B spart eine arithmetische Operation.
Rundungsfehleranalyse A:

U= 52(1 +eée1),v = a2§2(1 +e1)(1+e2),w=a1&(l+e3)
§ = (a22(1+¢e1)(1 +e2) + a1€(1 +e3))(1 +€4)
= a8 + ar€ + (a2€® + a1) e4 + a2€?(e1 + €2) + aréez + Oeps®
y
y
Ay . . a2€?(e162) + arées

Y Y e+ g
ast?(e1 + &2 — €3)
a28? + a1&

=&4+E3+

——(e1 + &9 —€3)
e

Variante B:

u=x26(1+¢1),v = (a1 +a6(1+¢e1))(1+e2)
g=¢ a1+ a2§(1+¢e1)](1 +e2)(1 +e3)
= (a1 + a28) +aré(ea + €3) + az€?(e1 + &2 + €3) + O(eps?)
~————
)
asé?

B et
—— =gyte3t+——c¢
Yy 2T T At age?

=¢€9+ €3+ ——€1
= re

= Variante B ist etwas stabiler als A im Fall £ &~ —%L (nahe bei Nullstelle) Allgemein:

az

p(z) =ao+ a1z + -+ apz"”
=ap+x(ar + (- + x(ap—1 +anz)...))
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Definition 1.23 (Horner-Schema)
bn =an, by =ap +&bp_1,k=n—1,...,0
liefert den Funktionswert p(§) = bo des Polynoms an der Stelle 2z = &.

Regel: Die Auswertung von Polynomen sollte mit dem Horner-Schema erfolgen.

2 Interpolation und Approximation

Grundproblem:
Darstellung und Auswertung von Funktionen.
Aufgabenstellung:

1. Eine Funktion f(z) ist nur auf einer diskreten Menge von Argumenten xy, . .., Z, bekannt und soll
rekonstruiert werden (zum Beispiel fiir Graph Ausgabe)

2. Eineanalytisch gegebene Funktion f () soll auf dem Rechner so dargestellt werden, dass jederzeit Funktionswerte
zu beliebigen Argument x berechnet werden kénnen.

— System mit unendlich vielen Freiheitsgraden y = f(z). ,Simulation” durch endlich viele Datensitze in
Klassen P von einfach strukturierten Funktionen

« Polynome: p(z) = ap + a1z + - - - + apa”
« rationale Funktionen:

(2) ap +arx + -+ -+ apa”
r(z) =
bo + b1z + -+ + bpa™

+ trigonometrische Funktionen
1 n
t(z) = 50 + ;(ak cos(kz) + by sin(kx))

+ Exponentialsummen

e(r) = Z ay exp(bgx)
k=1

Definition 2.1 Geschiehtdie Zuordnung eines Elementes g € P zur Funktion f durch Fixieren von Funktionswerten

g9(z;) =yi = f(x5),i=0,...,n

so spricht man von Interpolation. Ist g im gewissen Sinne die beste Darstellung von f, zum Beispiel:
max,<z<p|f(x) — g(z)| minimal fiir g € P, oder

1/2
( fab] f(z) —g(x) |2dx> minimal fiir g € P so spricht man von Approximation. Die Wahl der Konstruktion

von g € P hingt von der zu erfiillenden Aufgabe ab. Offenbar ist die Interpolation eine Approximation mit

nax [f(xi) —g(i)]

firg € P

Wiederholung: Interpolation und Approximation
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» Stiitzstellen x; mit Werten y;,7 = 0,...,n
« Klassen P von Funktion

Polynominterpolation
Wir bezeichnen mit P,, den Vektorraum der Polynome vom Grad < n:

P,={p(x)=ay+ a1z +- - +az" |a; €ER,i=0,...,n}

Definition 2.2 (Lagrangesche Interpolationsaufgabe) Die Lagrangesche Interpolationsaufgabe besteht darin
zu x+1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen (auch Knoten genannt) xg, . . . , £, € R und gegebenen Knotenwerten
Yo, - - -, Yn € R ein Polynom p € P, zu bestimmen mit der Eigenschaft p(x;) = y;

Satz 2.3 Die Lagrangesche Interpolationsaufgabe ist eindeutig losbar.
Beweis Eindeutigkeit: Sind p1, p2 € P, Losungen, so gilt fiir p = p; — po, dass
p(xi) = pi(zi) —p2(wi) =yi—y: =0,i=0,...,n

Also hat pn + 1 Nullstellen und ist folglich identisch Null. = p; = p»
Existenz: Wir betrachten die Gleichungen

p(x;) =y 1=0,...,n

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit n + 1 Gleichungen und n + 1 Freiheitsgraden.

0 1

Ty Ty o o-.. T ag Yo
0 1

i x ay Y1
0 1 n

T, T, ks an Yn

Wegen der Eindeutigkeit von p ist ker V' = {0}. Mit dem Rangsatz (dim R"™! = dimker V + dimim V)
liefert V' eine surjektive Abbildung. Damit existiert eine Losung. 0

Zur Konstruktion des Interpolationspolynoms p € P, verwenden wir die sogenannten Lagrangesche Basispolynome.

n
() N _ r—x L
Lin (x)_Hazl—x]] €P,,1=0,...,n
7=0
J#i
Lemma 2.4 {Lgn),i =0,...,n} ist eine Basis von P,
Beweis Ubung, U

Offensichtlich gilt:
1 i=3

L (k) = b3 = {0 —y
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Definition 2.5 Das Polynom
n
p(e) =Y uL{" (@) € P,
i=0

hat die gewiinschten Eigenschaften
p(zj) =y;,j=0,...,n

und wird die Lagrangesche Darstellung des (Lagrangeschen) Interpolationspolynoms zu dem Stiitzpunkten (x;, y;), 7 =
0,...,n genannt.

Nachteil: Bei Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunktes (2,41, yn+1) dndern sich die Basispolynome véllig.
Abhilfe: Newtonsche Basispolynome

i—1
No(z) =1,Ni(z) = (z — z-1)Nia () = [ [ (z — 25)
7=0
Fiir den Ansatz .
p(x) = a;iNi(z)
=0
erhilt man durch Auswertung von xy, . . . , x,, das gestaffelte Gleichungssystem
Yo = p(z0) = ao
y1 = p(x1) = ao + a1(r1 — 20)
yo = p(x0) = ap + a1(x1 — o) + -+ - + an(@n — o) - ... - (Tn — Tp—1)

aus dem sich die Koeffizienten a; rekursiv berechnen lassen. Bei Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunktes
(Zn+1,Yn+1) setzt man den Prozess mit der Basisfunktion NV, fort. In der Praxis verwendet man folgende
stabilere und effizientere Methode

Satz 2.6 (Newtonsche Darstellung) Das Lagrangesche Interpolationspolynom zu den Punkten (g, 40), - - - , (Zn, Yn)
lasst sich beziiglich der Newtonschen Polynombasis schreiben in der Form

p(zr) = Z y[zo, ...,z Ni(z)
=0

Dabeibezeichnen y[xo, . . ., x;] die zu den Punkten (x;, y;) gehorenden ,dividierten Differenzen’, welche rekursiv
definiert sind durch

firj =0,...,n ylz;] = y;

y[@iv1, - Tik] =y [@i, - oy k]
Lfirk=1,....5:1=k—j:ylxs...,x10%] =
—_— Litk — Li
k+1
Beweis Es bezeichne pi,i + k € Py das Polynom, welches die Punkte (x;,¥;), - . ., (€; 1k, Yi+x ) interpoliert.

Speziell ist pg , = p das gesuchte Interpolationspolynom. Wir zeigen

Piitk(z) = ylzi] + ylzi, wig1 (@ —x) + - Fylze, ozl (@ —x) oo (@ — i)
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was fiir © = 0 und £ = n den Satz beweist. Der Beweis wird durch Induktion iiber die Indexdifferenz k gefiihrt.
Firk = Oistp;; = v = ylzi],4 = 0,...,n. Sei die Behauptung richtig fiir ¥ — 1 > 0. Nach Konstruktion
giltfireina € R

Piitk(®) = piipr—1(2) +a(z — 1) - (2 = Tigp—1) =0
firz = x;,j = 4,...,1 +k — 1. Zu zeigen: @ = y[x;, ..., 7). Offenbar ist a der Koeffizient von z* in
Do,i+k- Nach Induktionsannahme ist also
Pritk—1(z) = -+ ylwi, . igp]zt
Pittith-1(2) = . +Y[Tis, ... i)™
Grad <k—2
Ansatz:
q(z) = (@ = 2i)pit1,i+k(®) = (& — Tigr)Piith—1(2)
Lit+k — Li
T — Zi)Pit1.i+k() — (T — Tigk + Tigk — 20)Piitk—1(T
_ pi,i+k—1($) + ( z)pz+1,z+k( ) ( i+k i+k )pz,erk 1( )
Titk — T4
Pi+1,i+k\T) — Dii+k—1\T
Tipk — Ti
Ex gilt:
itk — i)Ytk +0
q(@i) = yi, q(ziy) = @ik = o)yt = Y1tk
Titk — T4
2o — 2 s — (2 — 2 : o ’
q(xj):(] z)yj (] H_k)y]:yj,j:Z-f-l,...,Z—f-k—l
Titk — T4
= ginterpoliert die Stiitzpunkte (x;,y;), . . ., (Tit+k, Yi+k) = ¢ = i i+ (Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms).
Der fithrende Koeffizient in p; ;1 () ist demnach
= Y[@ir1, - Tigk] — Ylwis - Tigp—1]
Litk — Ti

= y['xia"'axi-f-k] ]
Korollar 2.7 Seio : {0,...,n} — {0,...,n} eine beliebige Permutation. Dann gilt fiir die Stiitzpunkte
(Zi, i) = (To(j) Yo )

y[Zo, ..., Tn] = ylzo,. .., zn]

Beweis Koeffizient des Monoms z" ist y[x, . . . , T] unabhingig von der Reihenfolge. O

Wiederholung: Lagrange-Interpolation:
Gegeben: (z;,v;),i =0,...,n

Suchep € P, : p(x;) = y;,i=0,...,n
Losung:

) =yl ()
=0

=™ T
i () 1=

]._ .
J#
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— L\ (z;) = &y
Andere Darstellung: Newton-Neville

n—1
Ni(x) = (x — xj)
7=0
N
p(z) = Zy[mo, 25Dy ()
i=0
ylri =g
ylwiva, - igr] —yloi, . Tk
y[x“’xz+k.]: [l+ l+} [’L i+ ]
Tivk — T4

Definition 2.8 Das durch die Rekursionj = 0,...,n,p;(z) =y;firk=1,...,j:i=k—j

Pit1i+k(®) = Piith-1(2)
Piivk () = piisr—1(x) + (z — zy) —= -
Litk — Li
erzeugte Polynom py 1 ist die sogenannte Nevillsche Darstellung des Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen

(x(]ay())a sy (xnayn)

Schema:
k=0 k=1 k=2 ... k=n—-1 k=n
Zo Yo — Po,1 — Po2 .- Po,n—1 — Pon
71 v = p2 = pig ... Pln /!

Z2 Y2 /!

Tpn—1 Yn—1 —  DPn—1n

Tn Yn /!

Die Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunktes ist problemlos. Die Auswertung von pg () an einer Stelle £ #
x; ohne vorige Bestimmung der Koeffizienten der Newton-Darstellung ist damit sehr einfach und numerisch
effizient und stabil moglich. Dazu wird im Schema x mit £ ersetzt.

2.1 Auswertung von Polynomen und deren Ableitungen

Sei p € P, gegeben in der Darstellung
p(x) =ag+arx+ -+ apz”

Wiederholung: Auswertung von p(&) mittels Horner-Schema

b — an k=mn
b ap+Ebgr1 k=n-—1,...,0

- p(ﬁ) = by.
Zup, = p € P, und festem & wird durch

Pno1(z) = by +box 4 - - 4 bz
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ein Polynom p,,_1 € P,,_1 definiert. Wegen a, = by — Ebgy1,k =0,...,n — 1,a, = by:
n n—1
pn(z) = Z bpa® — ¢ Z by 12"
k=0 k=0

=bo+x )y bea" &> bt
k=1 k=1
=10+ (¢ = &pn-1(z) r0=p(&) =bo

= Fiir eine Nullstelle £ von p,, leistet das Horner-Schema die Abspaltung des Linearfaktors (z — £) vom
Polynom p,,. Weiter ist dann fiir z # £

pn(l') - pn(é)

- _5 :pn—l(x)

r— &

P (&) = pn_1(8)

Zur Berechnung von p), (§) wird das Horner-Schema auf p;,_1 angewendet.

Pn—2 € Pn—?apn—l(x) =ry+ (SC - f)pn—2($), r = pn—l(g)

Fortsetzen — endliche Folge von Polynomen py, pn—1, - - . , po mit

pr—j(@) = (& = pn—j_1(x) + 15, j=0,....n
pa(x) =10 +71(z = &) + -+ ra(z — )"

Vergleich mit der Taylorentwicklung von p,, um & ergibt
1 .
Ty = ﬁpg«f ) €3
Die Koeffizienten von p,,_; seien

Pn—j(z) — a9 4oV x—l—--‘—i—ag)x"*j,jzo,...,n

J j+1
Es gilt die Rekursion: '
af " = {“gi (j+1) e
ap’ +E&agy,
und es gilt

p(J)(g) :j!a§+17j =0,...,n

Dieses ,vollstindige Horner-Schema®kann leicht zur Auswertung von Polynomen in Newton-Darstellung modifiziert
werden:
px)=ag+ar(x —x9)+ - +ap(zr—2x0) ...  (x—2p_1)

2.2 Interpolation von Funktionen

Stiitzstellen g, . . . , x,, € [a, b]. Werte gegeben durch Funktion y; = f(z;),i =0,...,n
Frage: Wie gut approximiert das Interpolationspolynom p € P,, die Funktion f auf [a, b]?
Bezeichnungen:
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« (zo,..., ) = kleinstes Intervall, das alle ; enthilt.
+ Cla,b] : Vektorraum der tiber [a, b] stetigen Funktionen

« C*[a, ] : Vektorraum iiber [a, b] k-mal stetig differenzierbarer Funktionen.

Satz 2.9 (Interpolationsfehler 1) Sei f € C""1[a, b]. Danngibteszujedem € [a,b]ein, € (v, ..., Tn,T),

sodass gilt
Frt(er) ¥
f(z) —p(x) = (”"’1)!]1;[0(36 - zj)
Beweis Fiirx € {xq,...,z,}istalles klar. Sei z € [a,b] \ {0, ...,z,} Wir setzen
10 =Lt =a). el = {00

Die Funktion

F(t) = f(t) = p(t) — c(@)I(t)

besitzt dann mindestens die n + 2 Nullstellen x, . . . , &, « in [a, b]. Durch wiederholte Anwendung des Satzes

von Rolle schlieft man, dass die Ableitung F"*! eine Nullstelle £, € (g, ..., Tp, ). Es
0= F(g) = F(€) = p D (€) — e(@)™ (1)
= fI(E) = e(z)(n + 1))
Wiederholung:

+ Neville-Schema fiir p € P,,:
p('xl) = ylal = Oa" -5 N

« Vollstindiges Horner-Schema

« Interpolation von Funktionen y; = f(z;)

Interpolationsfehler 1: Sei f € C"*[a,b] = Vz € [a,b]3&,; € (z0, ..., Tn,T):
F e T
) = pla) = L [
7=0

Satz 2.10 (Interpolationsfehler 2) Sei f € C"*![a,b]. Dass gilt fiir = € [a,b] \ {z0,...,7,}:
n
£(@) = p(a) = floos- . msa] [[ 2 — )
7=0
mit der Notation

flws, o o] = ylws, . o]

und es ist

1 t1 tn
flzo, -, Tn, ] :/ / / f(”+1)(a:o+t1(x1—x0)+'--+tn(mn—mn,1)+t(:n—xn))dtdtn..
0o Jo 0

.dtq
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Beweis Per Induktion iiber n.
IA:n = 0:
Yo () = () — ) — ) 02l (@ = o)
f( ) po( ) f( ) f( 0) {(l‘—$0)f01f/($0+t(x—$0))dt

wobei ein
1
/0 ¢ (t)dt = g(1) — 9(0)

fiir g(t) = f(xo + t(x —20)) = ¢'(t) = f'(t)(x — o)
Sei die Behauptung richtig fiir n — 1 > 0. Dann ist

n 1—1
f@) = pu(x) = f(z) = flao, - wn) [ (2 — 27)
i=0 Jj=0
n—1
= (&) = pn-1(x) = flzo, ..., 2] [[ (@ - )
=0
n—1 ’ n—1
= flxo,...,Tn_1,7] H(w—xj)—f[xo,...,xn] H(x—:cj)
=0 =0
:(f[l‘o,...,xnfl, ] .130,..., H.Z’—l‘j
:f[xvx(];';nl;n oy ewoy T 1:‘[1'_:17]
n—1 -
= flzo,...,xn, ] H(x —xj)
§=0
Weiterhin gilt:
t1
[0, wno1,2] — fao, ..o / / / (g + t1(@1 — 20) + -+ tal@ — T1)) — £ (o + ta(
Setze g(t) = f") (o + t1 (21 — m0) + - tn(@n — Tn—1) + to—a,)

t1 n— 1
/ / / (O]t . .. dty
t1 n—1 tn
:/ / / f(”+1)(:c0+t1(x1—xo)+--~+tn(xn—xn_1)—|—t(l‘—
0 0 0 0

1 t1 tn
— f[a:o,...,:zn,:c]:/ / / FOEVC A, . dE O
0 0 0

Die Integraldarstellung der dividierten Differenzen gestattet ihre stetige Fortsetzung fiir den Fall, das Stiitzstellen
zusammenfallen:

flzoy -y xp, @,y .o xy] = lim flxo, ..., 2, @ + 6,00, Ty
e—0
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Im Extremfall xg = 21 = - - - = x,, wird
1 t1 th—1
flzo, ..., xn] = / / . / £ (20)dty, . .. dty
0 JO 0
1 t1 th—1
= / / / 1dt, ... dt1 f) ()
0 JO 0
= fa0)
~nl 0
Damit geht das Newtonsche Interpolationspolynom iiber in das Taylorpolynom n-ten Grades von f in zy. Konstruieren
wir die Fehlerdarstellung so erhalten wir fiir ein &, € (xg, ..., Zp, )
FD (&) _
o =) = )=o)
n
= flxo,...,xn, 2] H(x — ;)
§=0
_ )
— f[xo,...,xn,x] = W

Definition 2.11 (Hermite-Interpolation) Die Hermitesche Interpolationsaufgabe lautet:
Gegeben z;,© = 0, ..., m (paarweise verschieden), ygk),z' =0,....mk=0,...,pu;,u>0.

Gesucht: p € P,,n = m + Zﬁoui,p(k)(a:j) = y§k),i =0,...,m¥k = 0,...,p; (u; + 1)-fache
Stiitzstellen.

Beispiel 2.12 2y = —1,21 = 1,m = 1,y(()0) = 0,y§0) = 1,y§1) =2 = w=0uy=1 = n=

1+0+1=2 = p(z)=2?
Analog zur Lagrange-Interpolation:
+ Existenz + Eindeutigkeit
+ Darstellung des Interpolationsfehlers

Wiederholung: Fehlerdarstellung Lagrange-Interpolation. Sei f € C"*[a, b]. 3¢, € m
f(n+1) gz) n
fa) i) = L T

=0
1 t1 tn

flzo, - Tn, 7 =/ / / FOD (g + ty (21 — x0) + -+ to(Tn — Tp_1) + t(xy — x))dtdt, ... dt;
0 0 0

Hermite-Interpolation: Suchp € P,,;n =m + Z;lo i

p(k)(a:i) :yl-(k),z':0,...,m,k:(),...,,ui
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2.3 Richardsonsche Extrapolation zum Limes

Gegeben: Numerischer Prozess mit Werten a(h), h € R4, h — 0.
Gesucht: a(0) = limy,_,o a(h)
Idee: Fiir h; > 0,7 =0, ..., n, interpoliere (h;, a(h;)) und berechne p,, (0)

Beispiel 2.13 (Numerische Differentiation) Sei f € C*[a,b],z € (a,b). Nach Taylor gilt

T — flx — 2 fEHD (g
oy < LEHD =L@ 1) _ o 57

hQi
o 2 @i

Satz 2.14 (Extrapolationsfehler) Fiir b € R habe a(n) die Entwicklung

n
a(h) = ag + Z ajhjq + an+1(h)h("+1)q
j=1
mit g > 0, Koeffizienten a; und
an+1(h) = any1 +21)
Die Folge (h;) ¢ erfiille
s

0< Mt o5
he =P

(== hy, positiv, monoton fallend). Dann gilt fiir das Interpolationspolynom pgk) € P, (in h?) durch

(hsahn)), s (B alPign)

a(0) = pi(0) = O (")

(k — o0)
Beweis Abkiirzungen z = h9, z, = h{. Interpoliere (zj1i, a(hgyi)), i =0,...,n
n
pu(z) = alhygs) LT
=0
L(n) 5) — 2 Rk+l
k+1( ) g fk+1 — Rwl
I neqi
Ubung:
n 1 r=20
> 2 (0) =140 r=1,...,n
=0 ()" [Tj=g2b4i 7=n+1
n n .
pn(0) = ao + Z ajZiJri + an+1(hk+1)zki—zl L/(:F)'L(O)
i=0 j=1
= GOZL 1+Z“JZZI~:+1 k-H
H,_/

1 +17(
= Tant1 Z e Lk+1 +Z Z—&-z L/:H 0)

_\/—/
=(=)" [T 2k+i
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Da man Landau-Symbole nicht ausklammern darf, schitzen wir ab:

n
2 + 1
‘Lk—I—z ‘ = H :
=0 Rk+i — Rk+y
I#i
1—1 n
< H Zn+l Zl+i
=0 Rk+i — Rk4l =114 ki — Rkl
i—1 1 n 1
- Rk+i H Fk+1
=0 |2y 1) I=i+1 ‘1 T e
< 1
T (1=pn)"
1
= pn(0) = ap + any1(— H i F U2 )
=ap + O(h(n+1) ) O

2.4 Spline-Interpolation

Problem: Oszillationen des Interpolationspolynoms, wenn man Stiitzstellen nicht geeignet wihlen kann. Abhilfe:
Stiickweise polynomielle Interpolation:

« Zerlegungia =29 <21 < ---<xp=2>5

« Teilintervalle: I; = [z;—1,z;],i =1,...,n

o Feinheit: h = max;—1 _nh; mith; = |[;| = z; — z;_1
+ Vektorraume stiickweise polynomieller Funktionen

SS’T[(I, bj={peC"a,b] | plr,€ P:(is)},i=1,....,n
Beispiel 2.15 (Stiickweise lineare Interpolation) — p € 57(11’0) [a, b]. Fehlerabschitzung:

1
max | (@) = p(a)] < 5h* max | ()]

Beispiel 2.16 (Splines) Zweimal stetig differenzierbare, stiickweise kubische Polynome. Motivation: Biegestab.

Minimiere Biegeenergie
Tn
2
/ s"(z)*dx
o

Definition 2.17 (Kubischer Spline) Eine Funktion s,, : [a,b] — R heiflt kubischer Spline beziiglich a =
g <] <--- < Ty = b wenn gilt

1. s, € C?[a,b]
2. Sp, | LiePy,i=1,...,n
Gilt zusitzlich

3. s!'(a) = sh(b) = 0 so heifit s, natiirlicher Spline.

n
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Existenz des interpolierenden kubischen Spline zu Knotenwerten s, (z;) = v;,7 = 0,...,n

Satz 2.18 (Spline-Interpolation) Der interpolierende kubische Spline existiert und ist eindeutig bestimmt durch
zusitzliche Vorgabe von /! (a), s (b)
Beweis s hat die Form

S(.%') ‘Ii: p’b(x)77’ = 17 N (TN S P3(I’L)

4 Koeffizienten auf jedem der n Intervalle ergeben 4n Freiheitsgrade. Zur Bestimmung:

s(z;) =y;,i=0,...,n 2n Gleichungen
s' € Cla, b n—1
s" € Cla,b] n—1
Zusatzbedingung fiir s/ (a), s/ (b) 2

4n

—> quadratisches lineares Gleichungssystem, 4n x 4n
N ={w € C?a,b] | wz, =0,i=0,...,n}

Seien s,(Il) und 37(12) interpolierende Splines =— s = 3,(11) — sg) € N.Firw € N beliebig:

n—l papiy

/ab §"(z)w" (x)dz = Z/ §"(z)w" (x)dx

i=0 V%1

n—1 Ti41 3 o
= E [—/ sOuw'dz + "' [5iH]
i=0 x

Sy

x

Tit1 - -
sWudz — sOw (74 +5"w’ |74
=0 i
n—1
— s”w' |§i+1: S”(ZE)CL),($) _ s"(a)w’(a)

1=0

Speziell fir w = s
b
/ ‘s"(a:)‘de =0
a

— sistlinear 0 = s(a) = s(b) =0 O

Wiederholung: Extrapolation a(h), h; > 0,a(0) = limy_,o a(h) Fehler: Entwicklung
n
a(h) =ao+ Z a;h®
j=1

Pyt
k

0<

<p<l
interpolieren (hz_H, a(hk+1)),i =1,....,n
K2

— a(0) - (0) = O(n")

Splines: S}(lk’r)[a, b = {p € C"[a,b] | p € Pi[zi,xiv1]} Splines: s € S,gn’m)[a, b]. Natiirliche

kubische Splines: s”(a) = s”(b) = 0.

[z:,2:41]
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Satz 2.19 Fiir den interpolierenden natiirlichen Spline .S, durch g, . .., Tn, Yo, - - -, Yn gilt

/ab|s'(m)\2da; < /ab}g"(x)ﬁdx

beziiglich allen Funktionen g € C?|[a, b] mit g(z;) = y;,i =0,...,n

Beweis Sei N = {w € C?[a,b] | w(z;) =0,i=0,...,n} = w=g—1I, €N.

b b
= [l @Par= [s1) + 0@ Pas
/ys” )[*dz +2/ Sp(z)w dx+/\w” )|*de

0 >0
b
> / ‘SZ(w)‘Qdfc O

Satz 2.20 (Approximationsfehler) Sei f € C*[a, b]. Erfiillt der interpolierende kubische Spline S7(a) =
f"(a) A Sp(b) = f"(b) so gilt:

max | F(z) — Su(@)| < 2" max 79 @)

z€[a,b) 2 zelab)

Ohne Beweis.

2.5 Gauf} Approximation

Wir betrachten Cfa, b], die Menge der stetigen Funktionen auf [a, b] iiber dem Zahlenkdrper K = R oder
K = C, als K-Vektorraum. Fiir f, g € [a, b] erfiillt

b
- / f(B)glDat

die Eigenschaften eines Skalarproduktes:

1. Definitheit:

/f Ft)dt = /|f )|2dt >0

und (f, /) =0 = f=0
2. ac€K,h € Cla,bl:

b .
<af+g,h>=/<af<t>+ dt—a/f dt+/ g (OBt = a(f,h) + (g.h)

3. Symmetrie:

/f g(t)dt = f /g(t)f(ﬂdt:(g,f)

Durch || f|| = v/ (f, f) ist damit eine Norm auf Ca, b] gegeben:
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1. Definitheit:
[f[l>0,f=0 <= [[fIl=0

2. Sublinearitit: Wir benutzen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

\(Fs ) < IIf gl
= f+9l’=(+a.f+9) =N+ 9+ (9f)+ (99
= ||fII* + 2R(f, 9) +|g]*
——
<|(£,9)]

2 2 2
< LI+ 211 f gl + lgll™ = AT+ [lgll)
= |If +gll <IIfI + llgll (Dreiecksungleichung)

3. Homogenitit:

lafll = V(af af) = Vaalf, f) = lolIf]
Mit diesem Skalarprodukt und dieser Norm ist also C'a, b] ein Prihilbertraum.

Satz 2.21 (GauB-Approximation) Sei H ein Prihilbertraumundsei S C H eine endlichdimensionaler Teilraum.
Dann existiert zu jedem f € H eine eindeutig bestimmte ,beste Approximation® g € .S

— g|| = min||f —
I = gll = minflf = &l
Beweis Voriiberlegung: Wenn g € S eine beste Approximation ist, so hat fiir ¢ € S die Hilfsfunktion
2
Fot)=|f—g—tell",t€R

beit = 0 ein Minimum. Somit ist

d d
0= &Flp(t)‘tzo = &[(f —g—te, f—g—to)l|,_,

- %[(f —g.f—9) —te. f—9) = f(f —g.0) + (2.0l
=2R(f —g,9)Vp e S

Falls K = C ergibt testen mit ¢

0=R(f—-gip)=-R(f-9,0)=St-g¢) = (f—g,¢)=00VpeS

Interpretation: Der Fehler f — g ist orthogonal zum Teilraum S. Gilt umgekehrt die letzte Gleichung fiir ein
g € S,sogiltfirp e S

If=gl’=-a0f-9=F-af-¢)+(f—g)
N——

0

Cauchy-Schwarz:

<|If =gllllf =l

= — < infl||lf —
I.f gH_;relSHf ol
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= g ist Bestapproximation.
Existenz und Eindeutigkeit: Dan = dim S < oo, besitzt S eine Basis {1, ..., ¢, }. Jedes g € S hat eine
eindeutige Darstellung

gzzam
(f—zaz‘@W) Zaz i) =0Vp e S
:>Z()O’L7 fvgpk) 17"'7n

Dies ist ein lineares n x n Gleichungssystem. Notation: Ao = B mita = (a, . .. ,ozn)T e K" be K" b =
(f,pi), A € K" Ay = (i, pr). Aisthermitesch wegen (¢;, ) = (¢, @i)- Sei @ € K™ beliebig. Wegen

n n

o Ao =" ar(pi, or)a

k=1 1i=1

=

I
—

(aia Piy Oy Spk)
k

= Z 1901,204“%)— g9)>0

11

fir  # 0( = g # 0) ist A also positiv definit und damit invertierbar = mita = A~1b16st das eindeutig
bestimmte Gleichungssystem und g ist die Bestapproximation. O

Das lineare Gleichungssystem besitzt besonders einfache Losung, wenn die Basis { ¢1, . . . , ¢y, } eine Orthogonalbasis
ist, das heiflt (¢, ;) = d;;

= q; = (f>§02)7Z: 17"'7”
n

= g= Z( f,@i)pi ist Bestapproximation
i=1

Lemma 2.22 (Gram-Schmidt-Algorithmus) Zujeder Basis {11, ..., } von Slisst sich eine Orthonormalbasis
{¢1,...,pn} konstruieren.

=1,1 = oL
|1l
k—1 5
. k
Bk =k — Y _(r 0i), 0k = T2
2 ]

Beweis Per Induktion nach n.

2
n = 1:Dav # 0gilt (¢1,¢1) = |||Zill2 -

n > 1:Sei {®1, ..., pn} eine Orthonormalbasis. Es gilt

n—1

0% @n=1tn— Y (Yn, o) Pk

k=1



3 Numerische Integration 29

dasonst {11, ..., } linear abhiingig wiren. Firi = 1,...,n — 1 gilt
n—1
(90714801) ¢n>§02 Z ¢m<Pk: (Pkwgpl) =0
k=1
ik
und ||¢n||? = 1 nach Konstruktion. O

Wiederholung: Gau-Approximation, Prihilbertraum H, Teilraum S C H,dim .S =n < oo

Vfe H3lge S:|f—gll <minlf -l
peS

Aquivalente :=f —g 1L S < (f—g,¢) =0Vp e S
Orthogonalisiere Basis {#1, ..., %, } von S mit Gram-Schmidt

. {%’ i=1
Pi= N W, -1 (idy) 5 o
wl_ijl ||<,53||]2 ij Z—2,...,n
Normalisieren: ), = HanH_lgbk (¢1, ..., k) Orthogonalbasis = (¢, @j) — 5ij

n

— 9= ([-er)¢x

k=1

Erinnerung:
flo - wa] = f20,- ]

f[:KOv"'?xn]: ) f[gk]:f(k)

Ty — X0

3 Numerische Integration

Approximation von bestimmten Integralen reeller Funktionen f € C|[a, b] durch Quadraturformeln

b n
- / fle)ydz = I (f) =) oif (i)
a =1

mit Stiitzstellena < zg < 1 < -+ - < z,, < bund Gewichten ¢; € R.

Beispiel 3.1 (Summierte Rechteckregel)

/a  fa)de ~

Interpolatorische Quadraturformeln.
Idee: Interpoliere f durch ein Interpolationspolynom auf [a, b]!

= > f@) L (@)
=0

n—

1
(zit1 — i) f (i)

1=0

b b
— 1) = [ poite =3 s [ L @)

Quadraturgewichte hingen nur von a, xg, . . . , Ty, b ab.
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Satz 3.2 (Lagrange-Quadratur) Fiir interpolatorische Quadraturformeln gilt

n

b
I(f) = I™(f) :/ flzo, - an, 2] [ [ (2 = zi)da

=0
Beweis Restglieddarstellung der Interpolation. 0

Definition 3.3 Eine Quadraturformel (™ wird ,von der Ordnung m* genannt, wenn sie alle p € P,,,_; exakt
integriert. Das heifdt

b
/p@m$—ﬂm@Wp€Rm1

= Interpolatorische Quadraturformeln zu n + 1 Stiitzstellen sind (mindestens) von der Ordnung n + 1.

Spezialfall: Aquidistante Stiitzstellen: Newton-Cotes-Formeln:

1. Abgeschlossene Formeln (H = bfT“, ri=a+1H,a = x9,b=x,)
1M = b—a [f(a) + f(D)] (Trapezregel)
I(Q)(f) = b—a [f(a) +4f (a ;_ b) + f(b)] (Simpsonregel, Keplersche Fassregel)
19() = "5 (a) + 3f(a + H) + 870~ H) + £(8)] (/8 Rege)
2. Offene Formeln <H = fﬁr‘;,xi =a+(i+1)H,a < zp,z, < b)
IO =(b-a)f <a er b> (Mittelpunktregel)
h—
10() = C= D (f(a 1) 4 16 - )
100 =5 (210 m - £(457 ) + 210 )

Satz 3.4 (Quadraturrestglieder) 1. Trapezregel: Fiir jedes f € C2[a, b] gibt es ein £ € [a, b] mit

b o N3
[ s =25 @ + g1 = -5 e
2. Simpson-Regel: Fiir jedes f € C*[a, b]3¢ € [a, b] sodass
a+b (b—a)®

" @)de — P ey 4 4 g — =)
Fade — ")+ a7 (S50) 4 ) = - e

3. Mittelpunktregel: Vf € C?[a, b]3¢ € [a, b] sodass

a+b>:(b—a)3

[ war-w-ar(“5) =52 e
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Satz 3.5 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Sei f € Cla,b],g > 0 oder g < 0 integrierbar. Dann 3¢ €

[a, b], sodass
b b
[ t@g@re = ¢) [ gtaras

Beweis (Beweis der Quadraturrestglieder).
1. Firz € [a,b]ist (z —a)(x —b) <0

1

b
— I(f) - 1O(f) = / Flwo, 21, 7) [[ (@ — 25)ds

=1

Verallgemeinerter Mittelwertsatz: 3§ € [a, b, sodass

:fg8<_é®_aﬁ>

/()
T (b—a)®
2.
O R N | Eaa [
fla, 42, b, 2] — f[% , ot b a+b\> " a+b
x—a)|lx— +f
-/ - @=a)(a="5") (o= bido + 1]
(4) b a 2
:f4!(€)/Q(x—a)<x— +b> (x — b)dz
A3
= ~3a0 0~
3. analog zu 2. g
Probleme:

« negative Gewichte ov; abn = 7 (geschlossen) und n = 2 (offen) = Ausloschungsgefahr

+ Oszillationen des Lagrange-Interpolanten fiir dquidistante Gitter (Runge-Phidnomen), im Allgemeinen

I0(f) 4 I(f),n — oo

Abhilfe: Summierte Quadraturformeln

N-1 - b_a
(n) n h= —— .= ]
I z; I[xz %Jrl] = ,x; = a+1th

Gilt die lokale Fehlerdarstellung:

Tiprn] (F) = I, (F) = wnh™2FM D (6) ¢ € [a,1]
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firm > n gilt:

N—-1
(n)
I( Z [whxﬂrl] I[l'i7$1',+1] (f)]
=0
N-1 (m+1) (¢,
= m+2 pr SE)
wnh ; N

N —
€[min; fm+1) (& ),max; Jim+1) (&)]
= wnhm+2Nf(m+1)(§)

(fiir ein € € [a, b] (Verallg. Mittelwertsatz))
= wp A (b — a) f D ()

Beispiel 3.6 1. Summierte Trapezregel (m = 1)
oy T
I = 37 TR @) + f(ie)]
=0
h N-1
/(@) +h ; f@:) + 5 1)
n b 1
1(F) = 1" () = =5 W21 (©). € € [a. ]
2. Summierte Simpson-Regel (m = 3)
N-1
R I R e R
=0
h N—-1 ; ;
=5l +2Zf a3 £ () g0
1) = 12() = — ot f 0 (e), € € [o.b

3. Summierte Mittelpunktregel (m = 1)

=

1

N—-1

1) = 1O(f) = =212 1"(€), € € [a,b]

Wiederholung Quadratur

~
[e=]

/b f(z)dx ~ iazf(xz) = [
@ i=0

- Interpolatorische Quadraturregel, Aquidistante Stiitzstellen
— Newton-Cotes Formeln (abgeschlossen, offen)

« Summierte Formelnx; = a +1H,H > 0

xz 1 7x’L
i=1
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3.1 Gaufdsche Quadraturformeln

Frage: Wie wihlt man x; in
N
=> aif(z)
=0

optimal? Nach Konstruktion ist / (") mindestens von der Ordnungn + 1

Lemma 3.7 Interpolatorische Quadraturformeln sind héchstens von der Ordnung 2n + 2

Beweis Wihle

p(a) = [ — 2% € Ponss
=0
b n
= 0< / p(x)de = Zaip(a:i) =0 O
a P \\0,./

Gauflsche Quadraturformen erreichen die Maximalordnung 2n + 2 (exakt fiir p € Ps,41) Herleitung: Fiir
X0y -y Ty Tt 1y - - - Tant+1 € [a, b] betrachte ™) (t) und T{(2n + 1)}(f)

2n+1 pi—1
I(f) — 1m0 (f foo,... /Hx_xj

2n+1 pi—1
— 1) =10 = Y Slooseewi) [ [ 2pda
i=n+1 @ =0

Fir ¢ > n gilt

i—1

/bﬁ (x —xj;)d :/ ]i[m—:nj H (x — ;) de

j=n+1

Pn+1 EPn
Wihle Stiitzstellen so, dass

n

/Hz—xj q(z)dx = H(az—xj),q Vq € P,

j=0 Jj=0

I(f) = 1™ (f) = I(f) — 1%V (f)

— (" istexaktfiirp € Pay,1,dasheiflt von Ordnung 2n+2. Mit einem Orthogonalsystem {po, -, Pnt+1}
von P, 1 sind die Nullstellen A, ..., A, von p,11 von Interesse. Frage: Sind die Nullstellen von p,, 1 reell,
einfach und in [a, b]?

Satz 3.8 Gegeben sei ein Skalarprodukt auf C'[a, b]

b
— [ f@g)(o)ds

mit integrierbarer Gewichtsfunktion w(x) > 0,z € (a,b) mit hdchstens endlich vielen Nullstellen. Dann
haben die mittels Gram-Schmidt aus {1, 2, ...} beziiglich (-, -) , orthogonalisierten Polynome {po, p1, ... }
lauter reelle, einfache Nullstellen in [a, ]
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Beweis Sei N,, := {\ € (a,b) | A Nullstelle ungerader Vielfachheit von p,, }. Setze

(0)=1 N
e [Tz =X) No={M,...;An},m >0

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra und wegen p(x) = z" — r(x),r € P,_1, nach Konstruktion mit
Gram-Schmidt (ohne Normalisieren) gilt

pa(z) =@ -X),NeCi=1,...,n
Ist A7 nicht reell, so ist \; auch eine Nullstellen von px und

(@=A)z =X =(z—A)(@—A) = Jz—A[*>0

= pnq € Py istreell und hat in [a, b] keinen Vorzeichenwechsel.

b
(P, @), = / pn(2)(z)w(z)dk # 0

Fiir m < n ist das ein Widerspruch zu p,, L pp,—1 = pn, = {A1,..., \p}. Fur [a,b] = [-1,1]]undw = 1,
das heifit (-,-), = (-, ), sind die p,, mittels p,,(z) = 2™ + ... normierte Legendre-Polynome L, (x). Wir
wihlen also die Nullstellen (p, . . . , A\, von p,, 1 beziehungsweise L,, 12 als Stiitzstellen einer interpolatorischen
Quadraturformel auf [—1, 1].

= ! T — A
=) a;if(N), 0 :/ Ldz
iz; _IJ,H N\

J# O

Satz 3.9 (GauBB-Quadratur) Esgibt genau eine interpolatorische Quadraturformel zun+1 paarweise verschiedenen
Stiitzstellen auf [—1, b] mit Ordnung 2n + 2. Thre Stiitzstellen sind gerade die Nullstellen. Ao, ..., A, € (—1,1)
das (n + 1)- ten Legendre Polynom L,,+1 € P,+1 und die Gewichte erfiillen

1 9:—)\
ai_/ll_[(A _)\>dx>01—0

J#i

Fiir f € C?"12[—1, 1] besitzt des Restglied die Darstellung

R™ = ;ZTQ / Ha:— )Y2dz, € € (—1,1)
Beweis Existenz: Es gilt p,, 11 L P, Firw = 1 und p,(x) = H?ZO(iL‘ —N)=a"+...
= 100(f) = 1%"70(f)
— I hat Ordnung 2n + 2. Gewichte:

.’E—)\j
Ai — A

L (z) = €p,
j=0
ji
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— (Lf.”) (x))2 € Py,

= 0< /11 (Lgn)>2d:c = o (Lz(n)(@)) = q;

J=0 S——

Eindeutigkeit: Sei [ (f) = S0 a;f

~/

5\1) ebenfalls der Ordnung 2n 4 2. Wie oben folgt &; > 0 mithilfe

— 5\1 = )\iunddi :Oél',i: 1,...,n.
Restglied: Fiir f € C(2*+2)[—1, 1] hat der Hermite-Interpolant & € P, 41 zu den Bedingungen

die Darstellung:

n

F@) = h(@) = o, Aos - - An, Ay 2] [ [ (@ = X)?

=0

— ()= 1D = 1(F) = 1 () = (17 (f) = 1) (1))

—1(h)

=I(f —h)—1"(f - h)

_ /11 00 2o0s- -+ A Al [ @ = A2 de = S sl F ) — h(A)]

- =0 1=0
>0 0 ’
Mit verallgemeinertem Mittelwertsatz folgt:
27L+2 9
= 2n+2 / H)(x—)\i) dx O

Die )\En) (Nullstellen von py,41) und die dazugehorigen «; lassen sich tabellieren. Durch Transformation von
[a, b] auf [—1, 1] erhilt man eine allgemeine Quadraturformel.

Satz 3.10 (Konvergenz der GauB8-Quadratur) Sei (™ (f)die (n + 1) punktige GauR-Formel zur Berechnung
vonI(f) = f_ll f(x)dz. Fir jedes f € C[—1,1] konvergiert 1™ (f) 2= I(f)

Beweis Es gilt

)= 3l (1) al? 0.3 <2
=0
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Seie > 0. Nach dem Weierstrassschem Approximationssatz gibt es p. € P,, mit

— De <
max [£(z) — pe(o)] <

NS

Fir n > m — 1 (das heiRt 2n + 2 > m) gilt

I(f) = 1"(f)] < [I(f = pe)| + | T(pe) = 1 (pe)
—_——

<

+ ‘I(n)(f — Pe)

0 <

<e

22

12 O
Wiederholung: Gau8-Quadratur

+ n + 1 Stiitzstellen, Ordnung 2n + 2 (optimal)

+ x; Nullstellen des Legendre Polynoms p,+1

o T () 2222 I(f) fiir f stetig

+ Verallgemeinerung auf gewichtete Integrale

= Orthogonalisiere beziiglich
b
(F9)o = [ falg@wla)is
a

3.2 Praktische Aspekte der Quadratur
Ziel: Moglichst hohe Genauigkeit bei moglichst wenig Funktionsauswertungen. Schwierigkeiten:
« Fehlerabschitzung: f(*) nur schwer zuginglich fiir k > 2 = a-posteriori Fehlerschitzer.

Beispiel 3.11 1. Vergleiche I;,(f) und Iz (f) bei summierten Quadraturformeln
2. Extrapolationsfehler

+ Wiederbenutzung bereits berechneter Werte von f
- schwierig bei Gauf}

— einfach bei Newton-Cotes

4 Lineare Gleichungssystem

Gegeben: A € R™*" = (aj;),b € R™. Gesucht: z € R" mit Az = b = m Gleichungen, n Unbekannte.
Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit

« unterbestimmt, falls m < n
« tliberbestimmt falls m > n
+ quadratisch fallsm = n

Storungsstheorie:
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« Konditionierung von quadratischen linearen Gleichungssystemen
« Fehlereinfluss von Datenfehlern und Rundungsfehlern auf Losung =

Vektor- und Matrizennormen:
Sei K = R oder K = C. Erinnerung: Eigenschaften einer Norm: ||-|| : K" — R

« Definitheit: [|z|| > 0Vz € K™\ {0}
« Positive Homogenitit: [|ax| = |a|||z||Vz € K", a € K

+ Subadditivitit: ||z + y|| < [|z(| + [ly[|Vz,y € K"

n 1/2
[y = <Z\x¢!2>

i=1

Beispiel 4.1 Euklidische Norm: (l2)

Maximumsnorm (/o)

il = max i
l1-Norm:
n
llly =l
i=1

l,-Norm,p > 1,p < 00
n 1/p
ety = (31
i=1

Betrachte Vektorraum der n X n-Matrizen A € KX

Definition 4.2 Eine Norm ||-|| auf IK"*" heif8t vertriglich mit einer Vektornorm ||-|| auf IK", wenn gilt:

[Az|| < [|A[fl|lz]V2 € K, A € K*"
Sie heifst Matrizennorm, wenn sie submultiplikativ ist

IAB|| < [[A[l[| BIVA, B € K"*"

Beispiel 4.3 Die Frobeniusnorm

1/2
n
2
[Alg, = | D las]
ij=1
ist eine mit ||-||,, vertrigliche Matrizennorm.
Die natiirliche Matrizennorm 1Az
x
[All = sup = sup [|Az|
zekm\{o} |zl ek
xz||=

ist eine mit ||-|| vertrigliche Matrizennorm (Ubung!). Es gilt

L] = sup |[Iz]| =1
zeK™

€
[[=]I=1
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Lemma 4.4 Die natiirlichen Matrizennormen zu ||-|| ., und ||-||; sind die ,maximale Zeilen-/Spaltensumme":

14]loe =  max Zl%kl

HAH1— max Z|ayk|

..... ni
Beweis Skript. U
Betrachte: Az = bund Stérung

(A+06A) (z +0z) = b+ 0b
—_—— —— Y/

A T b
Satz 4.5 (Neumann-Reihe) Gilt ||A|| < 1, so

]I—./AiA’“ =1
k=0

Beweis Fiir die Partialsummen gilt

(]I_A)ZAk:]I—A+A—A2+A2~.—A”+1 n—oo, 1
k=0

wegen || A¥|| < | AJl* k2o, O

Wiederholung: Kondition numerischer Aufgabe y = f(z),y € R",xz € R™.

Ay, Zafz Az Zafz wj ij

8:Uj Yi 81:] fi(z
;\,_/
=:kij ()

Neumann-Reihe:

A <1 = (1—- A4 ZA”
Natiirliche Matrixnorm:

|A[l = sup [|Az]|
[[zf|=1
| Al| . : »Zeilensummennorm*
| A|l;: »Spaltensummennorm®
Euklidisches Skalarprodukt auf IK
(ZL‘, y)2 = ng

Lemma 4.6 (Spektralnorm) Fiir A.IK™*" ist
| Ally = max{+/|\| | X Eigenwert von AT A}
Fiir hermitesche A = A7 gilt:

| All, = max{|A| | A Eigenwert von A}
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Beweis B = A’ A ist hermitesch. = B hat n reelle Eigenwerte \q, ..., A, und eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren {w1, ..., wy} C K" Bw; = A\w;.Jedes z € IK™ hat eine eindeutige Darstellung

n
Tr = E (6710974
=1

= 2[5 = (z,2), = Z i) (i 0})y Zraz\

2,j=1 5
ij

|Az||; = (Bx, Bx)y = > Nai(Njay) wi,wj
——

2,7=1 5

n
= Al
i=1

2 2
BI? = ”Bx||2 _ Z:’L:l >‘z2|04i|
|Bll; = sup 2 = n 2
cekn\{0} [[zl3  zexm\{oy D iqlovl
< max \)\\
1=1,.

Mit

RY

= [Xilllwilly = l[Aiwilly = || Bwill,
< |IBllyllwilly = 1|Blly, i=1,...,n O

Betrachte Ax = b und Stérung

(A+6A) (2 + 6x) =b+ b
—_——  ——

A T b
Satz 4.7 (Storungssatz) Die Matrix A € IK"*" sei reguldr uns es sei
1
10A|l < =7
ALl

Dann ist die gestorte Matrix A = A + § A ebenfalls regular. Fiir den relativen Fehler der Losung gilt mit die
Konditionszahl von A

cond(A) = ||A||HA_1H
die Ungleichung

9] _ cond(4) [H5bll n ||5A||}
ol = 1= cona() AL [ ToI Al
Beweis

a54]| < [l joal < 1

Neumann = A + §A = A[ld + A~'6A] ist regulir.
(A+5A)z =b+0b,(A+JA)x =b+ 0Ax

= (A4 0A)dzr = db— 6Ax
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|ca+om)™| = Jraq+ a7

= |1+ a7ty < S0 (—atsa)"|| a7
n=0
o 3 B 1 3
< (St sal )l = g 1471
n=0

161 = 142 < | Alljz]
o]l < [|cA -+ 54)7||thabll + oAl W]

<« Al pemyppapen
T 1A

[l [nébn N HSA!]
1= ATt eA Al Al Lll=lf4l

cond(A) [HSbH HMH] Iz

_|_
1 —cond(A)% b]] A

Ist cond(A)||0A|| < || 44|, so gilt

5]l - [uébw u«mu]
—— < cond(A4) |+ + ——
El @ o 4

Die Konditionszahl hingt von der verwendeten Norm ab.
Beispiel 4.8 1. cond.(A) = HAHOOHAAHOO

2. Fir die Spektralnorm gilt:

conds(4) = [l 471 = 1z
| mzn‘
wobei limaz, bmin Detragsgrofiter beziehungsweise kleinster Eigenvektor von ATA st A = A =. Ist
A = AT sogilt:
A
conda(A) = [Arma|
mit A,z und A, betragsgrofter beziehungsweise kleinster Eigenvektor von A. Regel: Es gelte cond(A) ~
10°
0A 0b
oAl 107*, ot 1o+
IA]] 161l
Dann muss ein relativer Fehler von
]l
erwartet werden. Mit ||-|| = ||-|| , verliert man s Stellen Genauigkeit.

Beispiel 4.9

(11 4 (1 =t
a=(p Deecoma=(; 2

= [|A]l =247 =1+¢""
= condooHAHHA_lﬂ =2+¢!

fiir ¢ = 1078 kann man bereits 8 Stellen Genauigkeit verlieren.
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Ist die Abschitzung im Storungssatz scharf? Sei A € R™*" symmetrisch positiv definit mit Eigenwerten A; >
<o+ > Ap. Wihle: 64 = 0,b = w,6B = ewg,e # 0

1
Az =b — = —w

A1
- . 1 1
AT =b+0b — T = —wi +e—wp
A1 Ak
10xfly AL [lewnlls
= |l
[E4]P An [Jwif
ob
— ond(A) H ”2
ol

4.1 Eliminationsverfahren

Direkte Methode zur Losung von Az = b, A € R"™*". Spezialfall: A obere Dreiecksmatrix a;; = 0,7 > j

ai] ... ... ... Qlp T b1
0 a2
O pu—
0 0 ... 0 anpn Tn bn,
Ista;; # 0,9 =1,...,nl15st man durch Riickwirtseinsetzen

b j=n
’ 1<bj_ZZ:j+1ajkwk) j=n—-1,...,1

ajj
Arithmetische Operationen:

n

. (n+1)n _ n?

D=5 =5 t0m
j=1

Eine Operation: eine Division oder eine Multiplikation und eine Addition. Wiederholung: Konditionszahl einer

Matrix

A e R™":cond(4) = ||All||A7]
Storungssatz: (A + JA)(x + 0x) = b+ b
loxll . cond(A) [I6A[l  [lobl

v =T cona() 1 T4 0

]

Gauf’sches Eliminationsverfahren
Umformung von Az = b auf Rz = ¢ mit R obere Dreiecksmatrix mittels

+ Vertauschen von Gleichungen
+ Addition von Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen
Annahme: A hat Vollrang

0. Setze A = A4, p(0) =p

0 0 0
o . o [80

NONSRONING
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1. Wihler € {1,...,n} mit ag) # 0 (Pivotelement) und vertausche 1. und r-te Zeile
~(0 ~(0 7(0
|5
: : : = [A(O) | 5(0)]
SRR
L I () . aly . .
2. Firj = 2,...,n eliminiere ajy durch Subtraktion von —{i; := ¢;1 mal der ersten Zeile von den Zeilen
a
2,...,n !
~(0 ~(0 ~(0 7(0
ey
o Al A |

Fahre fort auf kleinerem System = [A(®) | p©)] — [AM) | p(D] — ... = [AC=D | p(»=D] = [R |
g
Wird im k-ten Schritt [A(F—1) | p(»=D] — [AK=1) | p(n=1)] — [A®) | p(¥)] das Pivot-Element qfk_kl gewiihlt,
so gilt [A®=D | p(=1)] = P [AK=1) | p(-=1)] mit der Permutationsmatrix

1
1 1
0 ... 1 _
1 K
(k)
P, = Gy = Qi1 1
1 :
k
1 0 . —qf%l)c 1

1

Mit den Fehlstellungen von Py an k und 75, und der Fehlspalte von G, bei k. Weiterhin gilt: [A®) | p(F)] =
GR[A®=D | p=D)] mit qj(.l,z) = Ezyz_l)/&,(clz_l). G/, heifit Frobenius Matrix. Wegen P, * = P, und

haben Az = bund A"z = b(¥) dieselbe Losung:
Ar =b — A(k).f = anlpnfl A G1P1A.T = anlpnfl R Glplb = b(k)

‘Wahl des Pivot-Elementes
Ziel: Numerische Stabilitat.
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1. Spaltenpivotierung:

(k—-1)| (k—1)
ek | T jf}gaxn sk

2. Totalpivotierung
(k—1)| _ (k=1)
TkySk | ZJI:III?X n @ij

+ bessere Stabilitit
+ teurer
+ Permutationsmatrizen Q. fir x
GkPkGlplAQleQlew = GkPkGl_Plb
Ak) Qx

Speicherausnutzung

(

Die qji) konnen an den eliminierten Stellen im unteren Dreieck von A gespeichert werden. Das obere Dreieck
von A wird withrend der Rechnung ersetzt. Nach k Eliminationsschritten

T11 192 e Tk Tl,k-l—l e T1n C1
)\21 929 Ce T2k T2,k+1 v Ton C2
A3t As2
Akl -oe ARk Tr Thk+l -+  Tkn Ck
(k) (k) (k)
/\kl . . >\k+1,k ak—l—l,k—i—l akﬂﬂ bk‘—f—l
(k) k) (k)
i Anl  eee e )‘n,k an,k+1 cee Gn.n bn ]
mit \; Ani P i (k) (") Endresultat (k = n — 1
i+1,1, - - - » Apg Permutationen von Qix140 -+ Qg - ENdresu tat(k =n )
T o... e Tin | C1
l21 T92 e Ton
by ... ln,n—l Tnn | Cn

Satz 4.10 (LR-Zerlegung) Die Matrizen

1 r T

l21 1 1 - 1n
L=1 . | . R =

| fnn

bilden eine LR-Zerlegung der Matrix PA. PA = LR, mit P = P,_;... P;. Fir P = 1 ist die Zerlegung

eindeutig.
Beweis (fiir P = 1).
R=Gp1...G1A <= G{'...G;} R=A
~———
L
Eindeutigkeit: Ubung, g
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Aufwand: k-ter Eliminationsschritt

peny ali D
D Gk (k)

ij ] agz—l) kj

W) _ -1 _ B e

i T i T k-1)k
Ak

i,j=k+1,...,n = n — k Divisionen, (n — k) + (n — k)* Multiplikationen und Additionen

1
- NGaug(n) = fn?’ + \E

3
Gilt fiirr Lésung von Az = b und fiir die Berechnung der Zerlegung PA = LR
Beispiel 4.11
316 2
A=(2 1 3|.,b=|[T7
111 4
Pivotierung:
31 6|2 3 1 6 2 3 1 6 2 3 1 6 2
2 1 3|7(—>12/3 13 —-1(17/3|—-1|1/3 2/3 —-1|10/3 | — | 1/3 2/3 -1 |10/3
1 1 14 1/3 2/3 —11{10/3 2/3 1/3 —1(17/3 2/3 1/2 —-1/2| 4
ﬁ
.733:—8
3710
1'2—2(3-1—1‘3)——7
1
$1:§(2—$2—6l‘3):19
LR-Zerlegung:
1 00
P=E3,Ph=|0 0 1
010
316 1 0 0 3 1 6
PA=1|111|=LR=1(1/3 1 0 0 2/3 -1
21 3 2/3 1/2 1 0 0 -—1/2
Fiir die numerische Stabilitidt der Gau8-Elimination ist im Allgemeinen eine Pivotierung sehr wichtig.

Riickwirtsanalyse nach Wilkinson A € R™*", 16se Az = b mit GauBS-Elimination mit Spaltenpivotierung. Die
berechnete Losung 7 ist die exakte Losung eines gestdrten Systems (A + 0 A)Z = b mit

0A
1Al 1 1. 2" (n® + 2n*) eps
1Al
(ohne Beweis)
Storungssatz =
) deo(A

[zl ~ 1= condoo(A)[|6A]l/]| Al



4 Lineare Gleichungssystem 45

Diese Abschitzung deckt pathologische Fille ab. In der Praxis ist das Verhalten gutartig, das heifdt die Gaulelimination
mit Spaltenpivotierung ist ein stabiler Algorithmus. Wiederholung: GauR-Elimination Ax = b, A € R"*"

AO = A AW = P AR Y E=1,... . n—1
R=A"Vg =G, 1P,_1...GiP A
setze
Gno1 =Py 1,G=Py_1...Py_1GpPys1...Pry
— Pii1... Py 1Gr = GrPry1.. . Do
— R=Gp41...G1Py_q...PL A

L1 P
— LR=PA

Lose Rx = coder Ly = b, Rx = y.

4.2 Nachiteration

Wegen Rundungsfehlern bei der Gau8-Elimination gilt: PA = L R nicht exakt. Damit gilt mit einer Niherungslosung
20 gewonnen aus LRz? = Pb fiir den sogenannten Defekt

d’=b—Az" £0
Man kann man eine iterative Defektkorrektur betreiben.
d¥ =b— Az* LRoz"* = PdF

gl =2k 5k k=0,1,...

Lemma 4.12

k
b = (Z(]l — RlLlpA)”> R'L™'Pb

k=0

Beweis per Induktion iiber k:
k=0v

k> 0:

§zk = R (b - Axk)
aF =gk 4 62F = (1 - RTIL7'PA)2* + RT'L7IPY
k
= (Z(]l -~ R—lL—lpA)”“> R'L'Pb+R'LT'Pb

n=0
k+1
= (Z(n - RlLIPA)”> R'L7'PY O
n=0
Ist HI[ - R_IL_lPAH < 1,s0gilt

> (1-R'LT'PA)" = (1-1+R'LT'PA)”
n=0

1

= (PA)'LR
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— ¥ konvergiert gegen
z* = (PA)'LRR'L™'Pb= A"

Wichtig: In der Praxis muss der Defekt d* mit hoherer Genauigkeit berechnet werden.

Beispiel 4.13 Skript.

4.3 Determinantenbestimmung

A,B € R™" = det(A-B) = det Adet B
A=PT'LR .
det A =det(P") L detR =+]][ri
T/ LTl ra i=1

Bei k Vertauschungen von Zeilen ist das Vorzeichen (— 1)k.
4.4 Rangbestimmung
— Totalpivotierung PAQ” = LR Gilt nach dem i-ten Eliminationsschritt
) =0V k=i+1,...,n
so ist Rang(A) = i (Geht auch bei nicht quadratischen Matrizen, einfach mit Nullen auffiillen)
4.5 Spezielle Gleichungssysteme

4.5.1 Bandmatrizen

Eine Matrix A € R™*™ heift Bandmatrix vom Bandtyp (m;, m,.) € {0,...,n — 1}, wenn gilt
ajp =0k <j—mVk>j+m.jk=1...,n

Die Grofie m = my 4+ m, heifit Bandbreite.

Typ Name
(0,0) Diagonalmatrix
(1,1) Tridiagonalmatrizen

(n—1,0) Untere Dreiecksmatrix
(0,m — 1) Obere Dreiecksmatrix

Satz 4.14 (Bandmatrix) Ist A € R"*" eine Bandmatrix vom Typ (m;, m,.), Fiir die GauB-Elimination A =
LR ohne Zeilenvertauschung durchfiihrbar ist, dann sind alle reduzierten Matrizen A desselben Typsund L
beziehungsweise R sind vom Typ (m;, 0) beziehungsweise (0, m, ). Aufwand:

1
N = gnmlmr + O(n(m; +my))

(Ohne Beweis)
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Beispiel 4.15 Typ (1,1):

a1 by 1 a1 P
2

bn—l 5n—1

Cn an, Yo 1 Qp

Rekursive Bestimmung

ap = a1, B = b
Vi = Ci/ai—1, 05 = a; — Vifi—1, Bi = b

Tn = Cn/an—la Qp = 0n — ’Ynﬁn—l

Aufwand: 3n — 2 Speicher,2n — 2 arithmetische Operationen.
Vorsicht: (Beispiel Typ (4,4)): Band , fiillt auf”

4.5.2 Diagonaldominante Matrizen

Definition 4.16 A € R™*" heiflt diagonaldominant, wenn
n
> lajel <lagl, j=1,....n
k=1
k#j

Satz4.17 A € R™" reguldr und diagonaldominant —> A = LR kann mit Gauf-Elimination ohne
Zeilenvertauschungen berechnet werden. (Beweis: Skript)

4.5.3 Positiv definite Matrizen
Definition 4.18 A € R™*" mit AT = A heiflt positiv definit, wann

T Az > 0vz € R™\ {0}

Satz 4.19 A € R™*" symmetrisch positiv definit = A = LR kann mit GauR-Elimination ohne Zeilenvertauschung
(@)

berechnet werden mit Pivots a;;” > 0
Beweis
T
0<el Aey = a1
a(l) = QL aﬂa k= ag il al; = a(l)
D =g — Lra = ap — ——ay; = ay
Jk J aiy J a1 J kj
n
— AW = (agg) ist symmetrisch
I5 T j k=2
Ist AV positiv definit, so beweist Induktion die Behauptung. Setze dafiir & = (x2,. .. ,:L’n)T c R" 1,z e R"
sodass

1 n
rp = —— g 1Tk
k=2
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n

— 0< a2l Az = Z Q)T T,

7,k=1
n n n n 2
k 9 1 1
= E aipT;x" + 211 E a1Tk + a11x] — af E aK101TKT; + af E 15Tk
k=2 k=2 S =2 1\ >
0
2
n [
ar1G41
= E ajk — a rprjta | 1+ E E 1Tk
k=2 1 1 k=2
—gW 0
=iTAWz O

— A= LR, ry; = ag) >0
T
A=AT = (LR = (LD D—1R> =RTDLT
~——
=R
mit A = diag(ry,...,7n,) und

1 rigfrin ... T1in/T11

noll
Il

rn—l,n/rn—l,n—l
1

Eindeutigkeit der LR-Zerlegung

LR=R"DL" — L=R",R=DL"

Satz 4.20 Jede symmetrisch positiv definite Matrix A € R™*" hat eine sogenannte Cholesky-Zerlegung
A=LDL" = LL"

Aufwand: Nepolesky (1) = % -+ O(n2).
Algorithmus von Cholesky:

l11 l11 e lnl ailp] ... Qip

lnl lnn lnn apl ... Qpnp

furi=1,...,n:
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Firj=++1,...,n

lij:T

13
s —
—
S
S
<
.
M |
—_
—~
S
ol
~
<.
Ea
~_

Wiederholung: Spezielle Matrizen, LR-Zerlegung
+ Bandmatrizen: Nullen nicht speichern / berechnen
+ Diagonal-dominante Matrizen: keine Pivotierung notwendig
+ Symmetrisch, positiv definite Matrizen keine Pivotierung notwendig
A=LL" =LDL"
(billiger als A = LR)

4.6 Nicht regulire Systeme

Wir betrachten A € R"*"™ (nicht notwendig quadratisch). Das Lineare Gleichungssystem Az = b hat
+ keine Losung, wenn b ¢ im(A)
« unendlich viele Lésungen T + Az wenn AT = b, Az € ker(A) # {0}

Verallgemeinerter Losungsbegriff: Finde z € R"™ mit minimalem Defektd = b — AZ (Fird = 0lostz Az =
b)

Satz 4.21 (Least-Squares-Losung) Es gibt immer eine ,Losung” Z € IR™ mit kleinsten Fehlerquadraten:

1Az —bll; = min || Az — bl

Das gilt genau dann, wenn

AT Az = ATb
(Normalgleichung). Fiir Rang(A) = n ist = eindeutig bestimmt. Ansonsten hat jede weitere Lésung die Form
T+ ymity € ker(A)

Lemma 4.22 Sei A € K™*™, Dann ist AT A hermitesch positiv semidefinit. Ist Rang(A) = n, so ist AT A
positiv definit.

Beweis 1. ATA = (ATA)T = ATA
2. iTAT Az = (Az) (Az) = ||Az]2 > 0

3. Rang(A) =n = m >nund A : R" - R™injektiv = Aus ||[Al|, =0 = Az =0 =
=0
— 7T AT Az > OVx € K™\ {0} O

Beweis 1. Esgelte AT Az = ATb
— AT(AZ-b)=0
— |lb— Az = ||b— Az + A(z — )|;
= [|b— Az5 + 2(b — AZ, A(z — 2)), + | A(z — 2)|;
(A(Z —b),b— AZ)y = (z — )T AT (b— AZ)0
—> ||b— Az; > [Ib— AZ|3 + |A(z — 2)|3
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= Z ist minimal. Umgekehrt: Sei Z minimal

O:

0
sl —blE,

2. Losbarkeit: Wegen im(A)* = ker (AT) hat b eine eindeutige Zerlegung b = r + s, € ker(A”), s €
im(A) Sei & € R"so,dass AT = s = ATAz = ATs + ATr = ATh

3. Rang(A) = n: AT A positiv definit = 7 eindeutig. Rang(A) < n : AT Ax; = ATb. Wegen
b= Ax; + (b— A,,) € im A + ker AT
und Eindeutigkeit von b = r + s gilt AT = Ax1VZ — 21 € ker A 0
Numerische Losung: Cholesky fiir Normalgleichung. Vorsicht: Im Fall Rang(A) = n = m gilt
condy (ATA) = condy(A)?
Merke: Normalgleichungen sind hiufig schlecht konditioniert. Abhilfe: QR-Zerlegung von A

Satz 4.23 Sei A € K"*" mit Rang(A) = n < m. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Matrix () €
K™ " mit QT Q = E,, und eine eindeutig bestimmte obere Dreiecksmatrix R € IK™*™ mit reellen Diagonalelementen
ri > 0,2 =1,...,n,sodass

A=QR

Bezeichnung: @: orthonormale Matrix (m = n: unitir)

Beweis Konstruktion der Spalten g, von ) mittels Gram-Schmidt aus den Spalten aj von A
-1 .
G lally a1 i=1
i = -1 ~ i—1 .
¢ = Gilly " Gis @ = ai — Y p—1 (@i, qr)oqr 1 =2,...,m

Wegen Rang(A) = n sind die aj, linear unabhingig und ||gx ||y, # 0,k = 1,. .., n. Betrachte:

N

-1

ar = @+ Y (ak, qi)9i
1
k-1

= llGkllyae + > (ak, ¢:)a
=1

k
= Zﬂ‘k%’
i=1

..
I
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Tk = HCI/CHQ € R+,Tik = (ak,qi)Q. Setze r;, = O,i > k,R = (le) e K"™" = A= QR
Eindeutigkeit: Sei Q1 R1 = A = Q2 Ro. Setze

Q=05Q1 = 72TAR1_ t= R2R1_1 (obere Dreiecksmatrix)
QT =Q1Q; = 71TAR2_ t= RiRy ! (obere Dreiecksmatrix)
Q"Q = RiR;'RyR; =1

@ ist orthonormal und diagonal. Ihre Eigenwerte \; erfiillen |\;| = 1

QR1 = RyR{'Ri = Ry = X\ (R1);; = (Ra);; > 0

N——
>0
= MR, N =1
Q=E, = Ry =Ry,Q1 = AR;' = AR;' = @, 0

Least-Squares-Losung mit

A=QiR=(Q1]Q2) (?)
mitQ = (Q1 | Q2) € R™", R = (?) € R™" Rang(A) = n
- 1Qull5 = vTQTQu = ||vf3

Az 013 = Qe - QT = [ (e - 7).

= - @riff = e - (9h) s

2 2
= [|Bz = Q1b, + @25,

minimal fir v = R~1QTb.
« ATA=(QiR)T"Q\R = RTQTQ1R = RT R (Cholesky-Zerlegung)
AT Az = ATb = R"Rx = RTQTb

- Losung mit R ist besser konditioniert als Lésung mit R R : condy (RTR) = condg(R)2

Wiederholung: A € M (n x m, K)
+ A=QR=QR,Q=Q|0:Q"Q = E.,Q"Q = En,

« Eindeutigkeit mit r;; > 0

Az~ bl = QR - GGTo|] = ||@ (e - oT)|
= R—lQTb

. | Rz — QTbH; + HQQbH Rang(A) = n:

« verhindert schlechte Konditionierung der Normalgleichung
condy (ATA) = condy(A)? = condy(R)?

Problem: Gram-Schmidt zur Berechnung von Orthogonalbasis ist nicht stabil. Stabile Variante: Householder-
Verfahren
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Definition 4.24 Fiir v € K mit ||v||, = 1 heifit

I=E, —2v0’ € K"

,Householder-Transformation®

V101
VU =
VnU1
Eigenschaften von .S:
« ST = S hermitesch

. 578 = (B, — 2057) (B, — 2007

- Spiegelung: Sei u € IK™. Zerlege u = (v, u),v + [u

Suqp = (En — 207

=E, — 4T + 4ot voT

V10

UnUnp

= F,, (unitir)
1

= (v,u)y(v — 200" v) = —y

SU; =

v: Normale der Spiegelungshyperebene

Householder-Verfahren:

E, —2vv )(u —uy)

=u—2(v,u)yv+u =

U — Uy = Uy

it 0 (9
ajg ip
Al — a aéi)
0 :
a! allh,
Schritt 2: Householder-Transformation
S; A — A0
— R=A™ =8,8, 1...54=0TA
— QR=A4,Q=57...8T=5,...5,

Achtung: 7; > 0 wird nicht garantiert. (keine Eindeutigkeit). Bezeichnung: AW = (dl@ |-

0

V; =

Vi

By, — 200 = (Eg‘l

] EL,(f)) Setze

e K™

0 (10
Ep_i—20;4") —\0 S
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— Die ersteni — 1 Zeilen von A1) bleiben unverindert. Wihle v; S0, dass
1
& ~(4) . i 0 m—i
S;5;” € Lin{ei},ei=1].] €R
0
2 Moglichkeiten:
i’ — [a|| e
v IR
Jai? = [}a) 1,
o + o] e
~ 2
B N R NG
EaTn)
Zur Vermeidung von Ausloschung:
i ()i
; -
i+ sen(al?) [l |
2
S IR
— §AD = 0 a *2(ai+j,i’”i)“l =2,...,m—i
0
Insgesamt ergibt sich fiir die Spalten von A = §; A(—1)
o) =™ k=1, i-1
, . , ) T
aéz) = (agfl_l), . ,agz__l}i), ELEZ_D‘ 270, . .,2)
a](;) = a](j_l) — 2<C~ngi_l),’[}i)vi, k=i+1,...,n
4.7 Singulirwertzerlegung
Satz 4.25 Essei A € IR""*". Dann existieren orthogonale Matrizen V' € R™*™ und U € IR""*™, sodass
UTAV = ¥ = diag(o1, .. .,0p,) € R™", p = min(m, n)
mitoy > -+ >0, >0
Beweis Skript, 0

A = UXVT. Niitzliche Folgerungen: (01 > -+ > 0, > 0py1 = -+ - =
« Rang(A) =r

« ker A = Lin{v,41,...,0,}
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« im A = Lin{uy,...,ur}
« A= UEVT = Z§:1 aluiviT

[Ally = o1
« condg(A) =2

Ip

o1
CNAlle =y Xime? = |||
op/ ||,
k
. HA = Yim o] || = ik oiwiv] ||, = ok

5 Nichtlineare Gleichungen

5.1 Intervallschachtelung / Bisektion

Sei f € Cla,b.Suchex € [a,b] mit f(z) = 0.Giltag, by € [a, b] mit f(ag)- f(by) < 0,sohat f eine Nullstelle
fork=0,1,... do

T = 1/2(ak + bk);

if f(ar)f(xr) < 0then

Ap+1 = Ak;
bi+1 = T
else
in [ag, bo| (Zwischenwertsatz). k11 = Tk;
b1 = by
end

if ’bk+1 - ak+1‘ < TOL‘ak+]_‘ then
| Ende Losung: 1/2(bg1+1 + akt1)
end

end
Konvergenz:
ap < ag1 < bg1 < by

[brs1 — aksr| = %!bk —ag =27 by — ag
Eigenschaften:
« sehr stabil
+ langsam

+ Erweiterung fiir v € R"™ oder x € C nicht méglich

5.2 Newton-Verfahren im R"”

Sei D C R" offen, f : D — R" stetig differenzierbar. Bezeichnung: J(x) = f'(z) : R" — R"*" (Jacobi-
Matrix). Voriiberlegung: Taylor-Entwicklung von f um eine Niherungslosung xj € D:

o+ Dzy) = flag) + J (@) Azg + | Ay ) =

Abgeleitete Iterationsvorschrift:
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» Lose J(xk)Axk = —f(l'k)
« Schritt x4 = ) + Axg,

Insbesondere Falln = 1: J(xg)Axy = — f(x) — Axy, + xp, = Nullstelle der Tangente an der Stelle z.

5.3 Konvergenzverhalten iterativer Methoden (Spezialfall n = 1)
Definition 5.1 Ein Iterationsverfahren zur Berechnung von
T, = lim xy
k—ro0
hat eine Konvergenz der Ordnung o, & > 1, wenn mit einem ¢ > 0 gilt:
|Tri1 — x| < clap — 24| k=0,1,...
Im Fall « = 1 (lineare Konvergenz) heiflt das beste ¢ lineare Kontraktionsrate. Gilt
|Trt1 — z| < cplzn — 24
mit einer Nullfolge ¢, — 0, so spricht man von superlinearer Konvergenz.

Definition 5.2 Die Menge D(z) = {y € D | || f(y)|| < ||=| } heift die Niveaumenge von f zum Punkt .

Satz 5.3 (Newton-Kantorovich) Fiireinz € D gelte

L |77 (@)|| < 8,2 € Dy(z)
2. (@) = JW) < vl —yll. =, € Dyg(z)
3. 20 € Dy(x)

4. q:=1/2apy < I mita = HJ_l(xQ)f(xo)H
Dann konvergiert die Folge () aus der Newtoniteration gegen eine Nullstelle x,, € D von f, mit der a-priori
Fehlerabschitzung

g, — | < ——q® ) k> 1
l—q

Beweis Skript U
Wiederholung: f : D C R" — R", J(z) = f'(z) € R"*" Suchexz € D : f(x) =0

« n = 1: Bisektion, (stabil)

+ Newton-Typ-Verfahren: 29 € D, M (x)J(x) = E,

J(xp) Az, = —f(ag) | Axp = —M (zk) f(xr) = 21 = o + Ak
lokal quadratische Konvergenz fiir M (z).J(z) = E,
Satz 5.4 (Lokaler Kontraktionssatz von Bock) Sei
N = {(x,y) € D* |y =z — M(x)[(2)}

Es Existiere ein w < 00 so, dass fiir alle (z,y) € N, t € [0,1]

1M ()[J (z +ty — 2)) = J(@))(@ = y)l| < willy -]
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und ein k < 1 so, dass fiir alle (z,y) € N/
M (y)[En — J (@) M ()] f(2)]| < glly — |
Mit ¢, 1= Kk + w/2||Axy|| gelte 29 < 1 und

Ax
Dyi={y € B" | fly — o]l <

oll
cD
—
Dann bleibt x, € Do und limg_, o, £ = x, existiert. Weiterhin gilt:
w 2
1Akl < exf|Azyl = sl Akl + 5 || Az

die a-priori Fehlerabschitzung

(CO)kJrj

1—cg

(ck)’
lrts = @ull < 7= Azl <
CL

[Azo

und M (z,) f(z.) = 0. Ist M (x) stetig in =, und M (x,) invertierbar, so gilt f(x.) =0
Beweis cyp <1 = x0,x1 € Dy.Seixp1 € Dgundci < 1. Dann gilt

[Azy]| = [M(2x11) f (Trr1) ]
= [|M (zg+1)[f (x) — J (@) M (zi) f (2r)] + M (2p10)[f(@p41) — flae) + T (2p) M (),

1
d
< kllzess — o] + HM(W)/ S Flox + 18m)dt — () A
0

1
< el + [ 1M G+ o — 1) — Tl Ase]de
0
w 2
< K[| Azg|] + §||A$k|| = cp|| Azy]|
w w w
= Cp41 =K+ EHAxk—i-lH <K +Ck§||A$k|| =Ck— EHAiﬁk”

w
= 41 < — (1 — Ck:)gHAka < ¢k

>0
= ||Zkt2 — Zol| = [[Tht2 — Tht1 + Tt1 -+ — 20|
k+1 k+1 '
<D Az <> (co) | Aol
j=0 §=0
_ 12l
T 1l—cg
= xr € Do, k=0,1,..., (Induktion)
(xf) ist Cauchyfolge, wegen
£l S | Aol
k k 0
lznsay — el < D I1A@] < (co)" || Az < (co) T e
i=k =0

= (x1) konvergiert,

lim zp = o,
k—o0
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ks — Tl S N Thtj — Thojrr + Thpjrr — - 2|

o0 o0

< lksjarin = Bregeil = D_l1ATk s |
=0 =0
- .

‘ (ck)’

<D (@) IAwkgll < 12 1w

=0
Weiterhin z* = 2* — M (z*) f(z*) = M (z*)f(z*) =0 O

Diskussion:

« Ist f(x) = Jx + b (affin linear) so ist w = 0. w ist ein Maf fiir die Nichtlinearitit von f.

« Fiir das Newton-Verfahren (M (z)J(x) = E,,) gilt kK = 0, das heiflt  ist ein MaR fiir die Kompatibilitit
von M und J

« Das Newton Verfahren fiir f(x) = Jz — b (J invertierbar) konvergiert in einem Schritt (w = k = 0)

Sukzessive Approximation
Wahl: M () = C~' mit C € R™*™. k-Bedingung: = — y € N, das heiflty — 2 = —C; ' f(z)

!
|C™ [ — J(@)CT N f (@) = [[[In = CTH(@)](y — 2)|| < slly — =]
ist erfullt fir
|En—C M (2)|| <k <1
Fiir hinreichend kleines || Az ||, das heift in der Nihe einer Losung gilt:
%:m+§m%n<1

und N
(co)

o — au] < 122

|Azol|
Betrachtung als Fixpunktiteration (FP1)
9(@) =2 — ()
Tpr1 =g(xp) k=0,1,...
— ¢'(z)=E, - C 'J(2)
— Zujedem Fixpunkt 2, € D von z mit ||¢'(z)|| < 1 gibt es eine Umgebung
Ky(e.) = {z € R" | |z — 2] < p} < D
sodass k < cg < 1 auf K,(x,) (statt D). Wiederholung: f(x) = 0,2 € R", x41 = x5 — M (z1) f ().
+ Lokaler Kontraktionssatz
— w: Maf fiir die Nichtlinearitit
- k: MaR fiir Kompatibilitit von M und f/ := J
ist || Azl klein genug: dann konvergiert (x) — =*
S = rt 2 An] <1
Az ]| < cxll Azl

- apriori Fehlerabschitzung

- Fixpunktiteration: M (x) = C~1
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6 Lineare Gleichungssysteme: Iterative Verfahren

Problem direkter Methoden: Speicheraufwand fiir grole n. Alternatives Beispiel: Fixpunktiteration fiir Az = b

(AeR™™ beR"

n
— ajj:zrj+2ajkmk:bj,j:1,...,n
k=1
k#j
Istajj%o
1 n
<:>xj:f bj—Zajkxk , =1 ....n
i k=1
k#j

Gesamtschritt- /Jacobi-Verfahren:

Einzelschritt- /Gauf-Seidel-Verfahren

1
t_ , ot |
T; = — b — Za]kxk — E a;rTy,

@jj k<j k>j
j=1,....,n,t=1,2,...
Fixpunktiterationen:
A=D+L+R
Jacobi:

' =D7'(b—(L+R)z"")
=-DHL+R) 2" +D b
—_—
Gaufd-Seidel:

z'=D7'(b— La' — Ra'™1)
& Da'+ La' =b— Ra'"
— zt=—(D+L) 'R P+ (D+ L)'
Gemeinsame Form 2! = Ba!~! + ¢, B: Iterationsmatrix. Konvergiert (xt) gegen z, so gilt x = Bz + ¢
Allgemein: Wihle C' € R™*" invertierbar
Ar =b <= Cx=Czx— Az +D
— r=x+C ' (b— Ax)
Form der Fixpunktiteration:
' = (B, —C'A) " + O
~——

~—— ——
=B

=
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Defektkorrekturiteration:
d=t=b— Az Cox' T = d !

.’Z‘t — .fL't_l +5$t_1

Erinnerung: Lokaler Kontraktionssatz:
k= By - CA| <1

—> Konvergenz fiir beliebige Startwerte (w = 0). Problem: k ist Norm-abhingig. ,Schirfere” Alternative

spr(B) = max{|A| | A € 0(B)}
o(B) C C: Menge der Eigenwerte von B (Bx = Az, A € C,xz € C",x # 0). Achtung: spr(B) ist keine

Norm. Betrachte
spr 01 =0
PHto o))~

aber dies ist nicht die Nullmatrix. Fiir natiirliche Matrizennormen gilt

Bx
1Bl = sup 182l
zecm\ {0} |17l

mit A ein Eigenwert, wihlen x als den zugehorigen Eigenvektor.

= spr(B) < Bl

Lemma 6.1 Fiirjede B € R™*" gibt es zu jedem € > 0 eine natiirliche Matrizennorm ||-||_, sodass
spr(B) < || B < spr(B) +¢
Beweis Schnur-Zerlegung B = T"'R =, T € C™ ", unitir
rmir ... Tin
R =
0 Tnn

= spr(B) = spr(R) = max ||
J=4..,n
Fiir beliebige 0 € (0, 1], wihle
S5 = diag(8°,6%,..., 0" 1)

Ro = diag 11,7225+ -3y Tnn
0 rio dris (Sn_QTln
Qs = 67ﬂn72,n
n—1,n
0 0
) 52 571—1
T11 T12 riz ... T1in
_ g1 _ . .
Rs =S5 RDs = - - 527‘71,2’”
5rn—1,n
0 Tn,n

— Rs = Ry+0Qs
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S(S_IT invertierbar
= |lzlls = ||S5 ' T|,

ist Vektornorm auf R". Mit B = T~ 'RT = T’lnggS(;—lT und y = S(;IT:U folgt

| Bz||s = HT7155R555_1T‘15H5
= | Rsylly < [[Roylly + 61| Qsyll,

< (,max il +<m)||y||2
i=1,...n

= (spr(B) + op) |5

mit
. 1/2
p= Y Iryl
ij=1

| B||

|Blls=sup :

cern\{0} Il

< spr(B) + ou

Wihle § = ¢/pu O

Satz 6.2 (Fixpunktiteration) Die durch
' =Ba'" +e

erzeugten Iterierten konvergieren genau dann fiir jeden Startwert 2° € R™ gegen die Lésung von z = Bz + ¢,
wenn spr(B) < 1. Asymptotisches Konvergenzverhalten:

. 1/t
. |2 — =]
sup limsup| —5—— = spr(B)
IOGR" t—o0 xr — X
Beweis Fehler:
el =2t —z =Bz +¢c— Bxr — ¢c= Belt
— e =Bl teN
1. spr(B) < 1.Seie < 1 —spr(B)
= J|ll. : Bl <spr(B) +e <1
t _ t 0 t]l .0 t—00
lefll. = [[B""||. < IBI[|e”]]. —=0
— gt > zfirex — o0

2. (Beweis fiir Fall Bw = \w, |A\| = spr(B),w € R™ \ {0}). Konvergenz fiir jeden Startwert. Wihle
20 =z +w
Mw = B'w = B'eTe! = 0

— |\ <1 = spr(B) < 1. Weiterhin:

(‘\‘iH)m -
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3. NormAquivalenz: dm, M > 0, sodass
m|z| < |lzll, < Mlz| = eR"

1 1
— |l < 2l < Lpspege),

M e
< R(spr(B) +¢) He H
Wegen
<M>1/t 500
puus —1
s 11} -
limsup | 5 <sup(B) + & — spr(B)
t—oo \ [|€°] O

Wiederholung: Ax = b, A € R"™"™, b € R"
- Fixpunktiteration: /! = Ba! + ¢ konvergiert genau dann Vz", wenn spr(B) < 1
« Jacobi: B=J=—-D"YL+ R)wobeiA=A+L+R
. GauB-Seidel B = H; = —(D+ L) 'R

+ Asymptotische Konvergenzrate:

| (uetu)”t
sup lim =sprB

wvern =0\ [|€]

Interpretation: Gewinn von k Dezimalstellen (fiir grofe t) p = spr(B). Bestimme ¢ so, dass

k

p'<0,1" = tlogjgp< —k = t> —
logyg p

Beispiel 6.3 (p = 0.99,k = 1) t = 230,

Konstruktion von Iterationsverfahren: Zwei Ziele (Gegenspieler)

1. spr| E, — C7'A | Klein
B

2. Ozt~ = d" leicht losbar
Jacobi- und Gauf’-Seidel_verfahren

Satz 6.4 (Starke Zeilensummenkriterium) Ist A € R™*" strikt diagonaldominant

n
> lael <lagl,j=1,...,n

k=1
k#j

soistspr(J) < 1undspr(Hp) < 1 das heift Jacobi- und GauR-Seidel-Verfahren konvergieren.
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Beweis 0 < |a;j|.Sei A € o(J) und p € o(H1) mit Eigenvektoren v, w € C"

V]l oo = llwlloe =1

das heifdt
M =Jv=-D"YL+R)v

und
pw = Hyw=—(D+ L) 'Rw
— pw=—-D"YuL+ R)w
= Al < ||D7! L+R||

= max{ Z]a]k]}<1
’a’]]’

k#ﬂ

Il < ||D_1(HL+R)HOO
< max ’ ZIMH%kHZ\%k’
J=Lm |y k<j k>3
wire || > 1, so wiirde
il < | D7HE+ R < Iul -

Die Voraussetzungen konnen abgeschwicht werden (siehe Skript).
SOR-Verfahren (Successive Overrelaxation)

4 1 .
T=—10 —Za]kmk Z%kfﬂ ,ij=1,...,n

k<j k>j
=wil+ (1 -wazw>1

Fiir w = 1 ist SOR gleich Gau8-Seidel (w < 1: Unterrelaxation)

ot = —wD+ L) 'R+ 1 —w)t  +w(D+ L)
H,=(D+wL) (1 -w)D —wR)

Lemma 6.5 Fiir A € R"*" mit D regulir gilt

spr(Hy) > |w—1[,w € R

Beweis
-1
H,=|E,-wD'L| B'DD|(1-wE,-wD 'R
——— ——
L R’
det(H,) = det(E, — wL') - det((1 — w)E, —wR') = (1 — w)?
Wegen

det(H, H A

)\EO’(Hw)
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folgt
1/n
spr(H,) = max |\ > A
= g = | TT
=1 —w| O

Satz 6.6 (SOR) Sei A € R"™*"™ symmetrisch positiv definit. Dann gilt
spr(H,) < 1Vw € (0,2)
Insbesondere konvergiert Gauf3-Seidel.

Beweis A symmetrisch = R = LT. A =D+ L+ LT.Sei A € o(H,), w € (0,2) mit Eigenvektor
v € R™\ {0}, das heift H,v = \v
= ((1 —w)D —wLT)v = XD +wL)v
= w(D+L")v=(1-XNDv+IwLv
= wAv =w(D + LT)U +wlv

und

AwAv = )\w(D-l—LT)v—l-)\va
= (D + L") v+ (1= AN)Dv—w(D+ L")
== 1Dw(D+ Lo+ (1 - \)Dv
=(1-MN(1—-w)Dv— (1 - NwLv

Wegen vwT Lv = vT LT v folgt

1wl Av = (1 = \)vTDv + w(1 — Mo Lo
2. dwvTAv = (1 = N)(1 —wwDv — (1 — NwoT Lo
— 1+ NwvlAv=(1-X)(2-w)v! Dv

~——
>0

A positiv definit = D positiv definit. Also: v" Av > 0,9T Dv > 0. = X # +1und

o 1—|—A_2—vaDv

= = >0
H=12N w v Av

— (1-Ap=(1+))
I+pA=—-(1-p)
-

1
= [N =|——=|<1
p+1
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Wiederholung: SOR Az =b,A=D+ L+ R

¢ t—1 , @ ¢ t—1 .
$j:(1—w)xj +? bj—Zajk:pk—Zajkxk j=1,....,n
JJ k<j k>j

= gl = (1-— w)xt_l + wD_l(b — Lzt — th_l)
— (D+wLl)z! = ((1 —w)D —wR)z' "t + wh
— ' =(D+wl) N1 -w)D-wR)z" ' +w(D+wL) b

H,

« SOR konvergiert fiir A symmetrisch positiv definitw € (0, 2)
+ w = 1: GauB-Seidel
+ w optimal ist schwer zu finden

Abstiegsverfahren
Vorraussetzung: A symmetrisch, positiv definit.

= (Az,y)y = (z, Ay),Vz,y € R"
(Az,z)9 > OVz € R™\ {0}

Definition 6.7 (A-Skalarprodukt, A-Norm)
(z,9)4 = (Az,y), |zl 4 = v (Az, 7)
Erinnerung: A hat nur reelle Eigenwerte
O< A=< - <\, =

und die Eigenvektoren {w1, ...,w,} C R" sind eine Orthonormalbasis von R"

= spr(A) = A, condy(4) = %

Satz 6.8 Sei A € R™*"™ symmetrisch, positiv definit. Dann gilt Az = b genau dann, wenn
Qz) < Qy)Vy € R"\ {z}
mit 1
Qy) = 5(Ay,y) — (b,y)
Beweis 1. Sei Az = b fiir x # y folgt
Q) ~ Q) = 5 (Ay,y) ~ 2(b,y) ~ (Ar,2) +2(6,2))
= 2 (Ay,y) — 2(Az,9) + (Az,2))

= S~ y)a—y) >0
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2. xist Minimum von Q = grad Q(z) =0

aQ 1
o, ") =33 kT O Zbk’m’“
]k 1

:Zaik:pk—bi:0 i=1,...,n
=1

= Ax=1b>
1
— grad Q(y) = 5(A+ Ay —b=Ay -0
Iteration:
P = gt 4 oztrt

mit Abstiegsrichtung 7t € R"
und Schrittweite a; € R. Schrittweitenbestimmung: zum Beispiel Liniensuche

Q($t+1) — glelﬁI%Q(xt —|—a1“t)
— 0= %Q(mt + art)
= grad Q(l‘t + art)rt
= (A(xt +ozrt) — ,rt)
= (Axt - B, rt) + a(Art, rt)

(t’rt)z

Definition 6.9 (Allgemeines Abstiegsverfahren) Gegeben 20 € R"
« Gradint g* = Ax! — b, Abstiegsrichtung 7!

 Schrittweite

(9" r)
op = ———
(Art, %)
o Iteration: z!t! = 2zt + agrt
Okonomischer:
g*=Az" —b
t
(g%)
t>0:
=0 (Artrt)
2 =2t + ayrt

(negativer Defekt)
O
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Beobachtung:
ly — % — 2l = (A(y — =),y — =) — (Az, )
= (A(y — ), AT Ay — z)) — (Az, A_IA:L')
= || Ay = bl[% -1 = [1b]1%-s
= (Ay,y) — (Ay,z) — (Az,y)
= (Ay,y) — 2(b,y) = 2Q(y)

= Minimierung von () minimiert Defektnorm || Ay — b|| ,—1 und Fehlernorm ||y — || 4.
Gradientenverfahren: Richtung des steilsten Abstiegs

rt = —gradQ(art) =—g'

Iteration: 2° € R™, ¢ = Az° —b.t > 0:

2
sl
(Ag',g")
2 = 2t — gt
9 =4g' — aAg

Ist (Agt, gt) =0folgtg' =0 = Axl =b.

Satz 6.10 (Gradientenverfahren) Ist A € R™*" symmetrisch, positiv definit, so konvergiert das Gradientenverfahren
fiir alle z° € R™ gegen die Losung von Az = b

Beweis Fehlerfunktional

Ey)=ly—z|} =@ —2 Ay —a]),y € R"

Fehler ¢! = 2t — z

E(l’t) _ E(CL‘t+1) B (et’Aet) _ (€t+1,A6t+1)

— E() - (e, Aeh)
_ (et, Aet) — (et — aygt, Alet — atgt])
N (e, Aet)
B Qat(et,Ag ) —ozt( t Agt )
- (e, Ac)
_ 2ailg'|* - a} (¢, Ag")
= (¢!, A-1gh)
t
2 Llé |L It - Hg ||
(9", A1 )
4
[l

(9", Agh)(g", A1)
A symmetrisch, positiv definit = A|y||* < (y, Ay) < Ally|?

A7yl < (v, A7hy) < A7yl



6 Lineare Gleichungssysteme: lterative Verfahren 67

Ist 2! # x, das heifit £ (:nt) # 0und g* # 0 folgt:

lo*lI* lolI”

(9% Ag') (g, A1) — AllgtA-Ylgtl* A

— E(a'1) < [1— s E(2"), 5 := conda(A). Wegen 0 < 1 — 571 < 1 konvergiert E(a!) <> 0

t
firallezg € R" = 2! —5 ¢ O

Lemma 6.11 (Lemma vovn Kantorovich) Sei A € R™*" symmetrisch positiv definit mit A\, A > 0 kleinster

/ grohter eigenwert. Dann

YR
(A+A)* ~ (3, Ay)(y, A~ ly)
Beweis Skript. 0
Satz 6.12 (Fehlerabschitzung) Fiir das Gradientenverfahren gilt die Fehlerabschitzung
1—r 1\
o' =l < (T ) o =l ot e
Beweis
Bl = [1- HgtH4 B(xt)
(9", Ag")(g", A~ 1g")
AA
E(2') < (1—4>E !
A2 4+ 2)A + A% — 4AA A—A\?
— E t — o E t
e = (557) B
2 A=\ 2
— o' 2l < (553) el 0

Az =b <= K 'AK T KTz = K~'b Wiederholung: Allgemeines Abstiegsverfahren fiir Az = b, A €
A r b
IR™"™ symmetrisch positiv definit.

< minQ(y) = %(ya Ay) — (b,y)

(g 7")
gt :Al't—b,at = —W

o =27 4 aprt
Gradientenverfharen: 7' := —g'. Fehlerabschitzung:

1— —1
|2 —wHA < <1+Z_1>Hw0 — 40k = A/A = condz(A)

Beobachtung:
(9".9") = (¢ — aAg',g") = ||g"|” — ae(Ag",g") = 0
—_——

2
llg*l
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— ¢'t! 1 ¢'. = Langsame Konvergenz fiir conds A4 > 1.

Conjugate-Gradients-Verfahren (CG)

Idee: Wihle Abstiegsrichtung d’ mit (di, dj)A = 0Vi # j.(A-orthogonal). Ansatz: B; := Lin{d", ..., d"1}.

t—1
ot =20+ Z a;d'az’ + B,
=0
bestimmt durch
t .
z') = min
Qe’) = min Q)

= ||Az" -0, = xgnjgj!

= [’ = ol = iy

—s 0= @(;ﬁ) = (gradQ(xt),di)

dOéi
— (Az' —b,d") =0, i=0,....t—1
— ¢' L B

Wir legen zuerst By fest:
B, = Kt(dO;A),dO =b— Az’

mit dem Krylov-Raum

Ki(v,; A) = Lin{v, Av, A%v,... A" v}
Motivation (Lucky breakdown). Wird K (do; A) stationir, das heif3t gilt

AldY € K, (d; A)
fireint € N, so folgt
—g' =b—Az' =d"+ A(a® —2') € &" + AK,(d% A) C K(d% A) C K(d% A)

und wegen g* | K; (do; A) — ¢ = 0, das heiflt Az’ = b.
Konstruktion der Richtungen d' € K; 1 (do; A) : Ansatz:

t—1
dt = ;ﬁt, +Zﬁ§—1dﬂ € Ki1(d%; A)
g (d0:4) IZ0 ,
GKt(dO;A)
A-Orthogonalitit:
| t—1
0= (d' Ad’) = (—g", Ad") + Y _ B (&, Ad')
=0 ——

—0,i]
- (—gt+ﬁ§—1di,Adi),¢ —0,... -1

Wegen (gt,di) =0,2=0,...,t—1folgt

(6" Ad) =0, i=0,....t—2
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= B =0,i=0,...,t—2i=t—1
0= (—gt,Adtil) _’_/Bf:il(dtfl’Adtfl)

toAgt—1
o oat—1 (¢' Ad" 1)
= B =B (d—1, Adi-1)

— d'=—g' + fd"!
— ¢ = Az — b= Az! — b+ , Ad
=g+ aAd'
(¢" ')

— ;= _W (klassische Form)

Vereinfachung:
t||2 t+1]|2
S
(d”, Ad) lgt”
Beobachtung: gt # 0,t =0,...,n—1
— Lin{d",...,d" '} =R" = 2" =2

(Gilt nur in exakter Arithmetik)

Lemma 6.13 Fiir ein Polynom p € P, p(0) = 1 gelte auf einer Menge S C R mito(A4) C S

sup|p(p)| < M
HES
Dann gilt Hmt — xHA < MHH?O — acHA
Beweis
t _ . _
ot~y = min, ol

Wegen By = Lin{d", ..., d""'} = Lin{A%", ... A= 40}

= ot =ella = i oo ==+l

= min [|[E, + Ap(4))(=° — @),

< min ()4 Ja” 2],
p(0)=1

Orthonormalbasis {w1, . . . ,wy, } aus Eigenvektoren mit Eigenwerten \;

=1
Ip(A)yll% = Aip(h)*7
=1

n
< M2 Ain? = M2yl
=1

A
= HP(A)HA: sup M <M
yerm\ (o} [l
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Satz 6.14 (CG-Konvergenz) Mit k = A/ gilt

ot = ally < ($5722E ) e =l

Beweis S = [\, A]. Lemma —>

ot —z|, < min sup |p(p)||]z® -z
b el < iy s ol =1,

Zu zeigen:
| 1— /A
0_ <2l ————
e~ =2(15737)

p(0)

Problem der Bestapproximation mit Polynomen beziiglich Max-Norm! Losung: T: t-tes Tschebyscheff-Polynom

auf [~ 1, 1]
Plu) = Tt<A+AA_;2“>T<ﬁj§)_

A+A\
e sup (5] = T()
BENA] A=A

Darstellung fiir || > 1

Ti ()

(e = (e i)
Lk i((ﬁ%(ﬁli))%(ﬁ ) :

Wiederholung: CG, Abstiegsverfahren. (di, Ad ) =0,7 # j.

« 2 Parameter

e
' (d AdY)
[rasl
/6 f—
e

' =2t + ydt

gt-i-l — gt + OétAdt

dt+1 — _gt+1 + ﬁtdt
d’=—¢"=b— Az’

+ Axakte Arithmetik: Losung nach spitestens n + 1 Schritten.

o=l < mig ma I [l2° — 2], <2

p(0)=1
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7 Matrizeneigenwertaufgaben

A € K™™K = R oder C. Suche (\,w) € K x (K™ \ {0}), sodass
Aw = \w

7.1 Konditionierung des Eigenwert-Problems.

Lemma 7.1 (Stabilitit) Sei A, B € K"*" ||-|| die natiirliche Matrizennorm, A € o(A) \ o(B). Dann gilt
H(/\En _B)Aa- B)H >1

Beweis

Aw = \w
— (A— B)w=(\E, — B)w
— (AE,—-B) Y A-Buw=w
H()\En B MA- B)w”
lwll

H()\E — B HA- B):UH

:}1:

< sup
2K\ {0} [Eal

(\E, —B)—l(A—B)H 0

Satz 7.2 (Satz von Gerschgorin) Alle Eigenwerte von A € IK"*" liegen in der Vereinigung der sogenannten
Gerschgorin-Kreise (j = 1,...,n)
n
Kj={zeC|lz—ay| <) |al}
k=1
k#j
SindU = UL Kjjund V = U7, K \ U disjunkt, so liegen in U genau m und in V' genau n — m Eigenwerte.

Beweis 1. B =D = diag(a11,. .., anpn). Maximale Zeilensummennorm:

1< H()\En - D)_l(A - D)H

[e.e]

- max Za
j=1,..n |>\_a]]‘ | ]k‘
k#]

fir A # aj5,7 =1,...,n = X € Kj» mit j* = argmax{... }.
2. Furt € [0,1] setze Ay = (1 — t)D + tA. m Eigenwerte von Ay liegen in U und n — m Eigenwerte in
V. Wegen Stetigkeit der Eigenwerte von A; beziiglich ¢ folgt die Behauptung fiir A} = A O

Satz 7.3 (Stabilititssatz) Sei A € K"*" mit n linear unabhingigen Eigenvektoren {w1,...,w,} und B €
K™*™ Dann gibt es zu jedem Eigenvert A\(B) von B einen Eigenwert A\(A) von A mit

IA(A) = A(B)| < condy(W)[|A — B,

wobei W = (w1,...,w,) € K"*"
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Beweis AW = WA, A =diag(\1,...,\n) = A=WAW L. Sei) € 0(B)\ c(A)

= o -7, =W -a7w],

IW W, | (A = 2)7

IN

2
= condy (W) max |A— PV

s

— 1< || B - 4)7|| 14— B,
< condy(W)[[A — Bl max |X - PV e
= ‘i:L”.m |>\ — )\z‘ < CODdQ(W)”A — B”2 ]

A hermitesch: W orthonormal = conda(W) = 1. Regel: Das Eigenwert-Problem hermitescher Matrizen
ist gut konditioniert, wihrend das allgemeine ja nach conds (W) beliebig schlecht konditioniert ist.

7.2 Iterative Methoden

Verfahren um einen (nicht alle) Eigenwert zu finden. Potenzmethode (von Mises) 20 eCn, Hzo H =0.t>1:

= Az 2t = z

= 2= —
2]
. % e
A = 27, 2L 7é 0
k

Satz 7.4 Sei A diagonalisierbar mit |\,| > |\;|,i = 1,...,n. 2° habe eine nichtverschwindende Komponente

beziiglich Eigenvektor wy,. Dann gibt es 0y € C, |0y = 1, sodass

t t—o0
Hz — thnH —0

und t
Ay
AD )\ = ol

0 (] .-
Beweis Skript. -
Hermitesches A: ‘ ¢

O (z , Az )2
(Ztvzt) 2

(Rayleigh-Quotient)

A0 =), +0 (‘ Az“

2t>
Inverse Iteration. i
Annahme: Gute Naherung ) fiir \j, verfiigbar. Beobachtung: Ist A & o(A)sohat (A — S\En) die Eigenwerte

~\ —1 ~ —1 ~
i = ()\i — )\) . Idee: Potenzmethode fiir <A — )\En) . Lose (A — )\En) #t = 2t~ Normiere

‘ z
2 = T
12

Wiederholung: Ax = Az
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« Potenzmethode: 20 € C™

S0 _ 4,0
ey _ 29
[Z0]
A® — ﬁ
20
t
AD =\, + O( )‘K’l )

- -1
« Inverse Iteration = Potentzmethode auf (A — /\En)

7.3 Reduktionsmethoden
Definition 7.5 A, B € C™ ™ heifen dhnlich (A ~ B), wenn 3T € C™*" invertierbar mit A = T~ ' BT.

Beobachtungen:

det(A — zE,) = det(T (B — 2E,)T)
= det(T") det(B — zE,) det(T)
= det(B — zE,)
= o0(A) =0o(B)
Aw=I w = T 'BTw=\W =— BTw =\Tw
~ T~

w w

Reduktionsmethode: Benutze Ahnlichkeitstransformationen, um A auf eine Gestalt zu bringen, in der men die
Eigenwerte leicht ablesen kann:

A:; A(O) :TI_IA(I)TI — ... :117;—114—11—% -

Definition 7.6 (Jordansche Normalform) Jede Matrix A € C"*" ist ihnlich zu einer Blockmatrix der Form
i # Aj, i # )
g (€ (). Cy (). G o))+ 0 )
1 Pl 1

mit Jordan-Blocken

Beobachtung;:
+ o(Cr(N) = {A}
« ker(Cr(\) — AE,,) = Lin{e; }

—
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« Algebraische Vielfachkeit von A;:
pi
50
j=1

+ Geometrische Vielfachheit von \; : p;
Achtung: Jordan-Zerlegung numerisch nicht sinnvoll (cond(T") > 1/eps)
Lemma 7.7 Fiir A € C™*" ist dquivalent:
1. A ist diagonalisierbar
2. 3 Basis von C" aus Eigenvektoren von A
.o, =pi,t=1,....m
Schursche Normalform
Sei A € C"*"™ Dann JU € C™*™ unitir, sodass
A1
0 An

Folgerung: Wenn A = A’ dann ist UT AU hermitesch. = A diagonalisierbar. Fehlefortpflanzung bei
Reduktionsmethoden. Sei B ~ A, das heifit B = T~ 1 AT

B+0B=T"1A+sA)T
— SA=T6BT!
— ||B|| < cond T'||A||
[0A] < cond(T)[|6B]|

15A] 2[[0B]
—— < cond(T)"——
1A]] 1Bl
Wegen cond(T") = cond(71 ...Ty,) < cond(T1) - ... - cond(7),) muss cond(T;) klein gewihrleistet sei. T’

unitir = condz(7;) = 1. Reeller Fall
Definition 7.8 A € R™*" heifit Hessenberg-Matrix, wenn a;; = 0V > j + 1

Satz 7.9 (Hessenbergsche Normalform) Fiirjede Matrix A € R™*" existieren Hauseholdertransformationen

Ti,...,Tyh_9 so,dass mit T = Tj,_o - ... Ty die Matriz TATT Hessenberg ist. Fir A = AT ist TATT
tridiagonal.
Beweis A = [ay,...,a,). Wihle a; = (0,u12, . ..,21,)" € R", |lu1]l, = 1 sodass
Tia1 = (En — 2u1u1T)a1 € Lin{ey, e}
ail | 612 ... Qip
*
— AV =mAT =| O
: *
0
anl | * ... *
*
- 0
: A
0
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Fahre fort auf A fir n — 2 Schritte —> AM™~2) Hessenberg. O

Verfahren fiir Hessenberg-/Tridiagonalmatrizen: QR-Verfahren:
AW = QW RM A+ — pB Q)
AFD) (Qa))T(Q(t)) ROQ® = (Q<t>>T ADQ®
—_—

En
— AGD  A4®)

Satz7.10 Fiir die Eigenwerte \; von A gelte |A;| > [Ag| > - > |\,|. Dann gilt fir A®) = <a§tk)> aus dem
QR-Verfahren

tlL%loa§;):Aj, j=1,....,n
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