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1 Komplexe Analysis

1.1 Kurven und Wegintegrale in der Ebene

1.1.1 Orientierte Kurven

R d>1

Definition 1.1 (Kurve) Eine Abbildung y : [ta, 5] — RY, t = ~(t) mit ’y‘(tmtb) € Clund

dy
Y(t) == —(t
i) =
bezeichnen wir als parametrisierte Kurve mit der Bahn v([t,, t5))
Definition 1.2 (Umparametrisierung) 6, < 0, ¢ : [04,0] — [ts,ty] Homomorphismus, 90‘ (60.00) Cl-

Diffeomorphismus. Die Umparametrisierte Kurve ist definiert als 7/ : [0, 6] — R?

Y =7q0¢p
+(6) = 2((6))
O = (617 ((6))

Definition 1.3 (Orientierte Kurven) v ~ ~' <=~/ geht aus 7y durch eine orientierungserhaltende
Umparametrisierung hervor. Dabei bedeutet orientierungserhaltend

©(0a) = ta, p(6h) =t
©'(0) > 0V6 € (04, 0,)

Orientierte Kurven sind Aquivalenzklassen beziiglich ~, C = [y], —C = die Kurve, di umgekhert orientiert ist.
7:[0,1] > R, C =]
— 7:[0,1] = R¥%5(t) = v(1 - 1)
~C = [3)

Definition 1.4 (Zusammensetzung) v; : [0,1] — R% 12[0,1] — R% und 71(1) = 72(0). Dann ist die

zusammengesetze Kurve definiert als 7 : [0, 1] — R
- 1
30 =) ey

3O =@ —1) te (1]

1.1.2 Linienintegrale (Wegintegrale)
Q C RY offen, 7 : [ta, ty] — RE,Y([ta, tp]) C Q. Vektorfeld F : Q — R?
T
z=| |~ F(x)

Lq
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Lemma 1.5 I, (F) ist reparametrisierungsinvarant.

Beweis Ubungen (Kettenregel + Transformationsatz) U

Mit einer beliebigen Parametrisierung von C

WE = [ P30t

ta

W (F,—C) = —W(F,C)

1.1.3 Die Green’sche Formel

powont es Q)0 re = (RE00)

d = 2,9 C R? offen

) enthalte A
A = {(z1,22) € (0,a) x (0,b) : w3 < f(21)}

f strikt monoton fallend, C1. f/(x1) < OVz; € (0,a)

F, OF H(@2) F (@1) F
f dl’ldl‘g <82 — 81) / d$2 / dJ)l 4 2 / d.l‘l / d.rga L
X oxr1  Oxa ox1 Oxa

/d$2(F2(f (22),22) — F(0,22)) — /dil?l(Fl(ﬂCl,f(JUl))—Fl(ﬂﬁl,o))

0 0

a b b a
:/(; dxlF(.’L'l,(])—/o dngQ(O,xg)—i-/O deFQ(fl(wg),xg)—/(; d.iClFl(I'l,f(l'l))

_ /ClF'dx—I—/CQF'dZL‘_/Obdxl(Fbe)(:U’f(:El))' (f/(lxl)>

fc3 F.dz
::/ F-dx
0A

Dabei ist C; die Kurve (Gerade) 0 bis a entlang der z1-Achse, entsprechend C die Kurve (Gerade) von 0 bis b
entlang der x2-Achse und C3 die Kurve entlang f(x)

Beispiel 1.6

f(zy) = b(l — %) (Dreieck)
f(xp)thy /1 — ( ;)2 (Viertelkreis)

Rechteck kann man in zwei Dreiecke zerlegn, einen Kreis in vier Viertelkreise. Ein beliebiges Kreissegment in
ein Dreieck und eine Viertelellipse.

Definition 1.7 ("Endlich zerlegbare Menge”) A C IR2, A endlich zerlegbar : <=> A ist offen und A ist
kompakt, A kann durch Schnitte lings Geraden in endlich viele Menge der Art wie A zerlegt werden.
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1.1.4 Satz von Green und Stoken

A C R? zergelbar, F ein C'-Vektorfeld, das auf einer offenen Umgebung von A definiert ist

oF, O0F;
dridey| =— — — | = F-d
— £f 1 $2<a$1 81’2) oA X
1.1.5 Komplexe Zahlen
Korper auf R? definiert durch
(a,0) + (c,d) == (a +¢,b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be)
= (Oa 1) ’ (07 1) = (_170)
= (2,0)-(z,0) = (z,0)
= i:=(0,1)

Offensichtliche Einbettung von z = z + %y in den 2d Raum durch

x =Nz
y =Rz
Komplexe Konjugation:
Z=T—1y
z+w=Zz+w

N
g
|
Wi
S

— C=R?

1.1.6 Komplexe Funktionen

allgemeine Funktionen zweier reeller Variablen (x, y). Euklidische Norm auf R? <+ Absolutbetrag komplexer

Zahlen

)1/2

2| = (2% + ¢ 2=z +iy

Kovention: A C C

. A = Abschluss von A in ||

Definition 1.8 (Linearitit) L : C — C,z — L(2).
L ist R-linear, wenn L additiv ist und YA € R : L(Az) = AL(z). L ist C-linear, wenn L additiv ist und
VA € C: L(Az) = AL(2).

Beispiel 1.9 z — wz mit festem w € C ist C linear.
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Lemma 1.10 L R-linear — Jlw,w € CVz € C:

L(z) = wz 4+ wz

L C-linear <= w =20
Beweis Bewersidee: C = R?, [ hat beziiglich (é) , (O, 1) Matrixgestalt

A=(2 ) abeder
) o )0
()¢ 20

a+d _ d c—b _c+b
= ,U = ,U = , U
2 2 2 2
= (ux — vy, v + uy) a
Beispiel 1.11 (komplexe Funktionen)
o0 Zn
€Z = Z 7' S (D
n=0
ez+w — €Z€w
1 iz —iz
Ccosz = B (e +e )
sinz = i(eiz — e_iz)
2i
1

cosh z = 5( Z+efz)

1
sinh z = i(ez - e*Z)
— ¥ =cosp+isingp
2= |z]e"

log z = In|(|z) + iy

1.1.7 reelle und komplexe Differenzierbarkeit

Q) C © offen

Definition 1.12 (reelle Differenzierbarkeit) f : Q — Cintin zg € € reell differenzierbar, wenn 3L :
C — C, R-linear, sodass

Vo e ©,0 =0 flz0+0)— f(z0) = L) +2(|d))

f auf Q reell differenzierbar, wenn f in jedem zg € (2 reell differenzierbar ist.

(2) = r(2) +is(z) & (T(ﬂ”zg)

s(z,

L= (g;(fcoayo) ‘%(ﬂco,yo)>
i )

%(x()vy()) (anyO

g
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Definition 1.13 (komplexe Differenzierbarkeit) f komplex differenzieibar in zy € W
= JwelCVeC,d —>0: f(z0+0)— fz0) =wd +]d])

1" (20) := w. f heiflt auf Q holomorph, wenn f in jedem zy € {2 komplex differenzierbar ist und zg — f’(z0)
stetig. Die Stetigkeitsbedingung kann man weglassen, dies wird hier haber nicht getan, da es nicht notwendig ist
fiir den Stoff der Vorlesung und der Weglassen der Stetigkeit das weitere Vorgehen damit nur unnétig erschwert.
Komplexe Differenzierbarkeit >

F(z0) = lim f(z0 +9) — f(20)

6—0 )

Lemma 1.14 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen) f = r + isistin z = x + iy komplex
differenzierbar

or Os
or 0s

d — = ——
und 5 (2.9) = =5, (®.9)
Satz 1.15 Es gelten die tiblischen Differentiationsregeln.

Beispiel 1.16 z — 22
(24 6)% — 22 = 226 + 62

? = zz = 2% + y2 Fiir 2 = 1 betrachte zunichst § = ih, h € R

z |z
1+in)* =12 =1+h2—1="h2

1+ -1
= lim ——M =

h—0 h 0

nurseid = h,h € R

1+h? (1> 1+2h+h2—1 !

24+h=0
h h *
1.2 Der Cauchy’sche Integralsatz
1.2.1 komplexe Linienintegrale
v : [ta, ty) = C C%-Kurve
dy
t)=—¢€C
1) =4

Q2 C Coffen, f : Q — C stetig, ([tq, tp]) C

/[ SE= [ )0
)

ta

- ist hierbei nicht das Skalarprodukt, sondern das komplexe Produkt.
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f=r+is
_ (r(z,y)
f(xvy) - (s(:v,y))
V(1) = x(t) +iy(t)
x(t)
’Y(t) = <y(t))
fy=(r+is)(@+1iy) = (r& — sy) +i(st + ry)

oo s )

ty
Adt = —)-da+i d
f ydit /h](ra S) I’+l/ (S’T) T

ta []

1.2.2 Der Cauchy’sche Integralsatz
Wenn f € C1(Q, C) (das heift reell differenzierbar und Ableitung stetig), A C €2, endlich zerlegbar

9 f(z)dz = /BA(T, —s)dx —i—i/aA(s,r)dx
- jAf dxdy(a(a_xs) - g;) +z£j dmdy(((;; - g;)

Green

=0 wenn f komplex differenzierbar ist!

Satz 1.17 (Cauchy’scher Integra_lsatz) Wenn 2 C C offen ist, f :  — C holomorph dann gilt fiir jedes
endliche zerlegbare A C C mit A C

f(z)dz=0
0A

1.2.3 Stammfunktionen und Linienintegrale

Satz 1.18  C C offen, F' : Q — C holomorph und f = F”. Dann gilt fiir jede stiickweise C''-Kurve [7]

(z2)dz = F(z1) — F(z0)
[

wenn z( der Anfangspunkt und z; der Endpunkt von [7] ist.

Beweis Sei zunichst [y] eine C''-Kurve und v : [to, 1] — G eine Parametrisierung von [7], wobei y(tg) = 2o
und y(t1) = z;. Dann ist

/[ RO )bt
ol to
— " Py

to
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wobei im dritten Schritt die Kettenrigel verwendet wurde. Im allgemeinen Fall besteht [y] aus mehreren Stiicken,
die zusammengesetzt werden und auf obiges Argument anwendbar ist. Da der Endpunkt des k-ten Stiicks der
Anfangspunkt des k£ + 1-ten ist, erhélt man eine Teleskopsumme.

1.2.4 Grundlegende Beispiele
Beispiel 1.19

/|zz0 =rf(z)dz:= /BBT(ZO) f(z)dz

By(z0) ={z ||z — 20| < r}
|z — 20| =7

= z—zozrew

= Z=20 +T€i6 = Z(G)
/|2z0:7« f(z)dz /027r dof(=(0)) - 2(0) = /027r irewf(zorew) do

Lemma 1.20 A C C endlich zerlegbar und 0 & A. Dann gilt

/ %:0 Vn e N
o]

A"

/ dz B 21 n=>0
aa 2" | Osonst

d 27 ) 1
/ —z :/ irewip =df
|z|l=r # 0 (Tel )

21
— irl_"/ e—i@(n—l)de
0

2mi =1
:{mn .

Wenn 0 € A, dann

Beweis zy =0

0 sonst

1.2.5 Die Cauchy’sche Integralformel

Satz 1.21 (Cauchy’sche Formel) 2 C C offen, f : 2 — C holomorph, A endlich zerlegbar mit A C 2. Dann
ist fiir jedes zgp € A

f(z0) = 1 (2) dz

T2 Joa 2 — 20

Beweis Seizg € Aund B, (20) = {#z € C | |z — 20| < ro}. Da A offen ist, existiert 7o > 0 mit B,.(z) C A
firaller < rg.Seir < rg,
f(2)

Z — 20

Z =

istauf M = A\ B, (20) holomorph. M ist endlich zerlegbar, also folgt aus Cauchy’schen Integralsatz

Mdz:O

OM # — 20
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wobei OM = A — 0B, (zp), somit

0, [ S,
0

HA 7 — 20 By(z9) # — %0

OB, (20) lisst sich als z = () = 29 + re', 6 € [0, 27] parametrisieren. Dann ist 4(0) = ire', also

1 1 27 f (20 + ret? ,
— / 7f(z) dz = — 7]0( 0 7 ) ire’’de
270 JoB,(2) Z — %0 21 Jo re’

1 2m )

=— [ f(z0+re?)as

2 0
V0 < r < rq. Auf der rechten Seite kann nun der Limes » — 0 genommen werden. Da f als differenzierbare
Funktion stetig und das Integrationsintervall [0, 277] kompakt ist, kann man den Grenzwert mit dem Integral
vertauschen und erhilt insgesamt

1 z 1 [
Eaao L[ a050) = (a0)

21 Jou 2z — 20 27 )

g

Satz 1.22 (Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen) ) C C offen, f : 0 — C holomorph, zg €
Qund r > 0, so gewihlt, dass B,.(z9) C . Dann ist

f(z0) = — /027r aof (=0 +re”)

21
Beweis Sofort aus Cauchy’scher Formel. g
1.3 Potenzreihen und analytische Funktionen

1.3.1 Erinnerung an unendliche Reihen

Es sei (an)ne]No eine Folge in C, das heift a,, € C fiir alle N. Fiir N € Ny definieren wir

N N
SNZZan und AN:Z\an]
n=0 n=0

S heifdt die IV -te Partialsumme der unendlichen Reihe
o
D
n=0
Ay ist die N -te Partialsumme der unendlichen Reihe der Absolutbetrige. Die unendliche Reihe ist
« konvergent, wenn die Folge der Partialsummen (Sy) NeN, konvergiert

+ absolut konvergent, wenn die Folge (AN ) ¢y, konvergiert

Die Folge der A ist monoton steigend, Ay4+1 > Ap fiir all$ N§, somit konvergent, wenn sie nach oben
beschrinkt ist. Aus der Dreiecksungleichung [Syiar — Sn| < Ant+m — An und der Vollstindigkeit von
C ~ RR? folgt, dass jede absolut konvergente Reihe auch konvergent ist. Da a,, = S,, — Sy,_1 ist folgt aus

der Konvergenz der unendlichen Reihe, dass (a5, ),,c, eine Nullfolge, somit insbesondere beschrinkt ist:
JK > 0Vn € Ny : |ap| < K

Konvergente Reihen konnen gliedweise addiert werden, absolut konvergente Reihen auch beliebig umgeordnet.
Beim Umordnen von nicht absolut konvergenten Reihen konnen beliebige Werte herauskommen.
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1.3.2 Die geometrische Reihe

Ein einfaches Beispiel ist die geometrische Reihe. Da sie im folgenden immer wieder verwendet wird, erinnern
wir kurz daran: wenn X eine Unbestimmte ist, gilt die Polynomidenitat

N
1-X)) X"=1-X)(1+X+- +X")=1-X"
n=0

Seig € €\ {1}, dann folgt also
1— qN+1

N

n=0 1_q

Lemma 1.23 Die geometrische Reihe konvergiert fiir alle ¢ € C mit |g| < 1 absolut, und gibt
oo
I
l—q
n=0
Wenn |g| > 1 ist, dann divergiert die geometrische Reihe. Fiir |¢| < 1 und jedes k& € N konvergiert auferdem
die Reihe
oo
>ty
n=0
absolut.

Beweis Fiir |g| > 1 divergiert die Reihe, da die ¢" keine Nullfolge bilden. Wenn |q| < 1 geht ¢/V*! Ao,

0, somit konvergiert die Folge der Partialsummen Sy. Dasselbe gilt fiir die Partialsummen Ay der Reihe der
Absolutbetrizge, das [¢"| = |q|" ist. Sei & € N. Es ist

klnn—nln %
e lal

‘nkqn —

und In ﬁ > 0.Da IHT" — 0 fiir n — 00, dominiert fiir grofle n der zweite Term im Exponenten, also gibt es
ein no(k, |g|), sodass fiir alle n > ny gilt

1 1
nln— —klnn > Bln—
4] 2 g
Firn > ng ist also
‘nkq” < |q"?
somit hat die Reihe
> ot
n>ng
die Majorante
> lal"?
n>ng

die fiir jedes |¢| < 1 konvergiert. O
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1.3.3 Potenzreihen

Sei z zunichst eine formale Variable. Der Ausdurck

o0
E anz"
n=0

heifdt formale Potenzreihe. Er ist zunichst nur eine mnemotechnische Notation - eine formale Potenzreihe ist
einfach gegeben durch die Koeffizientefolge (a,,) neN,- Addition zweier solcher Folgen ist gliedweise definiert,
das Produkt hat die Folgenglieder
n
Cp = Z anfkbk
k=0

Die formalen Potenzreihen bilden einen Ring. Es gibt eine natiirliche Topologie auf dem formalen Potenzreihenring.

Lemma 1.24 Sei (a,),,c,, eine Folge in C. Es gebe ein 2o € C, sodass die unendliche Reihe
oo
S o
n=0
konvergiert. Setze g = |29| und Dy = {z € C | |z] < 7o }. Dann konvergiert fiir jedes z € Dy die unendliche

Reihe
o0
E anz"
n=0

absolut. Die Konvergenz ist auf kompakten Teilmengen von Dy, insbesondere fiir jedes r < rq auf der Kreisscheibe
D, = {z € C| |z| < r} gleichmaRig.

Beweis Bezeihne ¢,, = a,, 2. Nach Voraussetzung konergviert die unendliche Reihe

00
2t
n=0

£

also gibt es K > 0, sodass fiirallen € Ny : |t,| < K.Seiz € Dy, dannistq = < 1, und somit ist die
geometrische Reihe

o

> d

k=0

konvergent mit Summe (1 — ¢)'. Es folgt

n z "
anz =1tn| —
20

= |ap2"| < Kq"
N N 0 1
n n n o __
— D e[ SK)Y <KD ¢ =1
n=0 n=0 n=0

also konvergiert die Potenzreihe

E anz"

n€No

absolut. Sei r < 7. Fiir alle z € D, gilt

z

7o

r
<—=¢q <1
70
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und der Reihenrest erfiillt die Abschitzung

o) ) [eS) qN
S| s L sty
n=N n=N

Da diese Schranke nur von r abhiingt, ist die Konvergenz in D, gleichmiRig. Wenn M C Dy kompakt ist, gibt
es (mit dem tiblichen Argument einer endlichen Teiliiberdeckung) ein r < rg mit M C D,, sodass sich die
Gleichmifgikeit tibertrigt. U

Lemma 1.25 Vorraussetzungen wie im vorigen Lemma. Dann gilt:

1. Fiir jedes k € N ist die unendliche Reihe

x
E nFa, "
n=0

absolut konvergent, gleichmifig auf kompakten Teilmengen von Dy

2. Die dadurch auf Dg definierte Funktion

oo
=Y
n=0

ist beliebig oft stetig differenzierbar und die Ableitung ist durch gliedweise Differentation gegeben, das
heif’t durch die konvergente Reihe

dkf 00 .
dzk( )_Tgkn(n_l)"'(n—k—i—l)anz k

3. Die Potenzreihe ist die Tayorreihe der Funktion f(z) um z = 0

1. f(z) hat eine Stammfunktion auf Dy, die durch gliedweise Integration erhalten wird:

C+Zn+1 o

mitC € C

Beweis Wie vorher folgt ‘nkanz”‘ < KnFg¢™ mit0 < ¢ < 1 und die Summe

oo
St
n=0

konvergiert fiir jedes k € IN. Also konvergiert

[o.¢]
E n*a, 2"
n=0

absolut und gleichméfig auf Kompakta, im selben Konvergenzkreis. Aufgrund der absoluten Konvergenz ist

f(z+h)— Zan ((z4+h)" —2")
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Taylorentwicklungmit Rest gibt

1
(z4+h)" = 2" =nz""'h4+n(n — 1)h2/ ds(1 — s)(z + sh)" 2
0

Da wir am Ende den Grenzwert & — 0 nehmen wollen kénnen wir |h| so klein wihlen, dass

h
SEEAL
To

ist. Fiir diese h folgt

’an((z + h)n L nznflh)’ < }anrg_Q}n(n . 1)‘}1‘2(}“72 < L|h]2n2(§n

= (qro)?
Der Restterm gibt also \h|2 mal einer absolut konvergenten Reihe. Da der Differentialquotient durch eine im
gleichen Kreis konvergente Potenzreihe gegeben ist, kann dies Prozedur bei jeder Ableitung wiederholt werden.
Da jede Ableitung differenzierbar ist, ist sie auch stetig. Wenn man z = 0 setzt bekommt man f (k) (0) = Klag.

Die Aussage iiber die Stammfunktion ergibt sich direkt aus gliedweiser Differentiation. Die absolute Konvergenz
der Reihe ist offensichtilch, da (n + 1)~ < 1ist. O

Definition 1.26 (Konvergenzradius) Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist der grofite Wert von r,
sdass die Reihe fiir alle 2 mit |2| < r konvergiert.

1.3.4 Analytische Funktionen

Definition 1.27 Eine Funktion f : {2 — C heif3t analytisch, wenn es zu jedem zg € ) ein 79 > 0 gibt, sodass
fir alle z € Q mit |z — zg| < 7 gilt

f(2) =) an(z —z)"
n=0

mit a,, € C und die Potenzreihe fiir |z — 29| < 79 konveriert. In Worten: Eine Funktion ist analytisch, wenn
sie sich in Umgebung jedes Punkts ihres Definitonsbereichs durch eine konvergente Taylorreihe darstellen l4sst.

1.4 Grundlegende Sitze iiber holomorphe Funktionen
1.4.1 Holomorphe Funktionen sind analytische

Wir haben gezeigt, dass eine durch eine konvergente Potenzreihe gegebene Funktion beliebig oft stetig komplex
differenzierbar ist. Somit gilt: eine auf ) analytische Funktion f ist auf {2 holomorph. Es gilt aber auch die
Umbkehrung:

Satz 1.28 Sei {2 C C offen, f : 2 — € holomorph. Dann ist f auf {2 analytisch. Es gilt namlich fiir jedes
2o € Q:wenn 1y > 0 so gewihlt ist, dass By (z0) C € ist, dann hat f fiir alle 29 € By, (ro) die Darstellung
durch die konvergente Potenzreihe

F(2)=> an(z —2)"
n=0

mit 1 fw)
w
270 Jjw—zo|=r (w = 20)
wobei das Integral fiir jeden Radius  mit der Eigenschaft 0 < r < 7y existiert und fiir diese r unabhingig von
7 ist. Die Reihe konvergiert gleichmiRig auf kompakten Teilmengen von By, (o).
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Beweis Seiz € By (z0),dasheiflt |z — zg| < 7¢.Esexistiertalso r; mit|z — zo| < 179 undesgilt By, (z0) C
Q). Nach der Cauchy’schen Formel gilt

o= [He) L [

N 2@ do iy 2 N 2@ doir 201 — ¢
mit
Z— 20
N w — 20
Da
Z — 20 Z— 20
<l = = <1
w — 20 T
ist konvergiert die geometrische Reihe
1 o
1-¢ ZC
n=0

absolut und gleichmifig in w € 9B, (20). Integral und Reihe lassen sich also vertauschen und wir erhalten die
konvergente Entwicklung

1 f(w)
f6) =G5 | du
TZIO 2[%1— o — ZO)n+1
Daraus folgt also die Analytizitit von f bei zg, wobei aber r = ry ist. Andererseits ist aber die Funktion
w f(w)n—i-l
(w — 20)

holomorph auf B, (20) \ {20}, als kann der Radius des Kreises mit dem Deformationsargument beliebig in
(0,70) gewidhlt werden. O

Fiir jede analytische Funktion sind die Entwicklungskoeffizienten auch die Taylorkoeffizienten, das heif3t bei
Entwicklung um 2 gilt

Man erhailt also eine Integraldarstellung fiir die Ableitungen von f bei 2(:

|

Durch einfache Abschitzungen des Integranden erhilt man

|y w
ol %Mwo— oy

[ ‘f(zo + Toele)}
<
27r/0 7’3“ 0d
sup{|f(w)| | w € 0By, (20)}
< v

Es gilt also
Satz 1.29 Sei 2 C C offen, f : Q@ — C holomorph und zy € €. Fiir jedes r, fiir das B, (29) C €2, gilt

‘f(”)(zo)

n!

< S sup{|S(w)] | w € OB (0)}
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Die ldsst sich folgendermahen formulieren: der Analyzititsradius bei enem zg im Holomorphiegebiet €2 der
Funktion f ist mindestens so grofl wie der Radius der grofiten offenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt 2, die
noch in € hineinpasst. Der Konvergenzradius kann grofer als pg sei, nimlich wenn man Rand des Kreises gar
keine Singularititen von f sind.Wenn es eine Singularitit irgendwo am Rand gibt, ist der Konvergenzradius
natiirlich gleich pp. Der Konvergenzradius der Entwicklung um % ist also gerade gleich dem Abstand zu der
Singularitit, die am nichsten zu zq liegt.

1

Beispiel 1.30 g : R = R, 2 — 1=,

mit der Reihenentwicklungum z = 0

o0

g(w) = 3 (=1)"a>"

n=0

Die Reihe besitzt Konvergenzradius p = 1. Da die Funktion ein Maximum bei z = 0 hat, auf ganz R beliebig
oft differenzierbar ist und fiir x — 00 gegen 0 abfillt, kann man sich fragen, warum der Konvergenzradius
,nur” 1 ist. Den Grund dafiir sehen wir jetzt im Komplexen. Die Funktion

1

Hi
§ 14 22

ist holomorph auf C \ {—4,4}. Der Einheitskreis {z | |z| < 1} liegt vollstindig in C \ {—4,4}. Somit gilt
p > 1. Die beiden Pole —1, 7, an denen die Reihenentwicklung nicht konvergieren kann, haben Betrag 1. Also
muss p = 1 sein.

Damit folgt auch das zunéchst selbstverstiandlich klindende

Korollar 1.31 Jede konvergente Potenzreihe
oo
> et
n=0

definert eine auf ihrem Konvergenzkreis analytische Funktion f(z).

Beweis Zu zeigen ist hier, dass nicht nur die Potenzreihe um z = 0, sondern auch die Taylorreihe um jedes 2g
im Konvergenzkreis einen positiven Radius hat. Da f holomorph ist folgt dies unmittelbar aus dem Satz, dass
holomorphe Funktionen analytisch sind. g

1.4.2 Der Satz von Liouville

Definition 1.32 Eine Funktion f heifst ganz analytisch oder einfach ,ganz’, wenn f : C — C holomorph ist.

Ein Beispiel fiir eine ganze Funktion ist die Exponentialfunktion.

Satz 1.33 (Satz von Liouville) Sei f : C — C ganz. Wenn f beschrinkt ist, ist f konstant.

Beweis Sei
o
g anz"
n=0

Die Reihenentwicklung von f um zp = 0. Diese Reihe konvergiert fiir alle 2, da jeder Kreis in € hineinpasst.
Da

M = |[fll = sup{|f(2)| | z € C}

nach Vorraussetzung endlich gilt

M
|an‘ < rin

fiir alle 7 > 0. Daraus folgt mit r — oo, dass a,, = O fiir alle n > 1. Daherist f(z) = aoVz € C. O
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Satz 1.34 (Fundamentalsatz der Algebra) Sei P ein nicht konstantes Polynom von Gradn € N, n > 1. Dann
hat P eine Nullstelle in C.

Beweis Da P nicht konstant ist, gibt es einn > 1, sodass

P(z)=po+piz+-+ppz"

= 2" (pn o1z +poz ")

=: 2"m(z)
wobei p,, # 0ist. Wenn |z| > R ist, gilt
[7(2) = pol < [pn-1| R7" + |pn2| R7% + -+ + [po| R
Es gibt also ein Ry > 0, sodass fiir |z| > Ry gilt

Pn
> 0
n(2) 2 2

und somit ist 2 — P(z)_l auf {z € C | |z| > Rp} holomorph und beschrinkt:
_ 2
[P()| ™ < TRy
[Pnl
Wenn P keine Nullstellen hitte dann auch keine auf der kompakten Menge {z € C | |z|] < Ry + 1}. Dann
wire P~! dort stetig und somit beschrinkt und in der offenen k reisseihcbe holomorph. Also wire P! als
beschrinkte ganze Funktion konstant, im Widerspruch zur Annahme p,, # 0. O

1.4.3 Satz von Morera

Der Satz von Morera ist die Umkehrung des des Satzes von Cauchy. Er besagt, dass eine stetige Funktion deren
komplexes Linienintegral iiber Dreiecksrinder verschwindet holomorph ist.

Satz 1.35 (Satz von Morera) Sei ) C C offen und f : Q — C stetig. Fiir jedes abgeschlossene Dreieck

A C Q gelte
/ f(z)dz=0
A

Dann ist f auf €2 holomorph.

Beweis Da () um jeden Punkt einer Kreisscheibe enthilt und Differenziebarkeit eine lokale Eigenschaft ist,
geniigt es, sich auf dies Kreisscheibe zu beschrinken, das heift ohne Einschrinkung sei 2 = B,.(0). Fir z €
seivy, :[0,1] = Q,¢t — tzund

F(z)= [ f(w)dw
Yz
Dann ist

FE) =Pl = | fwidw= [ fw)du

_ _/ Flw)dw = T f(w)dw+/ f(w)duw
[Vzol—[7z] oA [n]

wobei A das von 0, zp und z gebildete Dreieck ist, und 7 : [0, 1] — Q als

s—=>(1—s)-z0+s-2=2 +s(z— 20)
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die fehlende Seite des Dreiecks ist. Das Vorzeichen vor dem Integral iiber 0\ hingt davon ab, wie z und 2z
relativ zueinander liegen, da dies bestimmt, was der positive Orientierungssinn von OA ist. Es ist aber irrelevant,
da nach Vorraussetzung dieses Integral verschwindet. Wir berechnen das Integral iiber [7] in der gegebenen
Parametrisierung, fiir die ¢(s) = z — 2 ist, somit

1 1
s = [ asgnsit) =z~ ) [ dssan s 20
n 0 0
Somit wird .
F(z)— F 20
PELZPE0)  pag) + [ aststeo s (= 20) — 7(e0)
Z— 20 0
Da f stetig ist konvergiert der Integrand im letzten Integral gegen Null. Da die Menge {29 + s - (2 — 20) | s €
[—1, 1]} kompakt ist, diese Konvergenz gleichmiRig. Also konvergiert auch das Integral im Limes z — z( gegen
Null, und wir erhalten
F(z)-F
tim = EG0) g
Z—20 Z— 20
Also ist F komplex differenzierbar, mit Ableitung f. Da f stetig ist, folgt, dass F" holomorph ist, also analytisch,
das heifdt beliebig oft komplex differenzierbar. Somit ist auch f analytisch auf €. U

Satz 1.36 (Schwarz’sches Spiegelungsprinzip) Sei {2 Durchschnitt einer offenen Teilmenge von C mit der
abgeschlossenen oberen Halbebene H = {2z | Sz > 0}, und es gelte Q N R # (. Sei f : Q@ — C eine stetige
Funktion, die auf {2 holomorph ist und auf {2 N R nur reelle Werte annimmt. Dann gilt

Py — f(z) ze€Q
J) {f(i) ze={z]2€Q}

ist wohldefiniert auf {2 U Q2* holomorph.

Beweis Man muss zunichst zeigen, dass die Funktion wohldefiniert ist, da man fiir z € Q N Q" C R zwei
Definitionen hat. Diese z sind aber reell, Z = z und nach Vorraussetzung gilt dann f(z) = f(z), also auch
f(2) = f(2). Deshaltb ist f wohldefinert. f ist stetig. Es bleibt zu zeigen, dass f holomorph ist, insbesondere,
dass die Funktion keinen ,Knick® hat, wenn man tiber die reelle Achse geht. Klarerweise ist f auf O = QO NH
holomorph, da f dort mit der als holomorph angenommenen Funktion f iibereinstimmt. Wir zeigen zunichst,
dass f auch auf der an der reellen Achse gespiegelten Menge O = (QNH)" ={z | 2 € QN H} holomorph
ist. Sei z € €2*. Dann ist Z in 2, und somit gibt es ein 7 > 0 und eine Folge (a;, ), komplexer Zahler, sodass

fir w € B, (Z) die Reihe
oo
= Z an(w — 2)"

f:(w):% Zan U Z(ln —Z

wobei das Vertauschen der Komplexkonjugation mit der Reihensummation aufgrund der absoluten Konvergenz
erlaubt ist. Da die Reihe fiir |w — z| < r konvergiert, ist f analytisch in 2. Um zu zeigen, dass die Holomorphie
auch in Umgebung der reellen Achse gilt verwenden wir den Satz von Morera. Wenn Das Dreieick /A mit
R disjunkt ist, folgt aus der eben gezeigten Holomorphie, dass das Konturintegral gleich Null ist. Ansonsten
schneidet man aus A einen Streifen {z | |3z| < ¢} heraus. Die Differenz zum Integral iiber das urspriingliche
Dreieck besteht aus zwei Integralen iiber Wege der Linge O(¢), die die reelle Achse kreuzen, und Integralen
iiber die horizontalen Teilstiicke mit Sz = +e. Da f stetig ist, ist es auf diese kompakten Mengen beschrinkt
und somit gehen diese Beitrége fiir ¢ — 0 linear in € gegen Null. Die Integrale tiber die beiden horizontalen
Teilstiicke haben sich im Limes ¢ — 0 auf, da f stetig ist und die beiden Wege im Limes gleich werden, bis auf
die entgegengesetzte Orientierung. g
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1.4.4 Der Identititssatz

Definition 1.37 (Gebiet) G C C ist ein Gebiet : <= ( ist offen und zusammenhingend

Satz 1.38 (Identititssatz) G C C Gebiet, f : G — Cund g : G — C holomorph. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

1. f =g dasheiftVz € G: f(z) = g(2)

2. {w € G: f(w) = g(w)} hat einen Hiufungspunkt

3. 320 € G: fF)(z9) = g™ (ko)Vk € Ny

Beweis 1. = 2.(jeder Punkt einer offenen Menge ist Hiufungspunkt dieser Menge)
2. = 3.h:= f — gistholomorph auf G.
N ={w e G: h(w) =0}
hat Haufungspunkt & € G. Annahme
3l eNg:Vk<lh®(a)=0 aber hD(a)#0

() (g
— h(e) = (=) S D gyt

n=I

n!

s;(;)

z > (z) ist analytisch

p ist stetig
= dp>0Vz:|z—a|<p:g(z) #0

= « ist [-fache Nullstelle, also kein Haufungspunkt von Nullstellen °.

3. = LLh=f—g
N ={weG:hP(w)=0} (keNy

(p stetig = N, = {x : ¢(x) = 0} ist abgeschlossen (), Folge in N, das heift p(x,) = 0Vn.
T—00 .
Tp = = ¢(z,) — () da p stetig = z € N)

oo
N = ﬂ Ny,
k=0

ist abgeschlossen. Ist zg € NpVk = 20 € N,N # 0
Behauptung N ist offen in G. Sei w € N, das heift Vk € Ng : h®) (w) = 0.w € G = die Reihe

© 1 () (4
ey =3 P

k!
k=0
hat positiven Konvergenzradius p > 0. alle Koeffizienten $ = 0$
— Vze B,(w):h(z) =0 = Vk e Noh®(2) =0

= B,(w) C N, N ist offen. Da G zusammenhingend ist, folgt N = G, das heifit f = g. O
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Satz 1.39 (Maximumsprinzip) G Gebiet, f : G — C holomorph. 3zp € G : |f| hat bei z ein lokales
Maximum. = f it konstant.

Beweis Jrg > 0: By,(20) C G und
f(z0) 2 f(2)Vz € Bry(20)
' 1 2T 0
M = |f(z0)] T 271/0 f<zo +re >d6‘

Mittelwerteigenschaft da f holomorph

1 /'277
-4 27 0

f(zo +7“ei9> ’ do < M

<M
1 2 )
— (M—‘f(zo—krew)‘)dG:O
2T 0
>0, stetig
= M — f(z+rei0)‘ =0V0,r <o
| f| ist konstant auf By, (20). O

Lemma 1.40 f holomorph und | f| konstant =—> f = const.

Satz 1.41 Sei G einbeschrinktes Gebiet. f sei auf G stetig und auf G holomorph. Dann nimmt | f| sein Maximum
am Rand von G an:

Vz € G:|f(2)| < max{|f(w)|lw € 0G|}

Beweis Wenn f konstant ist, dann ist jedes z € G ein lokales Maximum von |f| andernfalls kein lokales
Maximum in G. G kompakt, | f| stetig = | f| nimmt auf G sein Maximum an, G \ G = 0G O

Satz 1.42 (Minimumprinzip) G Gebiet, f holomorph auf G. 3z9 € G: |f| hat bei 2 ein lokales Minimum
= f(20) = 0 oder f ist konstant auf G
1.5 Konvergenz holomorpher Funktionen

Eine natiirlich Weise holomorphe Funktionen zu konstruieren, ist als Grenzfunktion von Folgen (speziell: unendliche
Reihen) holomorpher Funktionen. Die Darstellung als Potenzreihe ist ein spezieller Fall davon - die Funktion
wird als unendliche Reihe einfacher Polynome dargestellt.

1.5.1 Erinnerung an elementare Konvergenzbegriffe

X metrischer Raum, (fy), cn fn : X — C.
fn — f punktweise

i <= Ve > 0Vz € X3ang € NVn > nglfn(z) — f(x)| <e
fn — [ gleichmiRig auf X

i <= VeodNy € NVz € XVn > Nolfn(z) — f(z)| <€

Lemma 1.43 (f,),,cx Folge stetiger Funktionen, gleichmifig konvergent gegen f == f ist stetig.
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1.5.2 Einfache Beispiele
Beispiel 1.44

fn(z) = tanh(nx)

1 x>0
lim f,(z) =<0 x=0 unstetig
n—oo
-1 <0
1
on(t) = \/t2+ —
n(t) 2= It]

2 2
O< t2+7_\/;_u

12+ L 42

1 1 11

1
_nsqrtt2+%+t2_n\/1 vn
n
—> gleichmiflig konvergent.

1.5.3 Der Weierstrass'sche Konvergenzsatz

Satz 1.45 (Konvergenzsatz von Weierstrass) () C C offen, f,, : 2 — C Folge holomorpher Funktionen.
Wenn (fy,),,cn auf kompakten Teilmengen von (2 gleichmifig konvergiert, dann ist die Grenzfunktion

2 f(z) = lim f(2)

n—oo

ebenfalls holomorph auf €2 und es gibt Vk € Ny:

£ () == 10 (z)
gleichmifig auf kompakten Teilmengen von §.

Beweis (fn),cn,fn @ @ — C. fr, = f gleichmifig = f stetigauf Q. = fiir jedes Dreieck A C 2
existiert das Linienintegral von f iiber OA. f,, holomorph fiir alle n

. /a RO /8 ) = £2)

Sei L die Linge von OA (. < 0o, da OA kompakt). f,, konvergiert gleichmiRig auf OV gegen f.Seie > 0 —>
ANy € NVn > NoVz € OV

) - FE) < £
n = Ng:

< L sup |fu(2) — f(2)| < L% =
ZEOA

/ (F(2) = ful2))dz
OA

Ve >0: f()

:>/f
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Satz von Moerra = f holomorph. Sei K C G kompakt
Gp>0:c0={weC:3ze K:|lw—z<2p}CCG

K={weC: I} € K :|w—2z2 <p} = K ist kompakt. Nach Vorraussetzung konvergiert f,,
gleichmifig gegen f auf K

FP ) = f9(2) =

271 — 5 k+1

K[ )= flw)
(w=2)

79) = 19| < T supd{lfnlw) = F(w)] | 2] = p}
< k% sup | fn(w) — f(w)] .
P"wek S~

unabhingig von z, 270

1.6 Residuensatz und Residuenkalkiil
Isolierte Singulatrititen und Laurentreihen

Definition 1.46 (Singulatrititen) U C C offen, 2o € U f : U \ {20} — C holomorph. Dann nennt man 2
eine isolierte Singularitit von f.

1. 2z heift habbare Singularitit, wenn durch geeignete Definition von f(zg) die Funktion f : U — C
definiert werden kann und holomorph ist.

2. 20 heiflt Pol m-ter Ordnung (m € IN), wenn zg nicht hebbar ist, aber z — (2 — 20)"™" f(2) bei 2¢ eine
hebbare Singularitit hat. (kleinst mogliches m)

3. ansonsten heiflt zg wesentliche Singularitit von f.

Definition 1.47 (meromorph) Wenn f bis auf eine diskrete Menge (Ir > 0Vz2,2" € S : 2z # 2 —
|2 — 2’| < r) S von Polen holomorph ist, nennt man f meromorph.

Wenn f, g : U — C holomorph sind und g # 0 (das heifit 3z € U : g(z) # 0) dannist /g meromorph auf
U. Aus dem Identititssatz folgt, dass eine holomorphe Funktion g # 0 keine Haufungspunkte von Nullstellen
haben kann

S={wel|gw)=0}

ist diskret. f/g : U \ S — C holomorph. Identititssatz: alle Nullstellen von ¢ sind endlicher Ordnung, das
heiflt
z€S:gw) = (w—2)hw) leN,h(z) #0

Spezialfall f, g Polynome, f/g rationale Funktion. wesentliche Singularitit: z = 0 fiir z — el/

Definition 1.48 0 < p; < p2 : Ky, po(20) = {z € C : p1 < |z— 2| < p2}. pr = 0: ,Punktierte
Kreisscheibe® ICo ,,(20) = By(20) \ {20}

Satz 1.49 (Laurentreihe) f : K, ,,(20) — C holomorph. Fiir 7 € (p1, p2) ist

_ 1 f(w)
=5 /ler wanw

unabhingig von rVn € 7Z, und die Laurentreihe von f
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konvergiert in /C,, ,, (0) absolut und kompakt und
(o)
S e
n—oo

Der Hauptteil der Laurentreihe
-1

C_1 C_2
E ann:7+72+...
z

z
n=-—00

konvergiert fiir alle z € C mit |z| > p;. Der Nebenteil der Laurentreihe
o0
chzn =co+ciz+ e+ ...

konvergiert fiir alle z mit |z| < pa.

Beweis Wihle 71 und r so, dass p1 < 11 < 12 < p2. R = Kr, r,(0). R ist einfach zerlegbar. OR =
0B,,(0) — 0By, (0). R ist Teilmenge des Holomorphiegebiets von f. Cauchy’sche Integralformel =—> fiir
z € Rist

1 w 1 v
PR S S () D S B ()P
270 | =y W — 2 270 J )=, ¥ — 2
w f(w v f(v
1 d 1 d
== + - —
270 Jjw|=ry w L =25 270 Jiy=p, 2 1— 2

lz| <19 = |z/w| < 1,|(]z) >r1 = |v/z| <1 = Entwicklung durch geometrische Reihe

i 1
— d —n—1 n d
> / I

v|=r1

n=0
. — & 1 [f()
_ n k
f(z)_zcnz T Z i vk+1d”
n=0 k=—00 —_——
=cp
—1 00
= Z 2 + Z 2"
n=-—00 n=0
= H(2) + N(2) O

Satz 1.50 (Hebbarkeitssatz von Riemann) f : B,(0) — C.Es gebe M > 0
Vz € B,y(0): |f(2)| < M

Dann existiert der Grenzwert

co = il_r}r(l) f(z)

und die (eindeutig bestimmte) stetige Fortsetzung von f auf B,(0) (gegeben durch f(0) := co) ist holomorph.
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Beweis n > 1,1 <r < p.

Cep = 1 f(w)w"_ldw = R f(rew) ei(n=1)0n—15..010 39
21 |w|:r 211
" 2m ] r—0
— e < dc9‘f<rew)‘ <M =% 0
2 0
= Vn>1:¢c,=0
= Hauptteil der Laurentreihe = 0.
> .
f(z) = chz” Vz € B,(0)
n=0
f(0) == co O

Endlich viele isolierte Singularititen z1, . . ., z, € C, 2z; # 2;Vi # j. f : C\{21,..., 2.} = Cseiholomorph.
Vj € {1,...,n}3r; > 0,sodass die Laurentreihe um z; auf B, ;(2) konvergiert. Die r; konnen so klein gewihlt
werden, dass

By, (20) N By, () = O3 # &

Lj(z) = Hj(z) + N;j(2)
-1

H;i(z) = Z cgj)(z—Zj)"

Ni(z) =) (== z)"
n=0
Pl2) = £2) = > Hy(2)

= (z) ist ganze Funktion. (auf B,nj (zj) ist
f(z) = Nj(2) = Y Hi(2)
k=1
k#j

holomorph, also auf B, /'2 (2;) beschrinkt = die Singulatriét z; von ¢ ist hebbar)
Wichtiger Spezialfall: rationale Funktionen

@ nicht identisch Null, P, @ Polynome. f : C\{z1,...,2,} — Cholomorph, wenn z1, . . ., z, die Nullstellen
von () sind.

5 n om0
TE oy S0

ganz
. |z|—00 . . Satz von Liouville
Wenndeg P < deg @, danngilt¢(z) —— 0. = ¢istbeschrinkt ———= ¢ = const. =— ¢ = 0.
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Satz 1.51 (Partialbruchzerlegung) Jede rationale Funktion P/Q) mitdeg P < deg () hat eine die Partialbruchzeilegung

P(z) Sk )
Q(z) (2 —2)"

j=1n=1
Ohne die Annahme deg P < deg @ folgt ¢ ist ein Polynom.

Definition 1.52 (Residuum) f : U \ {29} — C holomorph. Laurentreihe
F(2) = calz = 20)"
nez

Das Residuum von f bei z ist
Res,, f := Res,—;, f(2) :=c1

fiir 7 > 0 klein genug:

Res,, f = 1/| _ f(z)dz

27

Satz 1.53 (Residuensatz) U C C offen, S sei eine diskrete Teilmenge von U. Die Funktion f sei auf U bis auf
isolierte Singularititen in .S holomorph, das heiflt f : U \ S — C holomorph. Wenn A endlich zerlegbar ist,
ACUunddAN S = (), dann ist

dz = 2mi Res,
8Af(z) z = 2mi Z es, f

z€SNA

Beweis Linke Seite ist wohldefiniert, da S N OA = (}, A kompakt = Integral iiber stetige Funktionen auf
Kompaktum. Rechte Seite ist wohldefiniert, da A kompakt, also S N Aendlich. SN A = {z1,..., 2}

Vidp; > 0: Bj = Bpj(Zj) CA und Bj ns = {Zj}
(p; so klein, dass die Laurentreihe auf f um z; konvergiert.)
n
R=A\|JB;
j=1
endlich zerlegbar (R ist offen, Rist kompakt). R C U \ S (Holomorphiegebiet von f).
= f(z)dz=0

OR

aRzaA—zn:aBj

j=1

— - f(z)dz = JZ::I o5, f(z)dz

= 27i Z Res.;(2) O
j=1



1 Komplexe Analysis

25

Residuenkalkiil: Berechnen von Integralen mit Hilfe des Residuensatzes (Trickkiste) Beispiele:
& dz . . b dx
5 = lim lim R Y
o T+ 2x+2 a——cob—ooo f, x% 42242
2422 4+2=(z+1)°+1>1VzeR

= kein Pol am Integrationsweg. Weil Integrand ~ 1/z2 fiir |z| — oc:

¢ dz ¢ de 1
b>0: < 5 <
b (x+1)°+1 7 Jp (z4+1)° " b+1

=—> Integral konvergiert und

L dx
I = lim 5
L—oo J_p x4+ 22+ 2
1
Z) =
/) (z+1)%+1
(z4+1)°+1=0
z=—141

f:C\{—i—1i,—i+ 1} — C holomorph. vy, : Halbkreis mit Radius L um Null, ¢7,: Intervall [ L, L]
/ f(z)dz =2miRes_j11 f
YLtir
/ f(z)dz Lo g
Lr

Behauptung:

/‘ﬂ@mﬁiﬁo
YL
= I = 27TiReS_1+if

L, parametrisiert durch z(6) = Le? 0<0<nr
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/f(z)dz = /OOO déf (Lew)iLeie

.
s
f(2)dz| < L / f(Le*’) 40 < Lt sup f(Le’e)‘
2l 0 0<6<r
. 2
‘(Lew—i—l +1| > L% u>0,L > 10( was?)
, 11
= sup ‘ (Le’e) < ——
0<6<co ! u L2
m L T L—oo
< —-——=— "0
Lf(z) A=uE T uL
1 1
z) = - — = zy = —1=+14
/) (z+1—i)(z+1+1i) (z2—24)(z—22) *
B 1 11 i (z—z4)"
(-2 )zt z—zy)  2iz— 2z — (2i)F
1
Res_14; f = %
I=2mi— =
Mig: =7
Beispiel 2:
00 €io.zt
/ ———dw t, QT eR
oo W — Q4T
Betrachte
— ! ! Q —al
w = wo=0—1
w—Q—i' w—uwy 0
Pol bei wy: wollen, dass wy € R, dasheiffitI' = 0.w € R
‘ 1 ’ - 1 B { g D=0
oY N A R B
wenn |w| — oo, ist
1 1

Betrachte also das Integral

bdw b—oo
& mp b2y
0o W

ist also nicht konvergent, das heifit der Integrand ist nicht im L! (auch fir T # 0). Definiere

b ezwt
w= | — 5
Jab /aniFw

und

J = lim lim Jy
a—00 b—00
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2|wo| 1
/ dw
—2|wo W — Wwo
ist endlich (wg ¢ R, dal # 0). b > 2|wp:

b b
d d 1
/ w :/ w< o 1+1>
2Jwo| W — WO 2Jwo| W T w

t=20:

b b
dw dw b
T b o
/2|w0| w 2| W(w — wo) 2|wpo
Nun betrachte
—2|wol 9
/ dw 2ol o

a W — Wwo ’a|

b=0: )
Jop —In — = O(1)
|a|

Fazit: fiir t = 0 existiert J nicht(nur der ,Hauptwert” limy_,, J_j ). Behauptung: V¢ # 0,1" # 0 existiert der
Limes fiir J. Heilmittel: partielle Integration

. 1d .
wt .~ wwt
c _itdwe
1/ 1 d g
[ Jab: wt

it J, w—wydw

1 eiwt 1 b 1
= — - ezwtﬁdw
1t w — wo it J, (w—wp)
——— la
M)O ~1/w? = absolut konvergent
l eiwt
— lim [ —C (t # 0)

=0 71&]—9—’”_1

w=u-+1v:
t>0: ezwt — ezwte—vt

v > 0 ,0ben schlieRen”
t<0: et — eiwtevm

— v < 0 ,unten schlieflen” betrachte also wieder einen Halbkreis, 'yzr sei der positive (v > 0) und 7,
endsprechend der negative (v < 0), mit vorheriger Notation fiir ¢ > 0:

()

—1.
wj Pol von (w — wo) im Inneren von ¢, + 7y,

eiwt ' 1
/ dw = 273 E Res,;
LL+’72 W — Wo W — wo

w; Pol
{o Swo =T <0
- . o dwt
2mi Resy T o I'>0
= 2miewot — ot Tt
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fiir t < 0 erhilt man

gtwt ]0 I'>0
dw=—=2mi ¢ 0 _ire
ity W T Wo e e I'<O

(++)

Warum verschwindet der Beitrag von «y;"’, wenn das Vorzeichen von ¢ ,stimmt“?

Lemma 1.54 (Lemma von Jordan) () sei meromorph in H und habe hochstens endlich viele Pole, die alle in
H liegen

H={ze€C|Sz>0}

lﬁz{ze@|%220}

Es gelte
lim Q(z)=0
|z|] =00
in H gleichmifig in ¢ = arg z. ‘
I'y:[0,7] = C,p— pe'?
Es seim > 0. Dann gilt
I=1lmI,=0

p—00

Wobein:/ Q(2)e™*dz
Lp

Beweis Nach Vorraussetzung 3pg > 0, sodass @ auf {z € C | |z| > £} holomorph ist. — I, existiert fiir
alle p > po

lim Q(peie) —0

p—00

gleichmiRigin 6 € [0, 7]
Z(e) — peweimz(e) — eimp cos Befmp sin 0

s
Ip—ip/
0

s
mm/
0

Ve > 03p1 > po¥p > p1V0 € [0, 7] : |Q(pe?)| < e

0€[0,1] = sinf > 0.

<p€i€> ei(9+mp cos 9)€—mp sin 9d9
0

Q
Q

(pe ) ’e_mpsm 946

o
= VYp>p1:|l,| < ap/ e~mesindqg
0

VO € [0,7/2] : sinf < 02/7

0
€ O

<

w/2
|1, < 2£p/ e 2040 = QEpLe*mp%G ul
0 2mp /2 T m
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