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18 Eigenwerte

In diesem Abschnitt sein € N, V ein K-VRund ¢ € Endg (V).

Frage: V endlichdim. Existiert eine Basis B = (v, ..., v,,) von V, sodass Mp() eine Diagonalmatrix ist, das
heifit
A1 0
Mp(p) = .
0 An

mit Ay,..., A\, € K?
Firi = 1,...,n wire dann p(v;) = A\jv;
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Definition18.1 A€ K,v € V

+ A heift Eigenwert von 24 3y ¢ Vio#£0:p(v) =
« v heift Eigenvektor zum Eigenwert \ 2Ly #0Ap(v) =X

. . . . Def . . .
« ¢ heifit diagonalisierbar < V besitzt eine Basis aus EV von ¢

(Falls V' endlichdimensional, ist die dquivalent zu: Es gibt eine Basis Bvon V und A1, ..., A, € K mit
A1 0
Mg(p) = :
0 An
)

ENigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit einer Matrix A € M (n X n, K ) sind iitber den Endomorphismus
A K™ — K™ definiert.

Bemerkung 18.2 A € M (n X n, K). Dann sind dquivalent:
1. A ist diagonalisierbar.

2. Es gibt eine Basis von K™ aus Eigenvektoren von A

3. Esgibtein S € GL(n, K),\1,..., Ay € K mit SAS™! = .
0 An
4. A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix
In diesem Fall steht in den Spalten von S~ eine Basis des K" aus EU von A, und fiirjede Matrix A € M (n x n, K)

mit der Eigenschaft, dass die Spalten von .S —1 eine Basis des K™ aus EV von A bilden, dann ist SAS ! eine
Diagonalmatrix (mit den EW auf der Diagonalen.)

Beweis Aquivalenz:

1. <= 2.Definition, 2. <= 3.aus Basiswechselsatz (16.6), 3. <=> 4. aus Definition Ahnlichkeit (16.12)

A1 0 A1 0
Zusatz: Sei S € GL(n, K) mit SAS—! = = A(S_lej) =G-1 e;.
0 An 0 An
Wegen S~! € GL(n, K) ist S~le; # 0, das heift S~ ist EV von A zum EW );
Wegen S~! € GL(n, K) ist (5”161, el Silen) eine Basis des K™ aus EV von A.
Sei S € GL(n, K), das heift die Spalten von S~ eine Basis des K™ aus EV von A bilden, das heift fiir alle
je{l,...,n}ist ASle; = \;S e, fiirein \; € K.
Al 0 A 0
— ASle; =S5\ =51 ej = SAS le; = ej,j=1,...,n
0 An 0 An
A1 0
— SAST! = O
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Beispiel 18.3
K=R,V =R?

oo () o ()= 5 ) () miee((1)) = (1) =1 (3 o ()

ist EV von o zum EW 1.

(1) = (7)) =cn (L)) asost () mvvon g sumew —1.somi ( (1) (1))

ist eine Basis des R? aus EV von ¢, das heift ¢ ist diagonalisierbar.

0 1) € M(2 x 2,R) ist diagonalisierbar, und mit S = (1 L )

In Termen von Matrizen: A = ( 10 1 1

1 0

0 -1
5 . : N 1 2 1

V = IR” ein EV von ¢ ist, zum Beispiel ist ¢ 9 =13 # A 9 VA € R.

2. ¢ :R? — R2, ) s 0 —1) (= — (" (= Drehung um 7). hat keinen EW. Beweis dafiir:
To 1 0 T2 T

ist dannist SAS~! = ( Achtung: Das ¢ diagonalisierbar ist, heif3t nicht, dass jeder Vektor aus

spater.

Ziel: Suche Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit.

Bemerkung 18.4 vy, ..., v, EVvon g zupaarweise verschiedenen EW Ay, ..., A, € K.Dannist (vy,...,vp)
linear unabhingig, insbesondere ist m < dim V. Insbesondere gilt: ist V' endlichdimensional, dann hat ¢
hochstens dim(v) Eigenwerte.

Beweis per Induktion nach m:

IA:m =1:v; #0,dav; EV = (v;) linear unabhingig.

IS: seim > 2, und die Aussage fiir m — 1 bewiesen.

Seien aq, ..., Qpy € K mitag\jv1 + -+ + amAmUm = 0. Auerdem: ay \jv1 + - - - + @A, = 0

= as( Ao —A)va + -+ (A — AM)vm =0

az)\g—)\lz‘-':am(/\m—)\l)zo
—— aQ:‘--:am:O
— ajvy1=0 = a1 =0 = (v1,...,VUy) linear unabhingig O

Folgerung 18.5 V endlichdimensional, ¢ habe n paarweise verschiedene EW, wobei n = dim V' Dann ist ¢
diagonalisierbar.

Beweis Fiiri = 1,...,n sei v; ein EVvon ¢ zum EW \; = (vy,...,v,) linear unabhingig, wegen
n = dim V ist (vy, ..., vy) eine Basis von V aus EV von ¢ O

Definition 18.6 A € K
Eig(p, \) := {v € V | p(v) = Av} heidt der Eigenraum von ¢ beziiglich \.
Hgeo(p, A) := dim Eig(¢p, \) heiflt die geometrische Vielfachheit von .

Fir A € M(n x n, K) setzen wir Eig(A, \) := Eig <f~1, )\),,ugeo(A, A) = lUgeo (A, )\).
Bemerkung 18.7 A € K. Dann gilt:
1. Eig(p, A) istein UVR von V.

2. NistEWvon ¢ <= Eig(p, \) # {0}.
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3. Eig(p, A) \ {0} ist die Menge der zu A gehdrenden EV von ¢.

4. Eig(e, ) = ker(Aidy —¢), insbesondere ist Eig(A, \) = ker(AE,, — ¢) = Los(A\E, — A, 0) fur
Ae M(nxn,K)

5. Sind A1, A2 € KmitA\; # Ay, dann Eig(p, A1) N Eig(¢p, A2) = {0}

Beweis 4. Esistv € Eig(p, ) <= p(v) =l <= M—¢(v) =0 <= (Aidy —¢)(v) =0 <=
v € ker(Nidy —¢) Es ist Eig(A, \) = ker(AidKn f/i) - ker()\En - A) = ker(AE, — A) =
Los(AE, — A,0)

1. aus 4.

2. A\EWvonyp <= Jv e V,v # 0mitp(v) = \v <= Eig(p, \) # {0}.

3. Kklar.
5. Sei A1 # A\, v € Eig(p, M) NEig(p,A2) = AMv=9v) =Xv = (M —X)v=0 =
———
£0
v=20 O

Bemerkung 18.8 V endlichdimensional, A € K. Dann sind dquivalent:
1. Xist EW von ¢
2. det(Aidy —¢) =0
Beweis 1. <= Eig(p,\) # {0} = ker(Aidy —¢) # {0} = Xidy —¢ nichtinjektiv =
Aidy —¢ kein Isomorphismus = det(Aidy —¢) = 0. O

Definition 18.9 K Korper, A = (a;j) € M(n x n, K)

t—ay;; —ai2 —Q1in
—az21 t—ao
x4 .= det(tE, — A) = det . € K[t]
—anl “ e t - ann

heiflt das charakteristische Polynom von A.

Anmerkung Hierfiir n6tig: Determinanten von Matrizen mit Eintrigen in einem kommutativen Ring.
In manchen Biichern x'" = det(A — tE,) (schlecht)

Beispiel 18.10

1 2
A—<3 4>€M(2><2,1R)
t—1 -1

char __
= Ax; —det(_3 i 4

>:(t—1)(t—4)—6:t2—5t—2

Bemerkung 18.11 A, B € M(n xn,K),A~ B.

char char

Dann ist x4'*" = x5
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Beweis A~ B = 35 € GL(n,K): B= SAS™!

— tE, - B=tE, — SAS™' = SS™4E, - SAS™! = StE,S_| — SAS™1 = S(tE, — A)S™!
= X$" = det(tE, — B) = det(S(tE, — A)S™') = det(S) det(tE, — A)det(S™') =
det(S) det(S) ' det(tE, — A) = x5 O

=1

Definition 18.12 V endlichdim, n = dim V, B Basisvon V, ¢ € End(V'), A = Mg(p)
Xg“"’ = X" = det(tE, — A) € K[t]
heiflt das charakteristische Polynom von ¢.

Anmerkung Xg““" ist wohldefiniert, dann: Ist 3 eine weitere Basis von V, A’ = Mprp, dannist A ~ A’ und

deshalb nach 18.11: x5 = y<ar,

Satz 18.13 V endlichdimensional, n = dim V. Dann gilt:

1. Xfph‘”" ist ein normiertes Polynom von Grad n:

X;har g + Cnfltn_l +-t

mit ¢g = (—1)"det ¢, ¢,_1 = —(#) (vgl. Ubung zur Spur)

char

2. Die Nullstellen von x;

sind genau die EW von ¢:
A€ KistEWvonp < x9"A =0

Beweis Sei 3 eine Basisvon V, A := Mg(p) € M(n x n, K)

1.

Xc(pha?" — XICL‘har‘ = det (tEn — A) = Z Sgn(a)Bl,o’(l) o Bn,o’(n)
o€S
=:B=(Bjj) "
= (t —ail ;... (t - ann)) + Z sgn(J)BLg(l) e Bn,a(n)
oSy \{id}
=g
Firo € Sy, \ {id} treten in Bi (1) - - - s Bno(n) hochstens n — 2 Diagonalelemente auf, also deg(g) <
n — 2.
= XZ'””’ = 1" — (a11 + - - - + app)t" ! + Terme kleineren Grades
insbesondere:
Cp—1 = _(a‘ll + .- +aTL7’L> — _A — _¥
Es ist

co = X (0) = (det(tE, — A))(0) = det(0E, — A) = det(—A) = (~1)" det A

2. Aus A = Mp(p) folgt \E,, — A = Mg(Aidy —¢). Also:

Xg”“"()\) =0 < (det(tE, —A))(A\) =0 = det(AE, — A) =0 <= det(Mp(Aidy —¢)) =0
= det(Aidy —¢p) =0 <= AistEWvon O
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Definition 18.14 \ € K

falg (05 A) = u(xiif‘”, A)

heift die algebraische Vielfachheit

Beispiel 18.15 . 0 1\ /z . 1
. 2 2 1 1 : char __ | char __ - Y
.o+ R —>1R,<x2> — <1 0) <x2>.Es1stX¥, = Xo —det<_1 t) =1t 1
——

=:A
(t—1)(t+1) € R[t]| = EWvonep:1, -1

Esiist pta19(¢0, 1) = 1, parg(p, —1) = 1

Big(p, 1) = Big(4, 1) = Los(E, — 4,0) = Lbs((—ll 11) ’0> - Lm(®>

also figeo(p, 1) = dim Eig(p,1) =1

Big(p, —1) = Big(4, —1) = Los((~1) - B2 — 4,0) = L‘”((—i —D ’0> - Lm<<‘11>>

also figeo(p, —1) = 1.

.2 2 (11 0 -1 L1 : char __ . char __ t 1 _ 42 char
2. p: R —>]R,<x2>»—><1 0)<x2>.E515txw = X4 —det<_1 . =t°+ 1, x,"" hat

=:A
keine NSin R = ¢ hat keine EW.

. TR2 2 (L1 11 L1 : char __ . char __ t—1 -1 _(+__1)\2
3. p: R* — R, <a:2> — (0 1) <x2>‘ESIStX<p =X4 —det< 0 t-1)7 (t—1) =
——

=:A
1 ist einziger EW von ¢, es ist f414(¢, 1) = 2

Eig(e, 1) = Fig(A, 1) = Los(1E> — 4,0) Lbs(<8 _11> ’O> - Lin((é»

—> lgeo(p, 1) = 1. => st nicht diagonalisierbar.

Satz 18.16 V endlichdimensional,n = dim V'

1. Ist ¢ diagonalisierbar, dann ist Xfph” =({t—A1)...-(t—Ap) mit A1,..., A\, € K, nicht notwendig
verschieden, das heifit Xfph‘”" zerfillt in Linearfaktoren.
2. Ist Xg“"’ = (t — A1)-...-(t — \,) mit paarweise verschiedene A1, ..., A\, € K, dannist  diagonalisierbar.

Beweis 1. Sei ¢ diagonalisierbar — V besitzt Basis B = (v1, ..., v,) aus EVZUEW )\; € K.

A 0 t— M\ 0
= Mp(p) = = Xfoh”:det =(t—=A). (= Ap)
0 An 0 t—A\n
2. Aus X;hc”' = (t— A1) ...- (t—Ap) mit A\y,..., \, paarweise verschieden = A,...,\, sind

paarweise verschiedene EW von ¢ = ¢ diagonalisierbar. U
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Bemerkung 18.17 V endlichdimensional, n = dim V, A EW von ¢. Dann gilt:

1 < pgeo(0: A) < parg (9, A)

Beweis Sei (vi,...,vs) eine Basis von Eig(p,A) = s = pgeo(p,A) > 1, da A EW von ¢. Nach

Basiserweiterungssatz v 1, ..., v, € V,sodass B := (v1,...,Vs, Ust1,-- -, Up) eine Basis von V ist.
A 0
= A=dsle)=| A e M) x (0= 5). K)
0 A
t— A 0
= XJ = x4 = det 0 Ly * =(t—N)°det(tE,_s — A') = (t — \)°xD"
0 | tEp_s— A’
= Hgeo(pyA) =5 < u(xifm, A) = fatg(ps A) 0

Bemerkung 18.18 )1, ..., A\, paarweise verschiedene EW von ¢. Dann gilt:

Eig(p, \i) N Y Eig(p, A;) = {0}Vi € {1,...,r}
j=1
Jj#i

Beweis Seii € {1,...,7}. Annahme: 3v; € Eig(p, A) N Y _j—1 Eig(p, Aj) : v; # 0.
JF

— Ju; € Big(p, N\j),j=1,...,rj#i:vi=v1+ -+ 01 +vip1+- -+
Setze J :={j € {l,...r},j#i|v; #0} = {j1,...,Js}

= vi=v; + - +v, = v, +---+v, +(-1)v; =0 = (v;,,...,vj,, ;) linear abhingig 4
g

Satz 18.19 V endlichdimensional. Dann sind dquivalent:

1. ¢ diagonalisierbar

char

2. x5 zerfillt in Linearfaktoren und f1414 (0, ) = pgeo(, A)V EW von .

3. Sind A1, ..., Ag die paarweise verschiedenen EW von ¢, dann ist
V =Eig(p,\1) & - - @ Eig(, Ax)

In diesem Fall erhilt man eine Basis von V" aus EV von ¢, indem man Basen von Eig(¢, A;),i = 1,... .,k
zusammenfiigt.

Beweis 1. = 2.Seip diagonalisierbar. => 3 Basis Bvon V aus EV von ¢. Wir ordnen die EV in 5 den
(4) (

verschiedenen EW von ¢ zu und gelangen so zu Familien B; := (vl s Usi)> von linear unabhingigen
imEig(p,A\),i=1,...,k
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a) Behauptung: B; ist eine Basis von Eig(¢, \;), denn gezeigt: B; ist ein ES von Eig(p, \;). Seiv €
Eig(p, Ai) <V

k
— DD eK: v= Z(A?)vﬁﬂ oot Agpvgg?)
j=1
== v — <)\§’)v§l) +-+ )\g?vgz)) = Z(Agj)v?) +- 4 )\gg_)vg)) € ZEig(cp, Aj)
eBig(p, M) i i

(i), 0)

Si " Si

a) Nach 1.ist
/igeo(@, )\1) +--+ ,ugeo(@a )\k) =81+ +s,=dimV
char

Xo'*" zerfillt nach 18.16 in Linearfaktoren, somit

Hatg(Ps A1)+ + Haig (9, Ak) = deg(xfoh”) =dimV

Wegen figeo(s Ni) < praig(p, Ni) fir i = 1,..., k folgt: figeo(, Ai) = parg(, As) fiir i =
1,... .k

2. = 3.Esgelte 2. Es seien A1, ..., Ay die verschiedenen EW von ¢. Wir setzen W := Eig(p, \1) +
-+ + Eig(¢, Ak ). Wegen 18.18 ist

W = Eig(p, A1) @ - - - ® Eig(p, i)

= dim W = dim Eig(x, A1) + - - - + dim Eig(¢, Ag)
= Hgeo(Xs A1) + -+ + Ligeo(; Ak)
= falg(Xs A1) + - + faig (0, Ak) = deg (X;h‘“")
=dimV
— W=V

)

3. = 1.Esgelte3.SeiB = (Ugi), e ,vﬁ?) eine Basisvon Eig p, \; — B := (v%l) . ,vg), . ,ng), Uﬁ’?)
ist eine Basis von V aus EVvon ¢ = ¢ diagonalisierbar. g

Anmerkung In der Praxis ist es in der Regel schwierig festzustellen, ob x<"*" in Linearfaktoren zerfillt oder

©
die NS von Xg““" zu bestimmen. Fiir Polynome von Grad > 5 existiert keine Losungsformel zur Bestimmung

der NS. (Algebra 1 Vorlesung), die NS miissen numerisch bestimmt werden.

Beispiel 18.20

I In18.15.3 ist A — <(1) }) € M(2x 2,R) ist XU = (f — 1) ptgeo(A 1) = 1 < pragg(A,1) =
2 = A nicht diagonalisierbar.
2 -1 -1
22A=1-6 1 2 | eM@Bx3R)
3 -1 -2

t—2 1 1
o —det [ 6 -1 —1 | =8 -2-5t-3=(t+1>%t-3)
31 t42
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EWvon A : —1,3, plag = (A, —1) = 2, ualg(A,3) =1

-3 1 1 -1 0
Eig(A, —1) = Los(—E, — A,0)=Los| [ 6 -1 —2),0) =Lmn| | 3|, -1
-3 1 1 0 3
,Ugeo(Aa -1)=2= ,ualg(Aa —1).
1 1 1 1
Eig(A,3) = Los(3E, — A,0)=Los| [ 6 2 —2|.,0| =Lin| [ -2
-3 1 5 1
-1 0 1
Pgeo(A,3) =1 = piq19(A, 3). Also ist A diagonalisierbar, B := 31, -1].,—-2 ist eine
0 3 1
Basis des R? aus EV von A4,
1 0
Mpg ([1) - ~1
0 3
Mit .
-1 0 1 —1 0
S=13 -1 -1 LSASTE = -1
0 3 1 0 3

Anmerkung Ist f = a,t™ + -+ - + a1t + ag € K]|t], dann kénnen wir in f:
+ Endomorphismen ¢ € Endg (V') einsetzen durch die Regel
f(@) = ame™ + -+ a1p+ apidy € Endg (V)

wobei pF :=po---0p
—_——
k-mal

+ Matrizen A € M (n x n, K) einsetzen durch die Regel
flA) :=an, A"+ +a1A+ apE, € M(n x n, K)

Fir f,g € K[t],p € Endg (V) ist f() o g(p) = (fg)(¢) = (9f)(») = g(») o f(), analog fiir
Matrizen.

Satz 18.21 (Satz von Cayley-Hamilton) V' endlichdimensional. Dann gilt: Xfph‘”(go) = 0. Insbesondere gilt
firalle A € M(n x n, K) : x4 (A) = 0.

Beweis 1. Es geniigt zu zeigen, dass Y% = 0 fiir alle A € M (n x n, K), denn:
Ist p € Endg (V), BBasisvon V, A = AB,X;’W” =t" + ap_1t" 4+ ag = xPUT € Kt

= 0=x3"(A) = A" + a1 A" + - + @By = Mp(¢" + an_1¢™ ' + - + agidy)
= Mp <X;har(</3)>

= XJ""(¢) =0
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2. Sei A € M(n x n, K). Wir setzen D := (tE,, — A)% € M(n x n, K[t])

— D(tE, — A) = det(tE, — A)E, = X7 E,
Sei D = Y7 Dit' mit D; € M(n x n, K), x4 = Y7, a;t' mita; € K

n n
= Y Bt = (Z a,-ti> En = X4 E, = D(tE, = A)
=0 1=0

n—1 n—1 n—1
=3 Diti> (tE, — A) =) _Dit'"' = > " D;At!
=0 =0 =0
n
=Y (Di_1 — D;A¢ (mit D_y := 0, D, := 0)
=0

Koeffizientenvergleich liefert: a; A,, = D;—1 — D;Afiiri =0,...,n

Xihar = ZalAZ = (CLZEn)AZ = Z(Difl — DZA)AZ
i=0 =0 =0
= (D,1 — DoA) -+ (DQ — DlA)A —+ oo+ (Dn,1 — DnA)An
=D_1 — D, A" =0 O

Anmerkung Der ,Beweis*
XA(A) = (det(tE, — A))(A) = det(AE, — A) = det(A — A) =det(0) =0

funktioniert nicht, denn:

(det(tE, — A))(A) det (AE, — A)

—_— —_——
€Kt eM(nxn,K)
eEM(nxn,K) eK

Satz+Definition 18.22 V endlichdimensional, I := {f € K[t] | f(¢) = 0}. Dann gilt:

1. Es gibt ein eindeutig bestimmtes, normiertes Polynom XZ”" € K|t], sodass

[=3"Klt] = {x}"q | g € K[t]}
X" heit das Minimalpolynom von . x "

Grades mit f(¢) = 0.

ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten

2. Xg”t | Xfph”, das heift 3¢ € Kt] : Xfah‘“" =q- ngm

min min

Analog konstruiert man fir A € M (n x n, K ), das Minimalpolynom x'3". Es ist X'} = x ¥

char

Beweis 1. Existenz: Wegen Satz von Cayley-Hamilton ist x;

I#0.
deg(f) | f € I, f # 0 ist eine nichtleere Teilmenge von Ny, hat somit ein minimales Element. —>
dg e I,9+#0:deg(g) minimalin I \ {0} ist. Wir setzen

(¢) = 0. Somit ist Xfoh“’" € I,insbesondere

min 1 min

=0 = normiert
YTt T
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und es ist

das heifdt Xg”" cl.

Behauptung: [ = X:;”'” K[t], denn:

;;2“ Fir q S K[t] ist (ngnq) (Sp) = XZ””(SO) g(gp) = 0, das heifdt X:gmq cl.
C'Seif €1 = Jq,r € K[t]: f = qx"™ + 1. deg(r) < deg(x}™)

min

— 0= f(p) = (xP™e+7)(0) =alp) - XT" (@) +r(p) =r(p) = rel

Wegen deg(r) < deg(x”"") und der Minimalitit des Grades von Xg”” in I\ {0} folgtr = 0 =

©
f=axg™" ,
Eindeutigkeit: Sei x € K[t] ein weiteres Polynom mit [ = y K [t] = x"" K[t]

— sz-lEI:Xg”'"K[t] — EIqEK[t]:X:Xg””q
Analog Ip € K[t] : X' = xp
= X" =xp=xJ"p = pg=1 = p,qe K*

min

Wegen x, x;;*"" normiert folgt p = ¢ = 1, also x = ngin
2. Wegen x“" () = 0 nach Satz von Cayley-Hamilton folgt x&"*" € I.
= dg e K[t] : X;har — qxgm
das heif3t XZ”” | Xfphar -

Bemerkung 18.23 V endlichdimensional, A € K. Dann gilt:

XA =0 = (N =0

Insbesondere haben Xfph‘“" und ngm dieselben NS.

Beweis , <= “Sei x7"()\) = 0.Nach 18.22 3¢ € K [t] mit xJ*" = gx ™"

= XZ"(N) =g\ X" (A) =0

, = “Sei Xg“"()\) =0 = MistEWvon g, seiv € V EV zum EW ). Sei Xg‘m =t dap_ 1t
ait + ag

= 0= (X2"(¢))(v) = (¢" + ar—10" " + -+ a1p + agidy) (v)
=\Nv+ ar—lAr_l'U + - +al v+ aogv
= (\"+ FRERD Ut NEPPE WE ap) v

=xn(A)

— XJ"(A) =0. O
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Beispiel 18.2 10
1. A = 0 1> € M(2x2,Q),xhr = (t— 1)? Wegen 18.22, 18.23 gilt: W normiert, X |
XPT XD (1) =0 = " e {t —1,(t — 1)*} Wegen A — By = Oiist x'7" =t — 1
. <§’ é) €EMEx2,Q) — D7 = (t—1)(t+1) — (P = (t— (t+1)
3A( € M(3x3,R)
XA = (¢ + 1)t =3) = XA ={{+ 1)t = 3),(t +1)°(t - 3)}
Esist (A + E,)(A — 3E,) # 0, also ist X7 = (t + 1)(t — 3)
2 -1 -1
4. A=|-6 1 2| eM@Bx3,R) = X9 =(t+1)*(t—3)
3 -1 -2

XA € {(t+1)(t = 3), (t+1)°(t - 3)}
Esist (A+ E,)(A—3E,) =0 = 7™ = (t+1)(t - 3)
Satz 18.25 V endlichdimensional. Dann sind dquivalent:

1. ¢ diagonalisierbar

2. Das Minimalpolynom Xmm zerfillt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache NS, das heifét Xmm =
(t — A1) - ... (t — A\;) mit paarweise verschiedenen A1, ..., A\, € K
Beweis 1. = 2. Sei ¢ diagonalisierbar, seinen A1, ..., A, die verschiedenen EW von . Seiv € V.Da
¢ diagonalisierbar, ist V' = ®!_; Eig(¢, ;) nach 18 19 das heifit es existieren v; € Eig(p, \;),i =
1,...,rmitv=v1+ -+ v,
= (¢ = Aidv)(V) = p(01) + -+ + @(vr) = Aror === = Ay
= A1+ AU = Apur — - = Ay

= ()\1 - )\T)Ul + -+ ()\r—l - )\r)vr—l
€ Eig(p, M) @ -+~ @ Eig(p, Ar—1)

analog:
(» = Ar—ridy) o (¢ = Aridy)(v) € Eig(p, A1) © - -- @ Eig(, Ar—2)

Induktiv erhalten wir:

0= (p—Aidy)o(p—Aridy)o---0(p— A idy)(V)
— 0= (p—Aridy)o---o(p— A idy)
= 0=((t—A1) ... (t=\))(p)

— Esexistiertg € K[t|mit(t — A\1)-...-(t — \;) = gxfp”m Wegenx"“"()\l) = Xg“"()\r) =
0 nach 18.23 existiert h € K [t] mit

XZ;“” ={t—=XM)-...-(t—=A\)h= gxg”"h = ghxmm = gh=1

— g,h € K* X normiert = g=h=1 = xP" =({t—A\)-...-(t—\)



18 Eigenwerte 13

2. = 1.Sei XZ;”” =(t—MA)-...-(t— A1), wobei A1, ..., A\, € K paarweise verschieden. Nach 18.23
sind Ay, ..., A\, die EW von (. Beweis der Behauptung per Induktion nach n := dim V'
IA:n = 1klar

IS: Sein > 1, die Behauptung sei fiir 1, ..., n — 1 gezeigt.

a) Behauptung: V' = ker(¢ — A\ idy) @ im(¢ — A1 idy ), denn: Nach 7.6 Jv, s € K[t] mit

(t—Xa) ... (t—=X) =q(t — A1) + s,deg(s) < deg(t — A1) =1
das heifit s ist konstantes Polynom. Wegen
sA)=A1=X2)...- A =A) —g(A1) (A1 — A1) #0
—
das heifdt s € K*. Einsetzen von  liefert:
(p = Azidy) oo (p = Aridy) = q(p) o (¢ — Aridy) + sidy
= Vv € Vist

sv = (¢ —Agidy)o---0(p—Nidy)(v) — q(¢) o (p — A1idy)(v)

= v = % (o —A2idy) oo (p—Aidy)(v) —q(p) o (¢ — Aridy)(v)

(o — Aidy)(u) = %(s@ —Aridy)o---o(p — Aridy)(v) = %xg‘m(w)(v) =0
=0

= n € ker(p — A\ idy)

L (= Midy) 0 g(9))(v) € im(p — Aridy)

T s
= V =ker(¢ — A1 idy) +im(p — Ay idy)

w = %q(@ o (¢ — Aridy)(v)

Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ist
dimker(¢ — A1idy) + dimim(¢ — A;idy) = dim V
—> Summe ist direkt = Behauptung.
b) Wir setzen W := im(p — A\; idy ), dann ist
V =ker(p — A\ idy) @ W = Eig(p, A1) W
T
— dim W < dim V. Es gilt:
po(p—Aidy)=pop—Ap=(p—Aidy)oyp
= (W) = (¢ = Aidy)(V)) = (¢ — Aiidv)(e(V)) < (¢ = Aiidy) (V) =W
Wir betrachten die Abbildung ¢ := go‘% : W — W. Sei Xg”” =t"+ ap_1t" P+ -+ ap.
= Vw € Wist
X2 () (w) = (Y + an-19n-1 + - - + agidy ) (w)
=" (w) + an_ 19" Hw) + - + aow
= op(w) + an_19" (W) + - - - + apw
= (" + an—19"1 + -+ ag idy ) (w)
= (xg™ () (w) =0
T
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=0 = T = (= M) ()
= XW" zerfilltin Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen. = 1) diagonalisierbar,

das heifdt es existiert eine Basis von W aus EV zu ¢ = go‘x Wegen V' = Eig(p, A1) & W existiert
nach 11.8 eine Basis von V aus EV zu ¢, das heift ¢ ist diagonalisierbar. U

Beispiel 18.261 —1 0

LA=[-8 1 4 |eM(@3x3,R).Esisty}"" = (t+1)*(t —3) = Aistnicht diagonalisierbar.
2 -1 -1
2 -1 -1

22A=[-6 1 2 | eM@Bx3,R).Esistx}" = (t+1)(t—3) = Aistdiagonalisierbar.
3 -1 =2

19 Dualraum

In diesem Abschnitt sei V' ein K Vektorraum.

Definition 19.1 (Dualraum)
V*:=Homg(V,K) ={¢:V — K | ¢linear}
heif3t der Dualraum von V/, die Elemente aus V* heiffen Linearformen auf V.

Beispiel 19.2 T1
. K=R,V=R",¢:R" =R, |...| — z1 ist eine Linearform auf R".
L,

2. K=R,V=C[0,1] ={f :[0,1] = R | f stetig}

1
©:C[0,1] = R, f »—>/ f(t)dt
0
ist eine Linearform auf C[0, 1]

Bemerkung+Definition 19.3 V endlichdimensional B = (v1, ..., v,) Basis von V. Wir definieren fiir i =
1,...,n dielinear Abbildung

1 i=3j

0 1#]

Dann ist B* := (v}, ..., v}) ist eine Basis von V*, die duale Basis zu 5.

v;‘:V—>V,vj»—>5ij:{

Beweis 1. B*istlinear unabhingig: Seien A\, ..., A\, € K, \jvj+-- -+ vy = 0. = Vie {l,...,n}
ist
0= Al (vi) +- -+ + Nic10]_q (vs) + Ao (v) + )\z‘+17);<+1(7}i) +- Ao =N
=0 =0 =1 =0 =0
2. B*ist ESvon V*: Seip € V*.Setze \; := p(v;) firi =1,...,n

= (Moj+ -+ ) (w) =N =), i=1,...,n
— @ =Mv] + -+ A\, O



19 Dualraum 15

Anmerkung Ist V unendlichdimensional mit Basis (v; ), ;, dannist (v} ), (analog definiert) linear unabhingig,
aber kein ES von V.

Notation:
Elemente des K" schreiben wir im Folgenden als Spaltenvektoren. Ist ¢ € (K™)* = Homg (K", K), dann
existiert nach LA1 ein eindeutig bestimmtes A = (a1 - an) € M(1 x n, K) mit
T Z1
p=A:K" > K,z = »—>(a1 an) :
Un In

Esist A= M ((:11)’ wen) (). Dementsprechende schreiben wir Elemente von (K™)" als Zeilenvektoren.

Beispiel 19.4
1. V=K"B=(e,...,en) = B* = (e],...,e}) duale Basis zu B mit

ef =(0,...,0,1,0,...,0)

Fiir die Abbildung aus 19.2.1 gilt p = ] = (1,...,0).

2. K =R,V = ]R2,B: (vl,vg),vl = <(1]> , Vg = <i).ESiSt€1 = V1,€2 = Vg — V1
= vj(e1) = vi(v1) = Lvj(e2) = vi(v2 — v1) = vi(v2) —vj(v1) = -1
=0 =1

= v} =(1,-1)

= v; = (0,1)

Folgerung 19.5 V endlichdimensional, v € V, v # 0. Dann existiert ¢ € V* mit ¢(v) # 0

Beweis Erginze dielinear unbhingige Familie (v) zu einer Basis (v, va, . . ., v, ) von V. Dannist (v*, v}, ..., v}})
eine Basis von V*, und es ist v*v = 1 £ 0. O

Anmerkung Die Aussage gilt auch ohne die Vorraussetzung ,V endlichdimensional

Folgerung 19.6 V endlichdimensional, B = (vy,...,vy) Basisvon V, B* = (v],...,v};) duale Basis zu B.
DAnn gibt es einen Isomorpismus

Y V=V = =0 (i=1,...,n)
Insbesondere ist dim V' = dim V*
Beweis folgt direkt aus 19.3 O
Bemerkung+Definition 19.7 U C V UVR
U= {pecV*|pu)=0VucU}CV*

heift der Annulator von U. UY ist ein UVR von V*.
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Beweis leicht nachzurechnen. O

Satz 19.8 V endlichdimensional, U C V UVR, (u1,...,u;)von U, B = (uy,...,ug,v1,...,v,) Basis von

*

V. Dann ist die Teilfamilie (v, . .., v}") von B* eine Basis von U". Insbesondere ist dim U? = dim V — dim U.

Beweis 1. (v],...,v}) linear unhabhingig, da Teilfamilie der Basis 3* von V*

rEr

2. Lin((v},...,v})) =U°

»rEr

,C“¢ € Lin((v],...,v))) = Esexistieren A\1,...,\, € K mitp = A\jv] + -+ + \vf. = Fir

yrr T
i=1,...,kisto(u;) = \Moj(wi) + -+ Mot () =0 = ¢(u) =0Vue U
,D“Seip € U, Esexistieren ji1, . . ., fli, A1y - - -5 Ar € Kmitp = pquj+---+pp +A07 +- - -+ Av)
= Furi=1,...,kist0 = p(u;) = p; = ¢ € Lin((v},...,v})) O

Bemerkung+Definition 19.9 V,W K-Vr, f : V — W lineare Abbildung. Wir definieren f* : W* —
V¥ ¢ — f*(¢) =1 o f f* heiflt die zu f duale Abbildung. Es gilt: f* ist linear.
Beweis « f* ist wohldefiniert, da f*(¢)) =¥ o f € V*Vip € W™,
« f*istlinear, denn: Seien p,9p € W* A € K
= [fle+y)=(p+d)of=pof+iof=[ )+ ()

f*(Ap) = Af*(p) analog. O

Bemerkung 19.10 V, W endlichdimensionaler K-VR. Dann ist die Abbildung
*: Homg (V, W) — Homg (W*, V*), f — f*
ist ein I[somorphismus von K-VR.
Beweis 1. *istlinear: Seien f,g € Homg (V, W), € W*
= ([+9) W) =vo(f+g)=v¢of+vog=fW)+g W) = (f+9) " =f"+y
Rest analog.

2. *ist injektiv: Sei f € Homg (V, W) wit f* =0 = o f = 0V € W* Annahme: f # 0 —
eV :fv)#0 = JpeW":p(f(v)) =0 = opo f#0"

3. *istsurjektiv: Esistdim Hom g (V, W) = dim (V') dim(W) = dim(V*) dim(W*) = dim Homg (W*,V*) —
* surjektiv. O

Satz 19.11 (19.11) V, W endlichdimesionale K-VR, A, B Basen von V beziehungsweise W, f : V. — W
lineare Abbildung. Dann gilt:

Beweis Sei A = (v1,...,0,),B = (w1,...,wn), M§(f) = (ai;)1<i<m insbesondere
1<j<n

Flog) =" agw;
=1
= ai; = w;(f(v;)) = (w] o f)(v;) = f*(w])(v;)
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Sei MB: (f*) = (bij)lgjgn; dann ist
1<i<m

Frwi) = b
j=1

= bji = (/" (w))(vj) = ai O

Satz 19.12 V, W endlichdimesionale K-VR, f : V' — W lineare Abbildung. Dann gilt:
1. im(f*) = ker(f)°
2. ker(f*) = im(f)°

Beweis 1. ,C“Seip € im(f*) C V* = FPW* : f*(¢) = ¢, dasheiftpo f = p. =
=0 = ¢ € (ker f)0 ,2“Sei p € (ker f)0 C V¥, das heifdt ¢ et f = 0. Zu zeigen: Es
er

ker f

existiert ein ¢y € W* mit o = f*(v)) = 1 o f. Sei (v1,...,vy) eine Basis von ker f, (wy,...,w,)
eine Basis von im f,u; € f~*({w;}),i = 1,...,7r = (v1,...,V,U1,...,u) Basis von V. Wir
ergianzen (w1, ..., w,) zu einer Basis w1, ..., Wy, Up41,. .., Wy, von W. = Es existier genau eine

lineare Abbildung ¢/ : W — K mit

olu;)) 1=1,...,r
w;) =
Plwi) {O t=r+1,...,m

Fiuri=1,...,risto(u;) = Y(w;) = Y(f(u;)) = (Yo f)(w;),undfiri =1,... , kistp(v;) =0 =
¥(f(v;)) Also: o = 1p o f = f*(1)), das heiflt p € im f*

2 peker(f?) <= fe)=0 &= pof=0 = o(fW) =WeEV = ¢| =0
¢ € (im )" 0

Folgerung 19.13 V, W endlichdimensionale K-VR, f : V' — W lineare Abbildung. Dann gilt:

Rang(f") = Rang(f)
Beweis Rang f* = dimim f* = dim(ker f)o = dimV — dimker f = dimim f = Rang(f) O
Folgerung 19.14 A € M (m X n, K). Dann gilt:

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)

(e1,e-rem) el,....ef

Beweis Esist A = M " (121) VAT = MEem
Spaltenrang(A4) = dimim A = Rang A = Rang (fl*) = Spaltenrang (At) = Zeilenrang(A)
Definition 19.15 V** := (V*)" = Homg (V*, K) heifit der Bidualraum von V.

Satz 19.16 V endlichdimensional. Dann gibt es einen kanonischen (das heifst basisunabhingigen) Isomorphismus

iV o V™ vy Vi — Ko p(v)
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Beweis 1. 7 wohldefinier und linear: leicht nachzurechnen.
2. iinjektiv: Seiv € keri = i, =0 = Vp € V* = Homg(V,K) : p(v) =0 = v =0

3. dim V** = dim V* = dim V. Somit nach 12.15: ¢ Isomorphismus 0

Anmerkung + Im Gegensatz zu 1y : V — V* ist der [somorphismus ¢ : V' — V** unabhingig von der
Wahl einer Basis, das heiflt V' und V'* sind unkanonisch isomorph, V' nud V** sind kanonisch isomorph
(fir V endlichdimensional).

o Ist V unendlichdimesionsal, dann liefert 4 zumindest nach eine kanonische Inklusion von V nach V**.
Diese ist jedoch die surjektiv.
20 Bilinearformen

In diesem Abschnitt sei V stets ein K-VR.

Definition 20.1 v : V XV — K heift eine Bilinearform auf V', genau dann wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

« B y(v1 + v2,w) = y(v1,w) +v(v2, w),y(Av,w) = Ay(v, w)
* (BZ) ’7(1}, wy + w2) = ’7(2}’ wl) + ’Y(va w?)’ 7(”7 Aw) = )"Y(Uv w)

Yu, w, vy, v, wi, ws € VA € K.

Beispiel 20.2 x1 Y1
. K=R,V=R",7: R"xR" = R,v AU I = x1y1+ - -+ Ty ist eine Bilinearform
In Yn
auf R™

2. K =R,V =1[0,1],v : 1[0,1] x [[0,1] — R,~(f,9) = fol f(t)g(t)dt ist eine Bilinearform auf
1[0, 1].

3. K=R,V = ]RZ,7 ‘R2x R? — R,7<(i1> , <z1)> = x1Y1 + 221y — T2yo ist eine Bilinearform
2 2

auf R2.
Definition 20.3 V endlichdimensional, B = (v1, ..., v,) Basis von V, ~y Bilinearform auf V'

Mp(v) = (v(vi,v5))1<i<n € M(n x n, K)

1<j<n
heihf3b die Darstellungsmatrix (Fundamentalmatrix) von -y beziiglich 5.
Beispiel 20.4
1. In20.2aist fir B = (e1,...,e,) : Mg(y) = E,,

2. In20.2pist fiir B = (e1,e2) : Mg(y) = <é _21>
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Bemerkung 20.5 V endlichdimensional, B = (v1,...,v,) Basis von V,~y Bilinearform auf V, A = Mp(7),

T
®p: K™ — V Koordinatensystem zu B,v,w € V,z = | | = @gl(v), das heifit v = z1v1 + - - - + Ty,
Un
Y1
y=1|1 | =25 (w)
Yn
das heifst w = q1v1 + - - - 4+ Yp V. Dann gilt:
Y1
Y, w) = PE AP (w) = 2f Ay = (21 ... z,) A :
Yn

Beweis Esist

n n
y(v, w) = ’7(5U1U1 + -+ TpUn, Y101+ F ynvn) = Z Z wiyﬂ(vu Uj)
i—1 j—1
n n

=Y @y (v, yy)y; = 2" Ay O
=1 j=1

Bemerkung 20.6 V endlichdimensional, B = (v, ..., v,)Basisvon V, A € M (n x n, K). Dann gilt: Durch
ARV XV = K, (v,w) = &g (v)T ADg! (w)
ist eine Bilinearform auf V' gegeben.

Beweis Nachrechnen. |

Beispiel 20.7 (wichtiger Spezialfall von 20.6)
V=K"B=(e1,...,en), A€ M(nxn,K) = ®p =idgn. Durch

ASAel,...,Bn) . KTL X Kn — K7 (U, w) —> ’UtAw
)

ist eine Bilinearform auf K™ gegeben. Wir setzen kurz A(A) := Ay = ASI""’E"

Bemerkung+Definition 20.8 Bil(V) := {7y : V x V — K | v ist Bilinearform } ist ein K-VR, ist ein UVR
vom K-VR Abb(V x V, K)

Bemerkung 20.9 V endlichdimensional, B = (v1, ..., v;,) Basis von V. Dann gilt: Die Abbildung
Mp :Bil(V) = M(n x n, K)
ist ein Isomorphismus von K-VR mit Umkehrabbildung
AP M(n xn,K)— Bil(V), A A§

Beweis 1. Mpg linear: nachrechnen.
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2. ABo Mg = idp(17), denn: Seiy € Bil(V)

- (AB © MB) (7) (v, v5) = Af/lrs(”/) (vi, vj) = q)lgv(vl)tMB(V)q)gl(vj)

3. MB o AB = idM(an,K), denn: Sei A = (aij) S M(?’L X n, K),B = (bU) = (MBOAB)(A) =
MB o} Ag
bij = Aﬁ(vi, Uj) = q’gl(vi)TA(I)B(vj) = 6311461' = Qij

— B=A O

Satz 20.10 V endlichdimensional, A, I3 Basen von V, 7y Bilinearform auf V. Dann gilt:
T
Mp(7) = (TR) Ma(NT4
Beweis Fiirv,w € V ist
' (v)" Mp(w) = y(v,w) = D! (v)" Ma(y) @4 (w)

1622:T5 = &' 0 @

—> AB(M(7)(v,w) = AP((T5) " Ma()TE) (v, 0)
— AB(M(y)) = AP ((T5) Ma()TE)
AB Isomorphismus
— Ms(y) = (T5)" Ma(y)T O

Definition 20.11 V endlichdimensional, y Bilinearform auf V. Wir setzen Rang(~y) := Rang Mp(7), wobei
B eine Basis von V ist.

Anmerkung Dies ist wohldefiniert. (folgt aus 20.10, da die Matrizen TE invertierbar sind)

Bemerkung+Definition 20.12 Es gilt:

1. Isty: V x V — K eine Bilinearform, dann induziert y die linearen Abbildungen

I V=oV5wey(,w) Y w) V= Kv = y(v,w)
LV —=V5oe9(v,-) Y(v,): V= K, v y(v,w)

2. Jede lineare Abbildung I' : V' — V* induziert Bilinearformen

YV xV = K yvw):=
Y VXV = K y(v,w) =
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Die Zuordnungen aus 1., 2. induzieren den Isomorphismus Bil(V') & Homg (V, V*)
Beweis Nachrechnen. U
Definition 20.13 -y Bilinearform auf V. v heilt nicht-ausgeartet <= I'; und I'; sind injektiv.
= yv,w)=WveV = w=0
(Injektivitit von I';), und
= yv,w)=WweV = v=0
(Injektivitdt von I';.).

v heifdt perfekt <= I'; und I'; sind [somorphismen.

Bemerkung 20.14 V endlichdimensional, v Bilinearform auf V, B = (v1, ..., v,) Basis von V, B* duale Basis

zu B. Dann gilt:

ME.(Ty) = Ms(y) = (ME.(T,))"

Beweis Behauptung: Es ist I'j(v;) = y(v1,v:)v} + -+ 4+ 7(vn, v5)v);, denn I'y(v;)(v;) = 7(vj,v;) nach
Definition
(Y01, vi)vT + -+ 4 Y (v, vi)vp) (v5) = V(v = vi)
Somit: M&. (T'}) = Mp(7).
Analog: T'.(v;) = y(vi, v1)v} + - - - + y(vi, v vl = MB.(T,) = (Mp(y))" O

Folgerung 20.15 V endlichdimensional, 7y Bilinearform auf V, I3 Basis von V. Dann sind dquivalent:

1. 7y ist nich-ausgeartet

[\

. 7y ist perfekt

3. Mp(7y) invertierbar

N

. I'; injektiv
5. T’y injektiv

Beweis 1. < 2.wegendimV = dim V* und 12.12
v perfekt <= I';,, T, Isomorphismen <= ME.(I';), ME.(L',) invertierbar <= Mp(7) invertierbar.
ME.(I'}), ME.(I';) <= T Isomorphismus <= ME, invertierbar. O

Definition 20.16 -y Bilinearform auf V.

7 heiflt symmetrisch <= (v, w) = y(w,v)Vv,w € V

7 heiflt antisymmetrisch <= ~(v,w) = —y(w,v)Vv,w € V
7 heiflt alterniernd <= y(v,v) = 0Vv € V.

Anmerkung + v symmetrisch = I} =1
« Fiir char(K') # 2 gilt: -y alternierned <> -y antisymmetrisch

« Fiir char(K) = 2 gilt immer noch y alternierend =+ (anti)symmetrisch Die Umkehrung ist falsch:
v ]Fg X IF% — F,v(x,y) = z1y1 + x2y2 + x3y3 ist (anti)symmetrisch, aber nicht alternierend:

— 140

2
ol Ol =
ol Ol =
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Bemerkung 20.17 V endlichdimensional, 53 Basis von V/, 7y Bilinearform auf V. Dann gilt:
1.  symmetrisch <= Mp(~y) ist symmetrisch, das heit Mp(v)" = Mg(v)

2. 7y antisymmetrisch <= Mp(~) ist antisymmetrisch, das heift Mp(y)" = —Mg(7)

Beweis 1. , = “klar
, <= “Sei Mp(y) = Mg(y)" = Fiirv, wist

(v, w) = 5" (0) Mp(7) @' (w) = " (v) My (7)" 05" (w)"
T
= (25" (@) Ma(1)25") = 05" ()" Ms(7)®5" (v) = (w, v).

-~

eK

2. analog. U

21 Quadratische Riume

Definition 21.1 (Quadratische Form) V K-VR. Eine Abbildung ¢ : V' — K heillt eine quadratische Form
auf V, genau dann wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

- QD g(A) = X2q(v)VA e K,v eV

+ (Q2) Die Abbildung e, : V x V. — K, (v,w) — q(v+w) — q(v) — q(w) ist eine (automatisch
symmetrische) Bilinearform

Beispiel 21.2 .
K =R,V =R?q < <x1>> = CC% + 120 + a;% ist eine quatratische Form auf R2 (Q1) ist erfiillt, (Q2) ist
2

ebenfalls erfiillt, denn
T Y1 T+ Y1 1 Y1
15 R = — _
() () =) -o(C2) ()
= (@1 4+ y1)* + (@1 +y1) (@2 + y2) + (22 + y2)” — 2F — 2130 — 25 — 25—y} — Y2 — 43
= 21191 + T1Y2 + T2y1 + 222Y2
das heifit £, ist symmetrische Bilinearform.

Bemerkung 21.3 char K # 2,V K-VR, SymBil(V) := {v: VXV — K | «y ist symmetrische Bilinearform}, Quad (V") :=
{q: V — K | qist eine quadratische Form}. Dann sind die Abbildungen

¢ : SymBil(V) — Quad(V),y+—=qy ¢y:V = K, v v(v,v)

1
U : Quad(V) — SymBil(V), ¢ — Ya5Ea
zueinander inverse Bijektionen.

Beweis 1. ® ist wohldefiniert, das heifit ¢, € Quad(V)Vy € SymBil(V).
Ql:Seid € K,v €V = ¢,(\) = y(Av, \v) = X2y(v,v) = N2q,(v)
Q2:
gq, = (v +w) = ¢5(v) = ¢y (w) = V(v +w, v +w) = (v, v) =y (w, w)
= ’7(’07 w) + 7<w7 ’U) = 2’7(’07 ’U))

— &4, symmetrische Bilinearform.
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2. W ist wohldefiniert, denn fiir jedes ¢ € Quad(V') isty, = (1/2)e, € SymBil(V), dag, € SymBil(V)
3. @ oW = idquaq(v): Fiir ¢ € Quad(V),v € Vist

(@0 W)(g)(v) = @(79)(v) = 7q(v,v) = %(CJ(U +v) = q(v) = q(v)) = q(v)

4. Wo & = idgygji(v): Firy € SymBil(v),v,w € V ist

1

(T o ®)(7)(v, w) = ¥(gy)(v,w) = 5eq, (v, ) = 7(v, w) 0

Anmerkung Philosophie dahinter: symmetrische Bilinearformen, quadratische Formen auf K sind fiir char K #
2 fast dasselbe. Fiir char k¥ = 2 kann man die Abblidung ¢ immer noch definieren, ® ist im allgemeinen aber
weder injekiv, noch surjektiv. Exemplarisch: Fir K = o,V = TF2 liegt die quadratische Form ¢ : F3 —

Ir, <§1> — 22 + 2129 + 73 liegt nicht im Bild vom ®.
2

Fiir den Rest dieses Abschnittes sei K stets ein Kérper mit char K # 2

Definition 21.4 (Quadratischer Raum) Ein quadratischer Raum ist ein Paar (V, 7y), bestehend aus endlichdimensionalem
K-VR V und einer symmetrischen Bilinearform v auf V. v,w € V heiflen orthogonal beziiglich v <=

y(v,w) = 0. (v;);c; Familie von Vektoren aus V' heifit orthogonal beziiglich v <= ~(v;,v;) = 0Vi,j €

I,i # j.Eine Familie (v1,...,v,) von Vektoren aus V' heiflt eine Orthogonalbasis (OB) von (V,v) <=

(v1,...,vy) ist eine Basis von V und ist orthogonal beziiglich ~.

Anmerkung + Ist v aus dem Kontext klar, wird es auch hiufig weggelassen.

« Ist B eine Basis von V, dann gilt B OB von (V,v) <= Mp(7) ist eine Diagonalmatrix.

Definition 21.5 (V,~,), (W, v,) quadratische Riume, f : V' — W lineare Abbildung. f heift Homomophismus
quadratischer Riume <=

Y (f(v1), f(v2)) = Yo(vi,v2)Vv1,02 € V

f heilt Isomorphismus quadratischer Riume <> fistein Isomorphismusvon K-VR und ein Homomophismus
quadratischer Rdume. Notation: Wir schreiben hiufig f : (V,~,) — (W, 7)) fiir Abbildungen / Homomorphismen
quadratischer Riume.

Anmerkung Tst f : (V,7,) — (W, ) ein Isomorphismus quadratischer Riume, dann ist f =1 : (W, ~,,) —
(V, ) ebenfalls ein Isomorphismus quadratischer Riume, und es ist Rang(7,) = Rang(v.,) (nachrechnen...)

Ziel: Klassifiziere quadratische Rdume bis auf [somorphie quadratischer Riume.

Satz 21.6 (V,~) quadratischer Raum. Dann besitzt (V, 7y) eine OB.

Beweis per Induktion nachn = dim V.
IA: n = 0: leere Familie ist OB.
IS: Sein > 1

1. Fall: v(v,v) =0Vv € V
= Yo,weV:0=70w+w,v+w)="vv,v)+y(w,w)+ 2vy(v,w) =2y(v,w)

= v(v,w) = 0Vv,w € V = Jede Basis von V ist OB von (V)
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2. Jv; € Vi y(vg,v) # 0.Seil : V. — V* v — ~(v,-) die zu v gemif 20.10 gehorige lineare
Abbildung. Setze H = ker(I'(v1)) = {w € W | y(v1,w) = 0}

— dim H =dimV —dimim(I'(v1)) € {n,n — 1}
—————

<K beachte: I'(v ) eV*

Esist v; ¢ H wegen y(v1,v1) # 0 = dimH = n—-1 = V = Lin((v1)) ® H.
(H,~ |gxm) ist ein quadratischer Raum der Dimension n — 1. Wegen IV existiert eine OB (v, . .., vy,)
von (H,v |gxg) = (v1,v2,...,v,)ist OBvon (V) O

Folgerung 21.7 A € M(n x n, K) symmetrisch. Dann existiert ' € GL(n, K),sodass T'" AT eine Diagonalmatrix.

Beweis A definiert eine symmetrische Bilinearform A(A) = Affl #on) quf K (vergleiche 20.7, A(A) (v, w) =
vT Aw). Nach 21.6 existiert eine OB Bvon (K™, A(A)) = Mpg(A(A)) ist Diagonalmatrix, und es ist

B T B
Ms(AA) = (T6,...e)) Mieref BANTE, e,
~~ N———

—7T A =T OJ

Folgerung 21.8 (V) quadratischer Raum,n = dim V, r = Rang(~y). Dann existieren A1, ..., A\, € K\ {0}
und ein Isomorphismus von quadratischen Riumen

A1 0

0 0
Beweis Wegen 21.6 existiert eine OB B = (vy,...,v,) von (V,~). Nach Umordnung von vy, ..., v, sei

y(vi,v;) #0ftiri =1,...,sund y(v;,v;) =0firi =s+1,...,n

A1 0

— Mp(y) Aty ... As € K\ {0},7 = Rang(y) = Rang Mp(7) = s

0 0
Setze @ := ®p : K" — V,e; — v; (Koordinatensystem zu I3, vegleiche 15.2). ® ist [somorphismus

Y(@5(v), Ps(w)) = @5 (B5(v)" Mp(7) 5 (B5(w)) = viMp(y)w
A1 0

A1 0
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Anmerkung \q, ..., )\, sind im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Frage: Kann man iiber speziellen Kérpern mehr sagen? Wir werden K = C, R untersuchen.

Satz 21.9 (V,~) quadratischer Raum tiber C, n = dim V, r = Rang ~y. Dass existiert eine Orthogonalbasis 5
von (V) mit
E. 0
M =7
5(7) < 0 0)

Insbesondere existiert ein [somorphismus quadratischer Riume ® ((Dn, A < (ET 0> ) > — (V,9)

Beweis Sei (01, ..., ¥y) eine Orthogonalbasis von (V). Setze

b )i v(0i, ;) =0
’ ﬁ@z Y(0i,0;) # 0

Hierber ist \/(;, ¥;) eine komplexe Zahl o mit a? = (%, ¥;). Falls (%, 0;) # 0, dass ist

1 1 1
Ui, Vi) = , = Ui, ) =1

AuBerdem: y(v;,vj) = OVi # 7, day(0;,0;) = OVi # 0.Setze B := (v1,...,vy). Nach eventueller

Umnummerierung von vy, . . . , Uy, ist
E. 0

wobei 7 = Rang Mp(y) = Rang . O

Folgerung 21.10 A € M(n x n,C) symmetrisch, r = Rang A. Dass existiert ein T' € GL(n, C), sodass

T . E?"O
TAT—<O 0

Folgerung 21.11 (21.11) (V, vy ), (W, yw ) quadratische Rdume iiber €. Dann sind dquivalent:
1. Es gibt einen Isomorphismus quadratischer Raume (V,yy) — (W, yw)
2. dimV = dim W und Rang vy = Rangyw

Beweis 1. = 2.vergleiche Anmerkung nach 21.5

2. = 1.Sein = dimV = dimW,r = Rangvy = Rangyy. —
E
quadratische Riume isomorph zu <(D”, A < < " ) > ), also auch (V,~y)

—~

V. ), (W, yw) sind als
(W, vw) O

I

Definition 21.12 (V) quadratischer Raum, Uy, ...,U,, € V UVRmitV = U; & - -- @ U,. Die direkte
Summe heiflt orthogonale direkte Summe

(V = Uroplus ... &U) &L y(ui,uj) = 0Vu; € Uy, ug € Uy, i # j

alternativ ©
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Satz 21.13 (V,~y) quadratischer Raum iiber R, n = dim V. Dann existiert eine Orthogonalbasis 3 von (V,7),
sowie ry,7_ € {0,...,dim V'} mit

E,., 0
Mp (7) = —E,_
0 0
Insbesondere existiert ein [somorphismus quadratischer Riume
E,.. 0
an A —E,_ - (V, fY)
0 0
Die Zahlen r, r_ sind unabhingig von der Wahl einer solchen Basis. Wir nennen Signatur(y) := (ry,r_)
heiflt die Signatur von 7.
Beweis 1. Sei(01,...,0y) eine Orthogonalbasis von (V, v). Wir setzen
171' Y (’LN)Z', ﬁi) =0
v 1= .
' ——— (0, 0;) #0

1y (i,0:)]

Falls v(0;,0;) # 0, dass ist

(o) — < 1 5 1 17.)
I OV o VTR T
_ %’y(@i,fii) € {1}

|v(0s, 95)|
v(vi,v;) = Ofiiri # j. Setze B := (v1,. .., v,). Nach eventueller Umnummerierung von vy, ..., vp
ist
1
1
-1 E,., 0
MB(’Y) = == _Er7
1 ~1 0 0
0
0
mit geeignetenry,r_ € {0,...,n}
2. r4,7_ sind basisunabhingig: Es ist 74 + r_— = Rangy, dies ist basisunabhingig. Es gilt zu zeigen:
r4 ist basisunabhingig. Setze V, := Lin((vl, ey vr+)), V_ = Lin((vuﬂ, . ,vr++t)), Vo =

Lin((vr++r_+1, ceey vn)) = V =V, 8V_3BV. Setze
s :=max{dim W | W C V UVR mit y(w,w) > OVw € W,w # 0}

dies ist wohldefiniert. V ist ein UVR von V mit y(w,w) > O0Vw € Vi, w # 0, denn fir w = A\jv; +
s A vpy st

~(w, w) :)\%’y(vl,vl)—|—~-—l—)\g+vr+,vr+ :)‘%+"'+)‘72“+ > 0 fallsw # 0
N—_—— ———

=1 =1
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—> s > dim V, = r, Annahme: Es existiert ein UVR W C V mit y(w, w) > OVw € W, w # 0 und
dimW > ry
= dimW +dimV_+ dimVy >n
N—— ~——

——
> =r_ n—(ry+r_)

— dim(W N (V_&V)) = dim W + dim(V_&Vp) — dim(W + (W_&V))
=dimW + dim V_ + dim Vp — dim(W + (V_&Vp))

>n <n,da W+(V_&Wo) UVRvon V
=>0
— Esexistiert w € W, w # 0 mitw € W_&V4,.
= Esexistiertw_ € V_,wg € Vymitw = w_ 4+ wy
= y(w,w) = y(w_ + wy,w— + wy) = y(w—,w_) +y(wp, wp) < 0 Andererseits: y(w,w) > 0
—_———— N——

<0 =0
wegenw € W, w # 0. Somit: 7 = s, insbesondere unabhéngig von Basiswahl. g

Folgerung+Definition 21.14 (Sylvesterscher Trigheitssatz) A € M (n x n, R) symmetrisch. Dann existieren
T € GL(n,R),r4,r— € {0,...,n} mit

E,, 0
TTAT = —E,
0 0
Die Zahlen r, r_ sind unabhingig von der Wahl eines solchen 7. Signatur(A) := (r4,r_) heiflt Signatur
von A.
Beweis folgt aus 21.13 (analog zum Beweis von 21.7). 0

Anmerkung Ist S € GL(n,R), dann haben die Matrixen A und ST AS diesselbe Signatur, denn: Ist T €

GL(,R) mit
~ E,, 0
TT(STAS)T = —E,_
0 0
, dann ist
E, 0
(ST)TA(ST) - -E.
0 0

Folgerung 21.15 (V, vy ), (W, yw ) quadratische Rdume iiber R. Dann sind dquivalent:
1. Es gibt einen Isomorphismus quadratischer Raume (V,yy) — (W, yw)

2. dim V' = dim W und Signatur(yy ) = Signatur(yw )

Beweis 1. = 2. Fir Signatur(yy) = Signatur(yy) verwende Charakterisierung von 4 aus dem
Beweis von 21.3.

2. = l.aus 21.13, analog zum Beweis von 21.11 U

Anmerkung Man kann Folgerung 21.11/21.15 verwenden, um quadratische Formen iiber C beziehungsweise
IR bis auf Aquivalenz zu klassifizieren (vergleiche Ubungen)
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22 Euklidische Riume
Definition 22.1 VIR-VR, v : V x V — R symmetrische Bilinearform. -y heif3t
+ positiv definit 22 ~(v,v) > O € V \ {0}
+ positiv semidefinit 24 v(v,v) > 0Vv € V' \ {0}
« negativ definit 24 v(v,v) < OVv € V' \ {0}
+ negativ semidefinit 2 y(v,v) < 0Vo € V' \ {0}
. indefinit 2% -y ist weder positiv noch negativ semidefinit.

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform nennt man auch ein Skalarprodukt.

Beispiel 22.2 1 Y1
LV=R"(,):R"XR" > R,(| : |,| ¢ |):=21y1 + -+ Tpyy ist ein Skalarprodukt auf

Tn Yn
dem IR™. Positiv Definitheit:

T

[y

x1 T
(1. 1: D=2+ +22>0falls | : | #£0

T Tn Tn

3

(-, -) heiflt das Standardskalarprodukt auf dem R".
2. V. =C[0,1]
1
71€0.1) C0.1 < R () = [ 1(0a(0)

ist ein Skalarprodukt.

Anmerkung Um die Definitheit einer symmetrischen Bilinearform nachzuweisen, geniigt es nicht, das Verhalten
auf den Basisvektoren zu untersuchen: Seiy : R? x R? — R gegeben durch

=a((% )

1 -2
M(el,ez)(’y) = <_2 1 >

Dann ist y(e1, e1) = 1, (e, e2) = 1 aber
(1)) =0 ol ) () =2

Definition 22.3 Ein Euklidischer Raum ist ein Paar (V, ’y), bestehend aus einem endlichdimensionalen IR -
VR V und einem Skalarprodukt -y auf V. Fiir den Rest dieses Abschsittes sei (V, y) ein Euklidischer Raum.

das heifdt

das heift 7y ist indefinit.
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Definition22.4 v € V
o] = /v(v,v)
heiflt die Norm auf V.

(vi);c Familie von Vektoren aus V" heifit orthonormal 24 (vi);c ist orthogonal und ||v;|| = 1Vi € 1.
B = (v1,...,v,)heilt *Orthonormalbasis von V' ((V,)) (ONB) <= Bist Basis von V' und Bist orthonormal.

Bemerkung 22.5 (vy,...,v,) orthogonale Familie von Vektoren aus V' \ {0}. Dann gilt:
1. (”—1, e “—") ist eine orthonormale Familie
f[oal] [[onll
2. (v1,...,vy,) ist linear unabhingig.

Beweis 1. ||v]|> = y(vi, v;) # 0, da~y positiv definit und v; # 0.

’}/< v; Vj >_ 1 ’y(v‘ U~)— 0 17&3
ol Togll) — Twallllog ] 7777~ | 2esd =1 =

2
flvill

2. Sei\jv1 + -+ Apv, =0

= Ay(v,v5) + -+ Ay (vn,v;) =0
— )\i =0 O

Bemerkung 22.6 Es gilt:
1. (V,7) besitzt eine Orthonormalbasis
2. 7y ist nicht-ausgeartet

3. Es gibt eine Basis B von V mit Mg(y) = E,, wobein = dim V'

Beweis Der quadratische Raum (V) hat eine Orthogonalbasas (v1, . .., vy,)
v v
= B:= (1,...,n>
[[o]l [[on
ist eine Orthonormalbasis von (V, 7). Esist Mg(y) = E,, (= 3.),insbesodere ist Mpg(y) invertierbar = ~
nich ausgeartet = 2. O

Bemerkung 22.7 B = (vq,...,v,) Orthonormalbasis von (V,~y),v € V.Danngilt: Istv = Ajv1+- - -+, Up,
dannist \; = y(v,v)Vi=1,...,n

Beweis v(v,v;) = My (v1,0;) + -+ Ay (v, v5) = N y(vi,v) = N O
=1

Bemerkung+Definition 22.8 U C V Untervektorraum.
Ut :={veV|ywu) =0VuelU}
heiflt das orthogonale Komplement zu U. U ist ein Untervektorraum von V.

Beweis leicht nachzurechnen O

Satz+Definition 22.9 U C V Untervektorraum. Dann gilt:
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L. V=UUt
2. dim U+ =dimV — dimU

3. (U =U
4. Tst (g, . . . , U, ) eine Orthogonalbasis von (U, |yxy), undistv € V mitv = u+v',u € U,v' € U+,
dass ist .
v=Forte
j=1
Die lineare Abbildung
m
Ty V= Ujv— Z’y(v,uj)uj
j=1
hiet die Orthogonalprojektion von V auf U.
Beweis 1. U+ UL =V, denn:
Sei (u1,. .., U ) eine Orthogonalbasis von (U, |nxn),v € V. Setze
m
V=V - ny(v, Uj)u;
j=1
m
= (V) =y(v,u) = > y(,u)v (g, u) = (0, u) = y(v,u) = 0¥i=1,...,m
j=1

— o e Ut

m
—_— . . ,
— U—Z’y(v,uj)u]—i- v
J=1 eut
cU
= V=U+U"

UNUL ={0},denn:u € UNU+ = ~v(u,u) =0 = u = 0(da~y Skalarprodukt)
2. aus 1, 2.

3. Seiu €U = y(u,w) = 0w =Ut — ue (UL)",dasheift U C UL+ Wegen dim (U+) " =
dimV —dimU+ =dimV — (dimV — dimU) = dim U foglt U = U++ O

Anmerkung Insbesondere gilt firallev € V : v — 7 (v) € UL

G i o).~ (1)) = 0 =) e (1) €0 weont (1) (1) -

0,und esist dim U+ = 2 — dim U = 2 — 1 = 1. Jedes Element aus V lisst sich eindeutig schreiben als

()
m:v:@w@HA@ =’y(v, G))lﬁ

€U cU+

das heifdt
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Frage: Wie bestimmt man explizit eine Orthogonalbasis eines Euklidischen Raumes?

Algorithmus 22.11 (Gram-Schmidt-Verfahren) Eingabe: (v, ... ,’Un) Basisvon V.

Ausgabe: Orthonormalbasis (wy, . . ., wy,) von (V,7)
Durchfithrung:
1. Setze
U1
w1 ‘=
[[oa]
2. Setzefirk =2,...,n
k—1 o
~ k
W 1= Vg — Y (v, wi)wi,  wg =
2 1(om v el
3. (w1,...,wy,) ist eine Orthonormalbasis von (V, )
Beweis Sei Uy := Lin((v1,...,vx)) fir k = 1,...,n. Wir zeigen per Induktion nach k, dass (w1, ..., wy)

eine Orthogonalbasis von (Uy, v |v, xu,, ) ist (Behauptung folgt dann aus k& = n).
Induktionsanfang: k = 1 klar
Induktionsschritt: Sei 7,1 := 7y, _, : V — Vi1 die orthogonale Projektion.

- Zfik =V — Wk_l(vk)

da (wy, ..., wg—_1) Orthogonalbasis von Uj_1 nach Induktionsvorraussetzung. =— wy € U kl_l. Auerdem
Wy # 0, dasonst vy, = mp_1(vg) € Ug—1" zu (v1,...,v)) Basis von U_k
o |
= wi=—-7 € Uj_
[ !
und es ist
0 i=1,...,k—1
V(U)k?v wl) =
1 =
= (wi,...,wy) Orthogonalbasis von Uy, O
Beispiel 22.12 2 —1
Wir betrachten (IR?’, (-, >), U = Lin((v1,v2)) mitvy := | 0] ,u3:= | 1 |.Gesuchtisteine Orthogonalbasis
1 0
von U beziiglich (-, -). Setze
U1 1 (2)
wi= —— = —
forl = V5 \}
-1 -1 1 2 1 2
Wo =wvg — (v, wpywr = | 1 | =([ 1 |],—=|0])—= |0
0 0 5\1) V5 \4
_ _ _ _1 _
1 1 1 2 2 1 9 2 B 1 1
0 0 1 1 0 1 2 2
Wy 1 _51
w2 = — = —
faal ~ Va0 | o
2 -1
== % (1) , \/% ; ist eine Orthogonalbasis von U.
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Definition 22.13 A € M (n x n, R) symmetrisch. A heiflt positiv definit (Notation: A > 0) 24 Die symmetrische
Bilinearform

A(A):R" x R" = R, (z,y) — 2T Ay

ist positiv definit.

Bemerkung 22.14 A € M (n x n,R) symmetrisch. Dass sind dquivalent:
1.A>0
2. 3T € GL(n,R) : A=TTT
Beweis 1. = 2.S¢iAd > 0 = (R",A(A)) Euklidischer Raum. Sei BB Orthogonalbasis von

(R™, A(A) T := Ty )

— E, = Ma(A(A)) = (TB n))TM<el,...,en)(A<A))TB

=17 - =T
— A=TTT
2. Sei A =TTT firein T € GL(n,R). Firx € R",x # 0 st
A(A)(z,2) = ' Aw = ' T"Te = (T2) ' Ta = (T, Tz) >0 O
Anmerkung 1., 2. sind dquivatent zu
3. Es existiert eine obere Dreiecksmatrix P mit Diagonaleintrigen, sodass A = P P (siche Ubungen).

Obiges P ist sogar eindeutig bestimmt, eine solche Zerlegung heifst Cholesky-Zerlegung.
Satz 22.15 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) v, w € V. Dann gil:
(v, w)| < [[o][[w]]
Gleichheit gilt hierbar genau dann, wenn (v, w) linear abhéngig.
Beweis 1. Beweis der Ungleichung: Falls w = 0, dass fertig. Im Folgenden sei w # 0. Fiir A, u € R ist
0 < v(\v + paw, o 4 pw) = A2y(v,v) + py(w, w) + 2y (v, w)
Setze \ := y(w, w) > 0, dividiere durch \
0 < (v, v)y(w, w) + 4* + 2p7 (v, w)
Setze p := —y(v, w)

0 < v(v, v)y(w, w) + (v, w)* = 2(v, w)*

Y(v,w)? < (v, v)y(w,w)
[y (v, w)| < Jvll][wl|
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2. Gleichheitsaussage: Fiir w = 0: (v, w) linear abhiingig und , =" gilt. Ab jetzt also w # 0.
” <= “Sei (v, w) linear abhiingig — IN € K : v = kw

= (v, 0)* = y(w,w)* = [N?||y(w, w)* = [y(w, w)|[y(Aw, Aw)| = [[w]*]|Aw]*

= (v, w)] = [lw]l|Aw]] = {jwl[[]v].
= “ Es gelte, sei also |y(v,w)| = ||v||||w]|. Fithre die Rechnung wie in 1. riickwirts durch: Mit
A= y(w,w), p = —y(v, w) folgt dass

”

Y(Av 4+ pw, Av + pw) =0 = Av+ pw =0 = (v, w) linear abhingig O

Bemerkung 22.16 (Eigenschaften der Norm) v, w € V, A € R. Dann gilt:
L |lv]|=0 <= v=0
2. Aol = [All]l
3. v+ wll < vl + [l
Beweis 1. Kklar, da y positiv definit
2. I2]* = v (o, ho) = Ay(v,0) = Mlol| = [|xv]| = [A[|J]
3.
lo +wl® = y(v+w,v +w) = [|o]* + w|* + 2y(v, w) < [Jo]]* + [Jw]|* + 2/(v, w)]

2 2 2
< [olI” 4 flw ™ + 2fjvlllw] = ([[oll + {lwl)
= v+ wll < o] + [Jwl] m

Bemerkung 22.17 v, w € V. Dann gilt:

L lo+w|? = o>+ |w|* <= ~,w)=0 Satz des Pythagoras

2. v +w|*+ v —w|?* = 2|jv]]* + 2||w|? Parallelogrammgleichung
Beweis 1. |[v+w|® =~(v+w,v+w) = |[v]* + |w|® + 2y(v,w) = Behauptung

2. [l +wl* + Jlo = w|* = (v + w0+ w) + (0 = w,v —w) = 2o|* +2/w]|* O
Anmerkung VR Vektorraum. Eine Abbildung ||-|| : V' — R>o mit den Eigenschaften 1. bis 3. aus 22.16

heift eine Norm auf V, (V,||-||) ein normierter Vektorraum. Man kann zeigen: Ist (V, ||-||) ein normierter
Vektorraum, in dem die Parallelogrammgleichung gilt, dann ist durch

1 2 2 2
Y(w,w) 1= 5 ([l + wl> = o] = )

ein Skalarprodukt auf V mit ||v|| = \/7(v, v), das heift in diesen Fillen ist (V, ) ein euklidischer Vektorraum,
dessen Norm mit die gegebenen iibereinstimmt.
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23 Die orthogonale Gruppe

Definition 23.1 (V, vy ), (W, yw ) Euklidische Riume, ¢ : V' — W lineare Abbildung. ¢ heifit orthogonal

Def . . . . .. .
& ¢ ist ein Homomorphismus quadratischer Riaume, das heift

Y (p(v1), p(v2)) = v (v1,v2)Vv1,v2 €V
Bemerkung 23.2 (V,~v), (W, yw ) Euklidische Riume, ¢ : V' — W orthogonale Abbildung. Dann gilt:
1 (@)l = el o € v
2. v1 Loy <= @(v1) L p(va)Vui,v9 €V

3. (ist injektiv

Beweis 1. [o(v)[5y = 1w (0(v), 0(v) = 3 (v,0) = o]}
2. 01 Lug <= y(v,v2) =0 <= yw(p(v),@(v2)) =0 <= p(v1) L p(v2)

3. Seiv e Vmito(v) =0 = |le@)|lyy =0 = |v]y, =0 = v=0 O

Bemerkung 23.3 (V,~) Euklidischer Raum,n = dim V, B Orthogonalbasis von (V/, v). Dann ist das Koordinatensystem
Pp: (Rna <'7 >) - (‘/a

~) ein orthogonaler Isomorphismus.
Beweis ®p [somorphismus: klar. @5 orthogonal, denn: Sei B = (v1, ..., v,) dann ist

Y(®s(ei), Pales)) = v(v1,v5) = dij = (e, €5) O

Bemerkung 23.4 (V/,~) Euklidischer Raum, ¢ € End(V') orthogonal. Dann gilt:

1. @ ist Isomorphismus

1

2. (™" ist orthogonal

3. A € REigenwertvony = |A| = 1, dasheifit A € {£1}

Beweis 1. aus 23.2.3 folgt: ¢ injektiv = ¢ Isomorphismus

2. v, € Vo= (e N v1), 0 (w2) = v(e(e 7 (v1)),o(¢ 7 (1)) = y(v1,02) = ¢!

orthogonal

3. Seiv € V Eigenvektor zum Eigenwert A\ = ||v|| = ||p(v)| = [|\v]| = |A|||v| = |A|=1 O

Bemerkung 23.5 (V,~) Euklidischer Raum, n = dim V, B Orthogonalbasis von V, ¢ € End(V),A =
Mp(p). Dann sind dquivalent:

1. @ ist orthogonal

2. ATA=E,
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Beweis Wir erhalten kommutierendes Diagramm

(V27) oy (V:7)
¥ ¥
(Rn7<'a'>) Dy (Rnﬂ<'7 >)

Da &3 orthogonaler Isomorphismus nach 23.3 folgt:

@ orthogonal <= A = CI)gl = @ o ®p orthogonal

Ve,y € R": (Az, Ay) = (z,y)

Va,y € R": (Aa:)TAy =aTy

Vo, y € R™: (Az, Ay) = 2T AT Ay = 2Ty

A(ATA) = A(E,)

ATA=E, O

[ A

Bemerkung+Definition 23.6 A heiflt orthogonal 2L ATA = E,
O(n) :={A € M(n x n,R) | Aist orthogonal }
O(n) ist beztiglich die Matrixmultiplikation eine Gruppe, die orthogonale Gruppe vom Rang n

Beweis Wohldefiniertheit von ,-“(das heiit Abgeschlossenheit beziiglich ,-): 4, B € O(n) = (AB)' AB =
BTATAB =BTB=E, = ABc O(n).

Existenz des neutralen Elements: E,, € O(n)

Assoziativitat: klar

Existenz von Inversen: Sei A € A(n) =— ATA =FE, — Al = A — (A_l)TA_l =
(AT)TAT = AAT — A4 = E, 0

Anmerkung A € O(n) = det(A) € {£1},denn 1 = det(E,) = det(ATA) = det(AT) det(A) =
det(A)?

Bemerkung 23.7 A € M(n x n,R). Dann sind dquivalent:

1. A€ O(n)
2. AAT = E,
3. ATA=E,

4. Die Transponierten der Zeilen von A bilden eine Orthogonalbasis von (R, (-, -))
5. Die Spalten von A bilden eine Orthogonalbasis von (R", (-, -))
6. Die Abbildung A : (R", (-,-)) — (R", (-, -)) ist orthogonal

Beweis 1. <= 2. <= 3. <= Kklar
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2. <= 4,3. < 5.

1. <= 6.aus23.5(setze V = (R", (-,-)), B = (e1,...,€en)) O

Satz 23.8 ¢ : R" — R" (nicht notwendig linear) abstandstreu, das heifit
le(z) — oWl = [z —y[vVe,y € R"
wobie ||-|| die Norm auf (IR", (-, -)) bezeichne. Dann existieren eindeutig bestimmte A € O(n),b € R", sodass
o(r) =Ax+b
firallex € R™

Bemerkung+Definition 23.9 SO(n) := {A € O(n) | det A = 1} ist eine Untergruppe von O(n) (das heifit
SO(n) € O(n) und ist eine Gruppe beziiglich der eingeschrinkten Verkniipfung), die spezielle orthogonale
Gruppe vom Rang n.

Beweis Wohldefiniertheit von ,-“ (= Abgeschlossenheit beziiglich ,,-“)
A, B e SO(n) = AB € O(n) ANdet(AB) =det(A)det(B) =1-1=1

neutrales Element: £, € SO(n)
Assoziativitat: klar

Existenz von Inversem: A € SO(n) = A™! € O(n),det(A7!) = det(4) ' =1 = A1 e SO(n)O

Beispiel 23.10
n=1:0(1)={£1},50(1) = {0}

Bemerkung 23.11 A € O(2). Dann gilt:
1. A€ SO(2) < Fla € [0,27] mit

A cosa —sinao
sinov  cos«

In diesem Fall beschreibt A eine Drehung mit Zentrum 0 um den Winkel a.. Aufer im Fall « € {0, 7}
besitzt A keine Eigenwerte. Falls o = 0:
10
=6 )

einziger Eigenwert: 1. Falls o = m:

einziger Eigenwert: —1.

2. A€ 0(2)\ SO(2) < 3l € [0,27] mit
Ao (cgsa sin av )
sina —cosa

%
In diesem Fall beschreibt A eine Spiegelung an der Geraden Lin < <COS 2

>> . A besitzt die Eigenwerte

: (0%
1n§

+1, und es existiert eine Orthogonalbasis B von (IR?, (-, -)) mit

M[”(A) - <(1) —01>
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Beweis Sei A = (Z 2) € 0(2)

= 1=|le|? = ||Ae1|)® = a® + b?
= 1= |le]* = ||Aez|®* = & + d?

Auflerdem: e; 1 eg = Ae; L Aey

das heifdt es existiert A € IR mit

a —M\b

:>A_<b Aa

),detA_A(a2+b2) =\ e {+£1}

a

LR\ =1 <= detA =1 <= A€ SO(2)Wegena®+ b? = 1ist (b

> ein Punkt auf dem

Einheitskreis. = 3Jla € [0, 27) mit @ = cos «, b = sin a. Somit:

A€ SOQ) «— A= <C9SO‘ _Smo‘>
S1n & COS v

fiir eindeutig bestimmte o € [0, 27). Sei <i1> = <Z?§ g) ein Punkt auf dem Einheitskreis
2

A cosfB\  [cosa —sina) fcosfB)\ [(cosacosf —sinasinf) [cosa+ 3
sinf) \sina cosa sin3) \sinacosfB+cosasinf) \sina+f
= A beschreibt eine Drehung mit Zentrum 0 um den Winkel . A hat nur Eigenwerte, wenn o = 0
beziehungsweise & = 7 (Eigenwert: 1 beziehungsweise —1):

X = 42 — sp(A)t + det A = 2 — 2cosa + 1

Eigenwerte: A1 2 = cosa £ V/ cos? a — 1, Eigenwert in R <= cos2a—1>0 <= o« =1oder
a=T

2. 0=-1 <= Ac0(2)\S0(2):
a b
— A= (b _a)

. Sz cos _
Wegen a? + b? = 1 existiert genau ein o € [0, 27) mit @ = cos o, b = sin c. Sei (xl) = (Sin g) ein
2

Punkt auf dem Einheitskreis.

A CF)S,B _ (cosa sina C(?SB _ c.osozcosﬁ—l-smas?nﬁ :(cos(a—b),sina—B)
sin 3 sinae —cosa) \sinf sin v cos B8 — cos asin 3
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= 4(amtd 1)) = (-

sm(
cos 5
= A beschreibt Spiegelung an der Geraden Lin ( ( 2 > )
A=

M\QM\Q

x4 = 2 — sp(A)t + det =(t+1)(t—1)

— A diagonalisierbar und hat Eigenwert £1. Sei v; Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 mit ||v1 || =

1, vy Eigenvektor von A zum Eigenwert —1 mit ||vg|| = 1
= (v1,v2) = (Avy, Avg) = (v1, —v2) = —(v1,v2) = (v1,v2) =0 <= v1 Lo
- . 2 . ~ 10
Beziiglich der Orthogonalbasis (v1, v2) des (]R s (- >) ist Mp <A> =0 O

Folgerung 23.12 ¢ : (R?,(-,-)) = (R?,(,")) orthogonale Abbildung. Dann existiert eine Orthogonalbasis
Bvon (R, (-, )), sodass

+1 0 cosa —sino
Ms(e) = (1 ) odertste) = (500 ) ac o)

Die Anzahl der +1 sowie « sind unabhingig von der Wahl einer solchen Orthogonalbasis B (das heifdt sind

Invarianten von ().

Beweis Existenz von B: SeiC = (e, e2), A := Mc¢(p), insbesondere A € O(2).

1. Fal: A € SO(2) = 35 € (0,27), 3 # 7 mit

_ (cosf8 —sinf (10 (-1 0
A= <Sinﬁ cos 3 ) oder A = (0 1) oder A = ( 0 _1>
Falls 8 € (0, ), setze a := 3, B =C.
Falls 5 € (7, 2m)

[ cosB sinf
= Mieaen) () = <— sin 3 cosﬁ)
Setze v := 21 — B, B := (e2,e1) = =21 —a = cos3 =cosq,sinf = —sinf
cosa —sina
= Ms(p) = (sina cos v )

2. A€ 0(2)\ SO(2) = I Orthogonalbasis Bvon (R?, (-, -)) mit Mg(p) = <(1) _01>

+1 0

0 4 1) ,dann Anzahl der +1 = j14;4 der Eigenwirte +1. Falls Mp(p) =

Eindeutigkeit: Falls Mp(¢) = (

sina  cos«

(COS a —sina
Wegen « € (0, ) ist & unabhingig von 5. O

) dann XCh‘”" =12 —2cosat +1 = cosa ist unabhingig von der Wahl der Basis B.

Anmerkung Verallgemeinerung von 23.12 auf (R", (-, -)) ist moglich.
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24 Der Spektralsatz

In diesem Abschnitt sei (V, 7) stets ein Euklidischer Raum.

Bemerkung 24.1 Die AbbildungI' : V' — V* w + (-, w) ist ein Isomorphismus.
Beweis -y nicht ausgeartet nach 22.6 = -y perfekt, das heifst I [somorphismus. U

Anmerkung Insbesondere ist fiir einen Euklidischen Vektorraum (V) v) die Vektorrdume V und V* kanonisch
isomorph.

Bemerkung 24.2 B = (vy,...,v,) Orthonormalbasis von (V, ), B* = (v],...,v}) duale Basis zu B, U C
V Untervektorraum, I : V' — V* kanonische Abbildung aus 24.1. Dass gilt:

1. T(UL) = U0
2.0(v) =vfi=1,...,n
Beweis 1. I'(U+) C U% denn: Firv € U, u € Uist (T'(v))(w) = y(u,v) =0 = T(U+) CU°

dimF(UL> —dimU* = dimV — dim U = dim U°

2. EsistI'(v;)(v) = v(vj,v5) = 835 = v (vj),j =1,...,n,dasheifft I'(v;) = v} O

7

Bemerkung+Definition 24.3 (V,~y ), (W, vy ) Euklidische Riume, ¢ : V' — W. Dass existiert genau eine
lineare Abbildung % : W — V mit

Y (p(v), w) = (v, @“d(w)>Vv eViweW
@ heiflt die zu ¢ adjungierte Abbildung

Beweis Existenz: Wir betrachten das Diagramm

Vv w
Iy
soad SO*
Vv W
I'w

und setzen =17 "o oI'w, ist linear nach Konstruktion. Es gilt firv € V,w € W:
d =T, o o Ty, st h K ktion. Es gilt f v, 1474

(9 (), w) = Ty ()((0)) = (T (w) 0 9) (v) = " (T (w)) ()
= ((¢" o Tw)(w))(0) = ((Tv 0 ) () (v) = T (9*(w) ) (v)
= 'y(v, w“d(w)>

Eindeutigkeit: Damit obige Gleichung fiir allev € V, w € W gilt, muss das Diagramm kommutieren, das heif3t
I'y o p* = ¢* o 'y, also ¢ = F‘_/l o*oly. |
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Anmerkung Ist o orthogonal, dann ist ¢ = =1, denn fiirrv,w € V

Y(e),w) =v(e), p(e  (w))) = (v, o(w))

Bemerkung 24.4 (V,~yy ), (W, ~yw ) euklidische Rdume, A Orthonormalbasis von (V, 7y ), B Orthonormalbasis
von (W, yw), ¢ : V. — W lineare Abbildung. Dass gilt

M () = (ME(9)"

Insbesondere ist ((pad)ad =

Beweis
ME () = ME(Dy 00" o) = MA (1Y) ME MEp. (Tw)
—_—— =~ Y/
Eaimv (MB‘A(QO))T =Eqim w

= (Mg (p)" O

Satz 24.5 (V,~vy), (W, yw ) euklidische Rdume, ¢ : V' — W lineare Abbildung. Dann gilt:
1. ker(¢%) = (im o)t
2. im(p®) = (ker o)t

Beweis 1. w € (imp)" <= (o), w) =0v eV — Y (v, 9™ (w)) = OVv € V, ~ nicht
ausgeartet => ¢ (w) =0 < w € ker(p*)

1
2. (im(gp‘ld))L = ker ((p“d)ad =kerp <= (ker 4,0)L = (im(«p“d)L> = im @ 0
Folgerung 24.6 ¢ € End(V). Dann gilt:
V =ker p&im ™ sowie V = ker & im

Beweis Esist
V = (ker )d(ker )" = ker pd im

andere Gleichung analog. O
Definition 24.7 (Selbstadjungiert) ¢ € End(V') heillt selbstadjungiert <— ¢ = 0
Bemerkung 24.8 5B Orthonormalbasis von (V). Dann sind dquivalent:

1. ¢ selbstadjungiert

2. Mpg(p) symmetrisch

In diesem Fall V = ker & im ¢

Beweis ¢ selbstadjungiert <= ¢ = ¢ = Mg(p) = Mpe® = (Mp(p))". Nach 24.6 ist dann
V = ker & im ¢ = ker @& im ¢ O

Satz 24.9 Esgilt:
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1. ¢ € End(V) selbstadjungiert — ~' : V x V — R,/ (z,y) = v(p(z),y) ist eine symmetrische
Bilinearform

2. Isty : V x V — R eine symmetrische Bilinearform, dann existiert genau ein selbstadjungierter
Endormorphisums ¢ € End(V) mit+/(z,y) = v(¢(z),y)Vz,y € V

In diesem Fillen gilt beziiglich jeder Orthonormalbasis 5 von (V, v):
Mg (y') = Mp(p)

Beweis 1. g selbstadjungiert = +'(z,y) = (p(z),y) = v(z,0(y)) = 1(p(y), ) =7 (y,2), 7
bilinear klar.

/

2. Seiy’ : V x V — R symmetrische Bilinearform,z € V.= p, :=+/(z,-) : V = R,y — v/ (z,9)
ist ein Element von V*. Nach 24.1istT" : V' — V* w ~— 7(-, w) ein Isomorphismus = Es existiert
genauein z € V mit I'(2) = py, das heiflt mit

Yy, 2) =T(2)(y) = p2(y) =7 (z,y)Vy € V

Wir definieren ¢ : V. — Viz — kmit['(z2) = p, = Firallez,y € Visty(p(z),y) =

Yy, e(@) = (2,y).
@ ist linear: Seien x1, 22,y € V, A\, u € R

= T(p(Az1 + pze) — Ap(w1) — pep(22))(y) = Y(y, p(Az1 + pas) — Ap(r1) — pp(22))
= y(y, p(vay + pxs
=~ (A\x1 + pxe,y)

~' bilnear

Dasgilt fiuralley € V

= [(p(Az1 + px2) — Ap(z1) — pp(z2)) =0
= (A\r1 + pw2) = Ap(71) + pp(z2)
@ selbstadjudgiert: Fir x,y € V ist
V(@) y) =7 (@) =7 (,2) = v(ey), z) =¥z, 0(y)) = ¢ =™

)
¢ ist eindeutig: Sei ¢ selbstadjudgiert mit ' (z,y) = v(p(z),y) = v(p(z), y)Ve,y € V

I" Isomorphismus

= ()

P(x)Ve e V
= p=0
Darstellungsmatrizen: Sei B = (v, ..., vy) Orthogonalbasis von (V7). A = Mp(y) = (ai;)

n

¢ selbstadjudgiert
= 7' (vi,v5) = y(p(vi), v) = 7 (Z aki”ka”j) = aj = aij
k=1

= Mp(Y') = Mg(7) O
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Anmerkung Interpretation fiir (R", (-, -)): Ist A € M (n x n,R) symmetrisch, dann ist A

« Darstellungsmatrix beziiglich (eq, . .., e,,) des selbstadjungierten Endomorphismus Avon R™
« Darstellungsmatrix beziigilch (eq, ..., e,) der symmetrischen Bilinearform v = A(A) : (x,y) —
xt Ay

Esisty/(z,y) = 2t Ay = 2t Aty = (Az)'y = (Ax,y) = (A(z),y)Vz,y € R™ Beziiglichjeder Orthogonalbasis

von (R™, (-,)) gilt My (4) = Mg()

Bemerkung 24.10 ¢ € End(V) selbstadjungiert, U C V' Untervektorraum mit ¢(U) C U. Dann gilt
p(U+) cU*

Beweis Seiv € Ut = Yuc U :y(u,p(v)) =v| o), v | =0 = o) e U+ O
U €Ut
€

Bemerkung 24.11 ¢ € End(V) selbstadjungiert. Dann zerfllt Xfoh‘“" iiber R in Linearfaktoren.

Beweis Sei B eine Orthonormalbasis von (V,7), A = Mp(y) — Xg“”“ = x4 A = AT wegen ¢
selbstadjungiert. Wir betrachet die C-lineare Abbildung A : ©" — C", z — Az. Esist

xepar :XngT =({t—=A1) ..o (=), A1, ., A €C
<1
Behauptung: \; € RVi = 1,...,n,denn:Seiz = | : | € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert \; von Ag.
Zn
z1
Wir setzen z := | : | und erhalten
271

Nzlz=Ni2) 2= (A2)T 2 =2TAT2 = 2TAz = 2TAz = 2" hz = M\2''z
21
EsistzT2 = (21,...,20) | 1 | = 21204 220 = |21/*+ +|z 20 = N =X = N\ € RO
Zn
Satz 24.12 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen) ¢ € End(V') selbstadjungierter Endomorphismus.
Dann existiert eine Orthonormalbasis von (V, ) aus Eigenvektoren von ¢. Sind A1, . .., A, die verschiedenen
Eigenwerte von ¢, so ist

Beweis per Induktion nachn = dim V.

Induktionsanfang: n = 0: trivial

Induktionsschritt: Sei n > 1. Nach 24.11 existiert ein Eigenwert A von ¢ und es sei w; ein Eigenvektor von ¢
zum Eigenwert \. Setze

YL U= Lin((v;)) = ¢(U)CU = go(UL c UL)

Vi =
C el

. Ut 1 1 . . . .. 1.
Wir setzen 1) := go‘UJ_ : U~ — U-—. 9 ist selbstadjungiert, denn: Firalle z,y € U~ ist

Y@ (2),y) = v(p(x),y) = v(z,0(y)) = v(2,¥(y))
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Nach229istV = USU L, dim U+ = dim V — dim U = n — 1. Nach Induktionsvorrausetzung existiert eine
Orthonormalbasis von (va, . . ., v, ) von U~ aus Eigenvektorenvonp == (v1, ..., v, ) istvon Orthonormalbasis
(V,~y) aus Eigenvektoren von ¢ = V = Eig(p, \1)® ... D Eig(p, \,) O

Folgerung 24.13 ~/ : V xV : R symmetrische Bilinearform,n = dim V. Dann existiert eine Orthonormalbasis
B von (V,7) beziiglich derer die Darstellungsmatrix von 7/ Diagonalgestalt hat:

A1 0
Mp(y') = .
0 An
Hierbeisind \;, . . ., A, die Eigenvektoren (mit Vielfachen) des zu 7’ gehdrenden eindeutig bestimmten selbstadjungierten

Endomorphismus ¢ € End(V') mit v/ (z,y) = v(¢(x),y)

Beweis Seip € End(V') der entsprechende Endomorphismus von V nach 24.9. Spektralsatz —> Es existiert
eine Orthonormalbasis B von (V) aus Eigenvektoren von ¢ zu Eigenwerten A1, ..., A, (nicht notwendig
verschieden)

M 0
= Mp(y') = Mp(p) = .
0 An O

Folgerung 24.14 A € M(n x n,R) symmetrisch. Dann existiert ein 7" € O(n), sodass

A1 0
T~AT =
0 An
Hierbeisind \;, . . ., A, die Eigenwerte (mit Vielfachheit) von A. Die Spalten von 7" bilden eine Orthonormalbasas

von (R", (-, -)) aus Eigenvektoren von A.

Beweis A : R™ — R" ist selbstadjungierter Endomorphismus von (R™, (-, -)). Spektralsatz = es existiert
eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren von A des (R", (-, -)) mit

A1 0
Mp <A> = 3
0 An
Esist )
A B - (e1,-.en) [ 7 B
MB (A> - (T(el,...,en)) M(ell,,,,,en) (A) T(el,...,en)
-~ —_——
=T-1 A =T
Esist T € O(n), da B Orthogonalbasis von (R", (-, -)) (vergleiche 23.7) O

Anmerkung Man kann sogar stets 7' € SO(n) erreichen (indem man gegebenfalls eine Spalte v; von 7" durch
—v; ersetzt.)

Algorithmus 24.15 (Hauptachsentransformation) Eingabe: A € M (n X n, R) symmetrisch
Ausgabe: T € O(n), sodass T ! AT Diagonalmatrix
Durchfithrung:
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1. Bestimme X" € R[t] sowie eine Zerlegung
T
X = (- )"
mit Ay, ..., A\; paarweise verschieden

2. Bestimme fiirz =1,...,

3. Bestimme mit dem Gram-Schmidt-Verfahren fiiri = 1,...,

von Eig (¢, A;)
4. Die Orthogonalbasis B;,i = 1,...,
B=(vi1,...
des (R™, (-,

-)) aus Eigenvektoren von A

yUlrys - s Uk 1y - - -

(=)™

k jeweils eine Basis von Eig (¢, A;)

k bilden zusammen eine Orthonormalbasis

7vk,7“k)

5. Schreibe die Basisvektoren aus I3 in Spalten von T'. Es ist dann

TPAT = (A, ..., ),

7)‘197'-- 7Ak)En

Anmerkung Um T" € SO(n) zu erreichen ersetze man gegebenfalls vq 1 durch —vy ;.

Beispiel 24.16

Es ist Y = 3 — 3t — 9t + 27 = (t — 3)(¢ + 3). Esist Eig(4, 3) =

M(3x 3,R)
2 -1
. =Lin| [0],] 1
1 0

2 -1
Beispiel 22.12 ist % 0], % 5 eine Orthonormalbasis von Eig(A, 3).
1 2
1 1
Eig(A, —3) = Lin 1 = % 1 ist Orthonormalbasis von Eig(A, —2).
-2 -2
= ! (2) ! 5 - 1
VB ) VB0 o ) VB
ist Orthonormalbasis Von ]R3, (-, >) aus Eigenvektoren von A. Mit
2 _ 1 1 30 0
V5 30 V6
T=|0 é T | it TT'AT=(0 3 0
1 2 2 _
R o
Esistdet(7) = —1,also T € O(3) \ (3). Setzt man
-2 1 1 30 0
V5 30 V6
0 \/g T | it TTPAT=(0 3 0
1 3 2 _
G Vm v 0o

undesist 77 € SO(3

k eine Orthonormalbasis B; = (v 1, . . .

9 vi,'r’i)
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25 Unitare Raume

Definition 25.1 (Sesquilinearform) V' C Vektorraum, h : V x V. — C, (v,w) — h(v,w) heiflt eine
Sesquilinearform auf V' genau dann wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

« (S1) h(v1 + v2, w) = h(vi,w) + h(ve, w), h(Av, w) = A(h(v,w))
. (82) h(v, w1 4+ w2) = h(v,w1) + h(v, ws), h(v, \w) = Ah(v,w)
fiir alle v1, vo, w1, we,v,w € V,A € C

Beispiel 25.2 o
h:C"x C" — C, h(z,y) := x'yist eine Sesquilinearform auf C™ (beachte h(x, \y) = z'\y = Ax'y), aber
keine Bilinearform auf C * n

Bemerkung 25.3 V C Vektorraum, i : VXV — C Sesquilinearform auf V. Dann induziert A eine ,semilineare®
Abbildung
I:V—-V5we h(-,w)

das heift T'(wy + wsp) = I'(w1) + I'(w2), T(Aw) = AL'(w)Vwr, we,w € V,\ € C

Definition 25.4 (Darstellungsmatrix / Fundamentalmatrix) V endlichdimensional, C Vektorraum, h Sesquilinearform
auf V, B = (v1,...,v,) Basisvon V'

Mp(h) = (h(vi,vj))1<i<n
1Zj<n

heiflt die Darstellungsmatrix (Fundamentalmatrix) von h beziiglich 5
Bemerkung 25.5 V endlichdimensionaler C Vektorraum, B = (vy, ..., v,) Basis von V.
Sesq(V) :={h : V x V — C | h st eine Sesquilinearform }

istein C Vektorraum und Untervektorraum von Abb(V x V| C). Dann gilt: Die Abbildun Mg — M (n x n,C), h —
Mp(h) ist ein Isomorphismus von € Vektorriumen mit Umkehrabbildung AB : M (n x n, C) — Sesq(V)
mit

AB(A)(v,w) = D5t (v)" A (w)
Satz 25.6 V endlichdimensionaler C Vektorraum, A, B Basin von V, h Sesquilinearform auf V. Dann gilt:
T _
Mis(h) = (T5) " Ma(h)TZ

Definition 25.7 (hermitesch) V C Vektorraum, h Sesquilinearform auf V. h heifft hermitesch genau dann
wenn:

h(w,v) = h(v,w)Vv,w € V
Anmerkung In diesem Fall ist A (v, v) = h(v,v), das heifit h(v,v) € RVv € V

Bemerkung 25.8 V endlichdimensionaler € Vektorraum, & Sesquilinearform auf V, BBasisvon V, A = Mg(h).
Dann sind dquivalent:

1. A ist hermitesch

2. At=A

Anmerkung Matrizen A € M (n x n,C) mit AT = A heifen hermitesche Matrizen.
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Definition 25.9 V C Vektorraum, h hermitesche Form auf V. h heifit positiv definit genau dann wenn
h(v,v) > 0Vv € V,v # 0
Eine positiv definite hermitesche Form nennt man auch ein Skalarprodukt.

Beispiel 25.10
V=0C" () :C"x C" = C,(x,y) := 2T 7 ist ein Skalarprodukt auf C" (das Standardskalarprodukt
auf C"):

« (-,-) ist sesquilinear (vergleiche 25.2)

« {-,-)ist hermitesch: (y, ) = y'z = (yTi')T =3ty =aTy = (z,y)
« (-,-) ist positiv definit:
1
(x,x>:$TE:(:E1 xn) | =mE 4+ 2T,
Tn

=z P+ 4 |z > Oftirz #0

Definition 25.11 (Unitirer Raum) Ein unitirer Raum ist ein Paar (V, h), bestehend aus einem endlichdimensionalen
C Vektorraum V' und einem Skalarprodukt i auf V.

Fiir den Rest des Abschnitts sei (V, h) stets ein unitirer Raum.

Anmerkung Analog zu Euklidischen Riaumen definiert man die Begriffe: Norm, orthogonal, orthonormal,
Orthogonalbasis, Orthonormalbasis, orthogonales Komplement. Es gilt dabei:

« Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |h(v, w)| < ||v]|[|w||Vv,w € V
+ Gram-Schmidt-Verfahren (mit h statt ) liefert Orthonormalbasis

- V= U(AJJ‘, UL = U fiur U C V Untervektorraum

Definition 25.12 (V, hy), (W, hyy) unitire Rdume, ¢ : V' — W lineare Abbildung. ¢ heiflt unitir genau
dann wenn:

hW(go(vl),go(vg)) = hv(vl,vg)Vvl,vg eV

Bemerkung 25.13 n = dim V, B Orthonormalbasis von (V, h). Dann ist das Koordinatensystem &5 : (C", (-,-)) —
(V, h) ein unitirer [somorphismus.

Bemerkung 25.14 B Orthonormalbasisv on (V. h), ¢ € End(V), A = Mp(p). Dann sind dquivalent:
1. @ ist unitir
2. ATA=E,
Bemerkung+Definition 25.15 A € M(n x n, C). A heifit unitir genau dann wenn: AT A = E,,.
U(n):={A € M(n xn,C) | Aistunitir}
U (n) ist eine Gruppe beziiglich ,-* die unitire Gruppe vom Rang n
SU(n) ={AeU(n)|detA=1}

ist eine Untergruppe von U (n), die spezielle unitire Gruppe von Rang n.
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Bemerkung 25.16 B = (v1,...,v,) Orthonormalbasis von (V, h), B* = (v, ..., v}) duale Basis. Dann ist
die Abbildung
L:V V5w h(,w)

ein Semiisomorphismus mit I'(v;) = o firi =1,...,n.

Satz+Definition 25.17 (V, hy ), (W, hyy) unitire Rdume, ¢ : V' — W lineare Abbildung, .4 Orthonormalbasis
von (V, hy ), B Orthonormalbasis von (W, Ay ). Dann gilt:

1. Es gibt genau eine lineare Abbildung ¢ : W — V mit hy (¢(v), w) = hy (U, @ad(w))Vv cV,we
W, 0 heiflt die zu ¢ adjungierte Abbildung

S—
2. Mf(gp“d) = Ml“g‘l(go)

Beweis 1. Wie im reellen Fall betrachte man das Diagramm
Vv w
L'y
SOad 30*
V= w*
I'w

und setzten %4 := F;l o ¢* o T'yy. 0@ ist linear, da sowohl I'y als auch T'yy semilinear sind. Rest wie
im reellen Fall

2. Sei A= (vy,...,0,),B=(w,... ,wn),Mg‘(go) = (aij),Mfl(cpad) = (b))

m n
= ¢(v;) = Zakjwlm 0 = Zbkivk
k=1 k=1

— aij = hw (Z akjwk,wi> = hw (p(wj, wi)) = hv (Uj’ @“d(wz‘)>
k=1
= hV (Uj, Z bkﬂ}k) = hv(’Uj, bjﬂ}j) = @h(vj, ’Uj) = E O
k=1

Bemerkung 25.18 ¢ € End(V). Dann gilt:
1. ker 0% = (im )™
2. im p® = (ker go)l

Definition 25.19 ¢ € End(V). ¢ heifdt *selbstadjungierte genau dann wenn: ¢ = ¢

Bemerkung 25.20 ¢ € End(V'), B Orthonormalbasis von (V, k), A = Mp(y). Dann sind dquivalent:
1. ¢ selbstadjungiert

2. AT = A, das heiflt A ist hermitesch

Bemerkung 25.21 ¢ € End(V) selbstadjungiert. Dann sind alle Eigenwerte von ¢ reell.
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Beweis Sei A € C Eigenwert von ¢, v Eigenvektor zum Eigenwert \.
— Ah(v,v) = h(Av,v) = hlp(v), v) = h(v,6"(0)) = h(v, (v)) = h(v, o) = Nr(v,0)
= A=\ = AeR O

Definition 25.22 ¢ € End(V). ¢ heifit normal genau dann wenn: 0o =gpowd Ac M(nxn,C)
heift normal genau dann wenn: AT A = AAT

Anmerkung Ist B eine Orthonormalbasis von (V, h), dann: ¢ normal <= Mp(p) normal.
Bemerkung 25.23 ¢ € End(V). Dann gilt:
1.  unitir = ¢ normal

2. @ selbstadjungiert => ¢ normal

Fiir A € M(n x n,C) gilt: A unitir = A normal, A hermitesch = A normal.

Beweis 1. Seienv,w € V. = h(v,o Hw)) = h(p),p(p 7 (w))) = h(p(v),w) = ¥ =

7l = plop=plop=idy=popl=pop

2. @ selbstadjungiert => p = % — Yo = oy = po ™ O

Satz 25.24 ¢ € End(V') normal. Dann gilt:
1. ker % = ker ¢
2. im ¢ = im ¢

Insbesondere ist V = ker & im ¢

Beweis 1. Esgilt:

veEkerp <= 0="h(p),ev)) = h(v, Lpad(QO(v))> = h(% @(@ad(v))>

= Wl (0)), v) = h(9"(v), 9"(0)) = $"(v) =0

— v € ker p™
L. ad 1 ad\ L . 1 1 .
2. Esistim ™ = (ker o)™ = (L ¢*)" = ((Hngp) ) =imyp
— V = ker pd(ker ¢)* = ker o im (goad> = ker & im ¢ 0
Bemerkung 25.25 ¢ € End(V') normal, A € C. Dann gilt:

1. ¢ — Aidy ist normal

2. Eig(p, \) = Eig(gpad, 5\)
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Beweis 1. Setze ¢ := ¢ — Aidy. Firv,w € Vist h( v, w) = h(v, S\w), das heifdt (Aidv)“d = \idy
— % = — Xidy
- ¢ad = (pad — j\idv
— YYo= ((p“d — j\idv> o (p — Aidy) = ¢ 0 p =A@ — Ap™ + AXidy
——
:@Oﬁpa‘d
= ((p — Aldv) e} ((pad — dev) = ’Lﬂ o wad

2. Eig(ip, A) = kertp = ker ¢ = ker (¢ — Xidy) = Eig(¢, \) O

Satz 25.26 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen) ¢ € End(V). Dann sind dquivalent:
1. Es gibt eine Orthonormalbasis von (V, h) aus Eigenvektoren von (.

2. (pist normal

Beweis 1. = 2.Sei B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von (V, fg) aus Eigenvektoren von ¢ zu
Eigenwerten A1, ..., A, € C.Esist (90 o gpad) (v;) = <,0(<p“d(vi)) = gp()\i,vi) = Xip(v;) = Nidv; =
((p“dogo)(vi)Vi =1,...,n = @op®=yp¥ogp

2. = 1.per Induktion nachn = dim V.

Induktionsanfang: n = 0: trivial
Induktionsschritt: n > 1: Sei A\; € C ein Eigenwert von ¢. Sei U = Eig(p, A1) = ker(¢ — A1 idy). Sei

(v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von <U, h ) Nach 25.25ist ¢ := ¢ — A1 idy normal

nxn

V = ker & im 1)
= Big(p, \1)&im(p — Ay idy)
—_———
=W

Esist o(W) = o(p — A idy)(V) = ((p = Aridy) 0 9)(V) = (¢ — Aridy) [ p(V) | Cim(p — Midy) =
=
W . Auflerdem: -

P = 6o = Midv)(V) = (9™ 00 = Mg (V)
= (gp 0t — )xlgoad> (V)= <(g0 — Aridy) o goad> (V)ycw

W wh o4 W
%) w ist normal, denn: Nach Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung ist (ap‘w> = (cpad) ‘

Wad w ad w w ad w ad w
R W N D O

w

w w w w
W w W AN
=l 2 () =l (4]
w w w w
Nach Induktionsanfang existiert eine Orthonormalbasis (v, 41, - . - , U ) von <V, h’w W> aus Eigenvektoren
X

vonyp = (v1,...,Vy) ist Orthonormalbasis von (V, h) aus Eigenvektoren von . O
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Anmerkung Insbesondere gilt:
« Fiirjedes selbstadjungierten / unitiren Endomorphismus existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
+ Jede reelle orthogonale Matrix ist iiber C diagonalisierbar.

Achtung: Uber IR reicht ,normal® nich aus: Es gibt orthogonale Matrizen, die iiber R nich diagonalisierbar sind

> (Drehung um 7/2))

(zum Beispiel <(1) 70

Folgerung 25.27 A € M(n x n,C). Dann sind dquivalens:
1. Aist normal

2. Esgibteis T € U(n), sodass

T AT =

A1, -, A Eigenwerte von A

Beweis Wende 25.26 auf (C™, (-,-)) und ¢ = A an. O

26 Ringe, Ideale und Teilbarkeit

In diesem Abschnitt seien R, S stets kommutative Ringe (bei uns immer mit Eins)

Definition 26.1 (Ringhomomorphismus) ¢ : R — S Abbildung.  heiflt Ringhomomorphismus genau
dann wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

« (RH1) ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b)Va,b € R
+ RHD) p(ab) = p(a)p(b)¥a,b € R
+ (RH3) (1) = 15

Definition 26.2 (Ideal) I C R. I heifit ein Ideal in R genau dann wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

- (IN0el
e I2)a,bel — a+bel
s B)reRacl = rael

Beispiel 26.3
1. {0}, R sind Ideale in R

2. FUrn € ZistnZ{na | a € Z} ist ein Ideal

Bemerkung+Definition 26.4 ¢ : R — S Ringhomomorphismus. Dann gilt:
1. J C Sldeal = ¢ (J) C RIdeal
2. kerp:={a € R|p(a) =0} C RIdeal

3. @ injektiv <= kerp = {0}
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4. I C R1deal und ¢ surjektiv. = ¢(I) C S Ideal

5. im ¢ := @(R) istein Unterring von S (das heiflt ein Ring beziiglich der eingeschrinkten Verkniipfungen.)

Beweis 1. (I1:0 € ¢ !(J),denn ¢(0) = p(0+0) = p(0) + p(0) = ¢(0)=0€J = 0¢€
()
(12):a,b € o H(J) = p(a),p(b) € J = pla+b)=¢(a)+pb)eJ = a+bep (J)
13):7r € Rya.pt(J) = pla) € J = ¢(ra) = ¢(r)pla) € ] = ra € ¢~ 1(J)

2. aus 1., wegen ker ¢ = p~1({0}), {0} C S Ideal
3., 4., 5.: nachrechnen O

Anmerkung 4. wird falsch, wenn man die Vorraussetzung ¢ surjektiv weglisst: Die kanonische Inklusion
i: 7 — Q,x > x ist ein Ringhomomorphismus, 7Z ist ein Ideal in 7, aber Z = i(7Z) ist kein Ideal in @,
denn:

1 2.
S 9 =Zexg
3 ~ 3
~~ €Z

€EQ

Z ist zumindest ein Unterring von Q).

Satz+Definition 26.5 I C R Ideal. Dann ist durch 1 ~ 79 (D:ef> r1 — 1o € I eine Aquivalenzrelation auf R
gegeben, welche die zusitzliche Eigenschaft

T1~T2,81 ~ 82 == T1+ 81~ T2+ 52,1151 ~ 252
hat (,Kongruenzrelation®). Die Aquivalenzklasse von r € R ist durch
ri=r+Il:={r+alacl}
gegeben und heifit die Restklasse von 7 modulo I. Die Menge die Restklassen bezeichnen wir mit R/ T
Beweis 1. ,~*ist Aquivalenzrelation: nachrechnen
2. Vertraglichkeit mit +, -: Seiry ~1rg,81 ~ sy = r1 —reo € 1,51 —s2 €1

= (r1+s1)—(ro—s2)=(r1 —re)+(s1—952) €l = 11+ 81 ~ro+ 82
—_—

el el
Auflerdem:
181 — 1289 = T1(81 — 52) + 82(7‘1 — ’1"2) clc 7181 ~ 1282 ]
el el

Satz+Definition 26.6 I C R Ideal. Dann wird R/ 7 mit der Addition
vy s B s = Ts

und der Multiplikation
. :R/]X R/I%R/I,f-E:ZW

zu einem kommutativen Ring, dam Faktorring (Restklassenring) R/ 7- Die Abbildung 77 : R — R/ T
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker 7 = I.
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Beweis Wohldefiniertheit von ,+°,-“ Nach 26.5 ist fiir 1,79, 51,52 € Rmitr; ~ 79,51 ~ sgauchr; +
81 ~ 19 + 82,1181 ~ T2892.

Ringeigenschaften: vererben sich aufgrund der vertreterweisen Definiton von R.

7 ist Ringhomomorphismus nach Konstruktion: 7(a +b) = a+b = @ + b = 7(a) + 7(b), analog fiir ,-*
m(l) =1

kerr={reR|r=0}={reR|r~0}={reR|r—0el}=1 O

Anmerkung Insbesondere sind die Ideale in R genau die Kerne von Ringhomomorphismen, die von I? ausgehen.

Beispiel 26.7
Ist R = 7,1 = nZ mitn € N, dann erhilt man die aus der LA1 bekannten Restklassenringe Z/nZ (vergleiche
6.4).

Satz 26.8 (26.8 (Homomorphiesatz fiir Ring)) ¢ : R — S Ringhomomorphismus. Dann gibt es einen Ringisomorphismus
®: By = mp, T =1+ kerp s o(r)
Beweis Wohldefiniertheit von ®: Seien 71,79 € Rmit7 = 79
= r1 — 19 EkerpRp(r1 —1m2) =0 = ¢(r1) = p(re)
® ist Ringhomomorphismus:
D1 +72) = DT F72) = (1 +72) = (1) + p(r2) = D7) + B({barr})

analog fiir -, ®(1) = (1) =1
® ist injektiv: Seir € R mit ®(7) =0

— ¢o(r)=0 = rekerp = T=r+kerp=kerp=0

das heift ker ® = {0}.
® ist surjektiv: nach Konstruktion. O

Beispiel 26.9
K Korper, R = KJt],¢ : K[t] - K,f — f(0). ¢ ist Ringhomomorphismus (nachrechnen), im¢ =
K kerp ={f € K[t] | im f(0) =0} = {fg | g € K[t]} = tK|[t]. Wir erhalten einen Ringisomorphismus

@ KL pepy = K. F 1K) - £(0)
Definition 26.10 (26.10) = € R heiflt Nullteiler 2 Es existiert y € Ry # Omitzy = 0.\ R heifit
Nullteiler (Integrititsbereich) 2L R # 0und 0 € R der einzige Nullteiler in R.

Anmerkung R # 0 = 0 ist ein Nullteiler in R (wegen0-1 = 0,0 # 1)

Beispiel 26.11
1. 7Z ist nullteilerfrei

2.2 ¢ Z/GZ ist Nullteiler wegen 2 - 3 = 0 ist Z/6Z

3. Analog zu K[t] kann man den Polynomring R|[t] erkliren. Es gilt dann: R nullteilerfrei — R][t]
nullteilerfrei. (Ubungen)

Bemerkung+Definition 26.12 (Einheit) v € R heifit Einheit 2L o5 existiert ein y € Rmitzy = 1. R* :=
{z € R | x ist Einheit } bildet eine abelsche Gruppe beziiglich ,,-“.
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Beweis nachrechnen. O

Beispiel 26.13
1. Z*={1,—-1},dann: 1 - 1 =1,(-1)(-1) = l,ab=1 = |a|]|b| =1 = |a|=|b| =1

2. K Kérper = K* = K \ {0}
3. R[t]* = R* (Ubungen)

Definition 26.14 ay,...,a, € R,I C R Ideal.
n
(al,...,an) = {Zaﬂ’i ’ T1,.--,Tn € R}
i=1

heift das von ay, . . ., a,, erzeugte Ideal. I heifit Hauptideal 2L o5 existiert eina € Rmit [ = (a) = {ra |
r € R} =: Ra.
R heifit Hauptidealring (HIR) 2L R ist nullteilerfrei und jedes Ideal in R ist ein Hauptideal.

Anmerkung (ai,...,a,) ist ein Ideal in R (leicht nachzurechnen)

Bemerkung 26.15 Z ist ein Hauptidealring. Ist I C 7 ein Ideal, dann existiert ein eindeutig bestimmtes n €
Ng mit
I =(n)=nZ

Beweis 7 nullteilerfrei: klar.
Existenz: Sei I C 7 Ideal.

1. Fall: I = {0} = (0), dann fertig

2. Fall: I # {0}.Mata € istauch —a = (—1)a € I somit I NN # (. I NN besitzt ein kleinstes Element
b. Behauptung: I = (b)
,2“w € (b) = esexistierteinr € Zmitz =1rb = v €]
,C“Seix € I = esexistierenq,r € Zmitx = gb+7r,0<r <b = r =x —¢gb &€ I. Wegen
Minimalitit von bin I N N folgtr =0 = z = gb € (b)

Eindeutigkeit: Seien m,n € Ny mit (m) = (n). Offenbar gilt: m = 0 <= n = 0. Im Folgenden seien
m,n # 0. Wegen (m) = (n)istm € (n),n € (m) = esexistierenry,7r2 € Z mitm = rinundn = ram

m,neN
—= m=rn=rirom = rro=1 = ri=ro=1Vr =r =-1 =2

rm=re=1=— m=n O

Beispiel 26.16

Z[t] ist kein Hauptidealring: Es gibt f € Z[t] mit (2,¢) = (f), dann: Annahme: Es existiert f € Z[t] mit
2=hf = degh = deg f = 0, das heifit f ist konstantes Polynom, etwa f = a fiir ein a € Z. Auflerdem
existiert h € Z[t] mitt = hf =ha = a=+1 = [ = +1. Aber: +1 ¢ (2,t), dann andernfalls

existieren u, v € Z[t] mit £1 = 2u + tv =% +1 = 2u(0) + 0 - v(0) = 2u(0)

. ey . . . . . . Def .. .
Definition 26.17 R nullteilerfrei, a,b € R. b heift ein Teiler von a (Notation: b | a) £ esexistierteine € R
mit a = be. .

. .. . D
a, b heiRen assoziiert (Notation: a = b) < a | bund b | a
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Beispiel 26.18
R=Z7.06c7 — aZ< —a

Bemerkung 26.19 R nullteilerfrei, a, b € R. Dann sind dquivalent:
l.a=b

2. Esexistierte € R* mita = be

Beweis 1. = 2.Seia =b = a|bundb|a = esexistierenc,d € Rmitb = ac,a = bd
= b=ac=bdc = b(1l—dc)=0

a) Fallb=0 = a =bd = 0.Setze e :=, fertigga =01
b) Fallb#0 — 1 —dc=0 = dc=1 = c¢,d € R*.Setze e := d,danna = bd = bc
2. Seia =bemite € R* = a € (b) = (a) C (b).Wegene € R*istb=e"ta = (b) C (a)

3. Sei(a) = (b) = a € (b)) = esexistiertc € Rmita = bc => b | a.Analog:a | balsoa = b O

Definition 26.20 R nullteilerfrei,aq,...,a, € R.d € Rheifitgrofiter gemeinsamer Teilervonas, ..., a, <D:ef>
Die folgenden Bedingungen sind erfiillt:
- (GGTY)d | a1,...,d | ay
- (GGT2)c | a1,...,clay, < cl|d
Beweis Wirbezeichnent die Menge aller grofiten gemeinsamen Teilervonay, . . ., a, mit GGT(aq, . .., a,).0]
Anmerkung « Seiendy,dy € GGT(aq,...,ay,), dann folgt d; | do und ds | dy, also dy L ds.
. Istd € GGT(ay,...,a,)undd = d,dannist d € GGT(ay,...,ay,)
« Ohne zusitzliche Vorraussetzungen an R kann man im allgemeinen nicht erwarten, dass GGT (ay, . . ., a,) #
(Z) Zum Beispiel ist R = Z[v/=3] = {a + by/=3 | a,b € Z} C Cist GGT (4,2 (14++/-3)) =
(Ubungen)
Bemerkung 26.21 R Hauptidealring, a1, ..., a, € R.Dann gilt:
1. GGT(a1,...,a,) # 0
2. d € GGT(ay,...,a,) <= (d) = (a1,...,an)
Beweis 1. RHauptidealring = esexistiertd € Rmit (a1,...,a,) = (J).Behauptung:ci € GGT(ay,...,an),

denn: . 3
(GGT1): a1 € (a1,...,an) = (d) = d|a¥Vi=1,...n

(GGT2): WegenJ € (ai,...,ay) existieren 7y, ..., 7, € Rmitd = r1aq + - - - + Tnap. Ist ¢ € R mit
clai,...,c|ay dannfolgtc| ria; + -+ rpan, =d

2, = “d € GGT(ar,....a0) — d2d — (d) = (d) = (a1,....a,) , = “Sei
(d) = (a1,...,a,) = d € GGT(ay,...,a,) mit Argument aus dem Beweis von 1. O
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Anmerkung e ImFall R = Z,ai1,...,a, € Zist GGT(ay,...,a,) NNy = {d} fireind € Ny
(beachte Z* = {£1}). Mann nennt dann d den groften gemeinsamen Teiler von ay, .. ., a,

d=:ggT(ay,...,an)

« ImFall R = K[T] (wobei K Korper, in 27, dies ein Hauptidealring), f1, ..., f, € K[t], nichtalle f; = 0,
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom d € KJt| mitd € GGT(f1,..., fn) (bechte:
K|[t]* = K*). Man nennt

d=:geT(fi,- s fn)

den grofiten gemeinsamen Teiler von f1, . . ., f, und setzt
geT(0,...,0):=0
Folgerung 26.22 R Hauptidealring, a,b € R,d € GGT(a,b). Dann existieren v, v € R mitd = ua + vb.
Beweis aus 26.21: (d) = (a,b) O
Definition 26.23 R nullteilerfrei,p € R\ (R* U {0})
« p heillt irreduzibel 2L Aus p = abmita,b € Rfolgtstetsa € R* oderb € R*
+ p heiflt Primelement 2 Aus p | abfolgt stets p | a oderp | b

Anmerkung p irreduzibel / Primelement, p’ £ p = p/ irreduzibel / Primelment

Beispiel 26.24
irreduzible Elemente inn 7 = Primzahlen p aus N sowie deren Negative —p. Primelelemente in Z?

Frage: Zusammenhang zwischen irreduziblen Elementen und Primelementen?

Bemerkung 26.25 R nullteilerfrei,p € R\ (R* U {0}) Primelement. Dann ist p irreduzibel.

Beweis 1. Wir setzet S := R/(p). Behauptung S ist nullteilerfrei, denn: Wegen p ¢ R* ist (p) # R, das
heiflt S # 0.Sind 7,5 € S mit 7y = Ound § # 0, das heift 2y € (p)undy & (p) = p | zy und
ptp = plz = =0

2. Seip = abmita,b € R.Ins = R/(p) ist0 =p =ab = a = 0V b= 0.Ohne Einschrinkung
a =0 = Esexistierted € Rmita =pd = p=ab=pdb — p(1—-db)=0 = 1—-db=
0 = db=1 = beR* U

Anmerkung Es gibt Beispiele fiir irreduzible Elemente, die keine Primelemente sind (Ubungen)

Satz 26.26 R Hauptidealring,p € R\ (R* U {0}). Dann sind dquivalent:
1. pistirreduzibel
2. pist Primelement

Beweis 2. = l.aus 26.25

1. <= 2.Sei pirreduzibel.
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a) Behauptung: Ist I C R mit (p) € I, dannist I = R, denn: Sei (p) € I. Da R Hauptidealring
existierta € Rmit] = (a) = Jc€ R:p=ac = a € R*Vc e R* Fallsc € R*, dann
(p) = (a) = I" Alsoa € R*, das heilt (a) =1 = R.

b) R/(p) ist ein Korper, denn: Sei & € R/(p),i #0 = z & (p) = I := (z,p) istein Ideal
inRmit(p) I = [=R = 1€l = JuveR:1l=ur+vp = 1=
Uur +v p =ux

-~
=0

¢) pist Primelement, denn: Seiena,b € Rmitp | ab = in R/(p) ist0 = p = ab. Nach 2. ist R/(p)
ein Korper, also nullteilerfrei (6.11) = a=0Vb=0 = plaVp|b

Anmerkung + Beweis hat gezeigt: R Hauptidealring, p irreduzibles Element in R, dann ist R/(p) ein
Kérper.

+ Primelement in Z = irreduzibles Element in 7Z
Frage: Wann gilt in R ein Analogon des Satzes iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung in 7?

Definition 26.27 R nullteilerfrei. R heift faktoriell £ Jedesa € R\ (R*U{0}) lasst sich eindeutig bis
auf Reihenfolge und Assoziiertheit als Produkt irreduzibler Elemente aus R schreiben, das heifit es existieren
irreduzible Elemente py,...,p, € Rmita = p; - ... - prundsind qy,...,qs € R irreduzible Elemente mit
a=gqi-...-qssoistr = sund nach Umordnen ist p; L g firt=1,...,r

Ziel: Hauptidealringe sind faktoriell.

Definition 26.28 R heift noethersch 2% Fiir jede aufsteigende Kette I; C I C ...vonldealenin R existiert
einn € Nmit [, = I, firallek > n

Bemerkung 26.29 R Hauptidealring. Dann ist R noethersch.
Beweis Seil; C I, C ... eine aufsteigende Kette von Idealen aus R. Setze
I:= Uk21Ik

1. I istein Ideal in R, dann:
IN0ekvVke N = 0€l
(I12) Seiena,b € I = Fk,l € N:a € I,b € [; Mitm := max{k,l}ista,b€ [, = a+b¢c
I,C1I
Byael,reR = dkeN:acly = racl, CI

2. Wegen 1. und R Hauptidealring existiert ein @ € R mit I = (a), insbesonderea € I — In € N :
acl, = (0)CI,CIl=(a) = I,=1 = I)1)=1=1,Yk>n O
Satz 26.30 R Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.
Beweis 1. Existenz von Zerlegung in irreduzible Elemente. Setze
M :={(a)|a € R\ (R*U{0}) | besitzt keine Faktorisierung in irreduziblen Elementen }

M ist wohldefiniert, da Bedingung an a invariant unter Assoziativititheit.

Annahme: M # ()
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Wegen 26.29 existiert beziiglich ,C“ maximales Element I € M, denn: Anderenfalls existiert zu jedem
I € MeinI' € M mitI C I, das liefert eine unendliche strikt aufsteigende Kette von von Idealen in R
4zu R noethersch.

Es existiert ¢ € R mit [ = (a). a ist nicht irreduzibel, denn fiir a irreduzibel wire @ selbst eine
Faktorisierung in irreduzible Elemente — [ = (a) ¢ M 4. = 3Jaj,a2 € R\ (R*U{0})
mita = ajaa = (a) C (a1),(a) C (az2). Wire (a) = (a1), dann existiert b € R* mit
a=ab=aay = az=0b¢€ R*4 Also (a) C (a1),analog (a) C (a2)

= (a1),(a2) € M = aj,ay haben Faktorisierung in irreduzible Elemente also auch a = ajaz 4.
Also M = () = Existenz

2. Eindeutigkeit von Zerlegung: Seia = p1 ... pr =q1 ...  ¢gsmitpy,...,Pr,q1,...,qs irreduzibel.
Beweis per Induktion nach r:
Induktionsanfang:r =0 = a=1 = s =_0(sonstqy,...,qs € R*")
Induktionsschritt: Behauptung fir 0, ..., — 1 bewiesen.
pilpioopr=q-...-qgs = Jj{l,....,s}:p1] g
Nach Umnummerierung sei j = 1 also p; | ¢1, etwa g1 = ¢p; mit ¢ € R. Da ¢q; irreduzibel folgt ¢ € R,
also p1 = q1.
= p1 o Pr=eP1Gg2-----qs = p1(p2-...-pr—cqa-...-qs) =0
= pa-...-pr = (cq2) ... qs. Wegen c € R*ist cqo irreduzibel = r—1=s—1(= r=2)

und nach Umnummerierung

A N A
P2 =¢Cq2 =q2,P3 =43, Pr = Qr 0
Anmerkung + Fasst man in einer Zerlegung eines Elementes zueinander assoziierter Faktoren zusammen
und erlaubt einen Vorfaktor ¢ € R*, so erhilt man eine Darstellung fiir Elemente a € R\ (R* U {0})
der FOrm
a=cp{t ... Py
mit ¢.R*,p1, ... ,py irreduzibel, p; 2 pj firi # j,e1,...,e, € N.Istdanna = dq{1 e q§5
mitd € R*,qu,...,qs irreduzibel, ¢; # q; FUri # j, fi,...,fs € N, dannist r = s und nach
Umnummerierung ist p; L qi,e; = fifuri=1,...,7.

27 Euklidische Ringe

In diesem Abschnitt sei R stets ein kommutativer Ring,

Definition 27.1 R nullteilerfrei. R heift Euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung § : R\ {0} — Ny,
sodass gilt:
Vf,ge R,g#03¢q,re R: f=qg+7rN(0(r)<d(g)Vr=0)

0 heiflt eine Normabbildung auf R.

Beispiel 27.2
1. R = Z mit$ = || ist ein Euklidischer Ring (vergleiche Elementare Zahlentheorie-Skript, Satz 1.3)

2. K Kérper = R = K|[T] mitd = deg ist ein Euklidischer Ring (vergleiche 7.6)

3. R=1Z[i) = {a+bi|abecC}C Cmitd(x+iy) = 22 + y? ist ein Euklidischer Ring (Ring der
ganzen Gauf8schen Zahlen) (Ubungen)
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4. K Korpermit § : K \ {0} — Np, z — 1 ist ein Euklidischer Ring (hier ist stets ,77 = 0)
Satz 27.3 R Euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis Sei ] C Rldeal, I # 0.Esist) # {d(a) | a € I\ {0}} € Np. Wihle a € I, sodass 0(a) minimal.
Behauptung: I = (a), denn:

.2 Wegena € list (a) C I

,C“Seif € I = dq,r: f=qa+rund (0(r) <do(a)Vr=0) = r = f —qa € I.Wegen d(a)
minimal folgtr =0 = f =qa € (a) O

Folgerung 27.4 R Euklidischer Ring. Dann ist IR faktoriell.
Beweis R Euklidisch = IR Hauptidealring = R faktoriell. U

Folgerung 27.5 K Korper, f € K][t], f # 0. Dann besitzt f eine bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Darstellung

e er
f=cpi* ... pl
mitc € K*;r > 0,e1,...,e, € Np und paarweise verschiedenen irreduziblen normierten Polynomen
P1s- - Dr-

Beweis K [t] ist Euklidischer Ring, also faktoriell nach 27.4. Wegen K[t]* = K* gilt fiir f,g € K[t] : f &
g <= 3\ € K*: f = \g. Insbesondere existiert in jeder Aquivalenzklasse beziiglich ,=* in K [t] \ {0}
genau ein normiertes Polynom = Behauptung. O

Satz 27.6 (Euklidischer Algorithmus) R Euklidischer Ring mit Normabstand §, a, b € R\{0}. Wir betrachten

eine Folge ag, a1, . . . von Elementen aus R, die induktiv wie folgt gegeben ist:
apg ‘= a
ay ‘= b

ap = qoa1 + as mit 5((12) < 5(&1) oderags =0
Falls ao # O:

a1 = qiaz + a3 mit 6(a3) < (5(@2) oderaz =0

Falls a; # 0:

ai—1 = ¢;a; + a;y1  mitd(a;+1) < 6(a;) oder ajr1 =0

Dann existiert ein eindeutig bestimmter Index n € N mit a,, # 0, ap+1 = 0. Es ist dann
d:=a, € GGT(a,b)
Durch Riickwirtseinsetzen ldsst sich d als Linearkombination von a, b darstellen (vergleiche 26.22):
d=a, = ap_2Gn_290n_1 =+ =ua+ vb

mitu,v € R (,erweiterter Euklidischer Algorithmus®).
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Beweis Falls a; # O fiir alle i € N, dann wiire 6(a1) > d(a2) > ... eine streng monoton fallende unendliche
Folge in Ny 4.
= es existiert ein eindeutig bestimmtes n € N mit a,, # 0, a1 = 0. Wir betrachten die Gleichungen

(Go) ao = qoa1 + az

(Gn—2> Ap—2 = Qqn—20n—-1 + an

(Gn—l) Gp—1 = Gn—10n

Dann gilt: ay, | an—1 = an | (gn—20n—1+ap) = an—2 = ... = an | a1,ay | ap. Seic € R mit
c¢lagundc|a; = c¢| (a0 —qoa1) =ay = ... = c| ap.Also: a,, € GGT(ag,a1) = GGT(a,b).
Esist

ap = Qp—2 — pn—20ap—1 = Ap—2 — Qn—2<Qn—3 - Qn—3an—2)

= (1 + Qn—2Q7L—3)an—2 — Qpn—92Q0p—3 = -+ = Ua + vb
mit geeigneten u, v € R. O
Beispiel 27.7
R="7,a=24,b=15.
24=1-1549
15=1-946
9=1-6+3
6=2-3+0

= ggT(24,15) = 3.
3=9-1-6=9-(15—-1-9)=2-9-1-15=2-(25—1-15)—15=2-24—3-15

Anmerkung Fiir Matrizen aus M (n X n, R) kann man analog zu LA1 (vergleiche 10.5) elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen erkldren.

Satz 27.8 (Gaufl-Diagonalisierung fiir Euklidische Ringe) R Euklidischer Ring, A € M (m X n, R). Dann
gilt: A lisst sich durch wiederholte Anwendung von elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen vom Typ 3
(Addition des \-fachen einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile / Spalte, A € R) sowie des Typ 4 (Zeilen /
Spaltenvertauschung) in eine Matrix der Gestalt

1
0
Cr
0 10
mitcy,...,¢.R\ {0},c1 | ca| -+ | ¢ iiberfiihren.

Beweis (= Algorithmus zur Durchfithrung). Falls A = 0, dann fertig. Im Folgenden sei A # 0. Sei § eine
Normabberechnung auf R.

1. Schritt: Durch Zeilen und Spaltenvertauschung erreichen wir a11 # 0und 6(a11) < 6(a45)Vi, j, aij #
0.
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2. Schritt: Bring A auf die Form

a) Fall: In der ersten Spalte / Zeile stehen keine Elemente # 0 aufer a11, dann fertig.

b) Fall: In der ersten Spalte / Zeile stehen noch Elemente # 0, ohne Einschrinkung as; # 0 =
dg € R : ag1 = qaqy oder 6(ag1 — qar1) < d(ail). Addiere das (—q)-fache der 1. Zeile zur
2. Zeile = Erhalte Matrix A’ = (a@-) mit a; = 0 oder §(ah;) < 0(a1). Falls ay, # 0,

dann erhalte durch Zeilen sowie gegebenenfalls Spaltenvertauchung eine Matrix A” = (a’ / ) mit

ij
aly #0,6(af;) < (5(@%) fiir alle 4, j mit a;; # 0, mit 6(af;) < d(a1l). Dieser Prozess bricht
nach endlich vielen Iterationen ab und wir erhalten eine Matrix der From
di1 0
0 *

d11 7é 0, 5(d11) S 5(dw) falls dij 7é 0,(5(d11> S (5(0,11)

3. Schritt: Erreiche dy1 | d;;Vi, j:
a) Fall: Es gilt bereits dj | d;;Vi, j, dann fertig.

b) Fall: Esexistiert, j mitdi; { d;j = Esexistierteing € Rmitd;j—qdi1 # Oundd(d;; — qdi1) <
d11. Addiere erste Zeile von D zur i-ten Zeile von D, erhalte:

di1| 0 ... ... ... 0
0
: *

0

a1 | di. dij din
0
0 *

Subtrahiere das g-fache der ersten Spalte von der j-ten Spalte diser Matrix, erhalte:

d11 0o ... 0 _qdll 0o ... ... 0
0

: *

0
ay | * dij — qd11 *

0

0 *

mit dgj =d;j —qd11,0 <d;j> < 0(d11) < dq1. Wiederhole die gesamte bisherige Prozedur fiir die
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Matrix D’. Dieser Prozess bricht nach endlich vielen Schritten ab. Wir erhalten eine Matrix
C11 0
=)= | o
mit c11 75 O, 5(611) < 5(0,11), C11 | Ci]’Vi,j

4. Schritt: Wende das Verfahren auf C’ an (und iteriere dies). Operationen an C” erhalten die Teilbarkeit
durch cq1, wir konnen daher die Matrix auf die Gestalt

C1
0
Cr
0 0
mitey | e | es |-+ | ¢ bringen. O
Beispiel 27.9
. R=Zmitd = ||

Y B D-CN-G-C9-0Y

2. R = Q[t] mitd = deg

A:<t__11 t81>_>(t_—11 t51>%<_01 ‘e 11>2>%<_01 <t—0 1>2>

Anmerkung Wir haben bei der Gauf$-Diagonalisierung nur elementare Operationen vom Typ 3, 4 verwendet.
Umformungen von Typ 1 (Multiplikation von einer Zeile / Spalte mit A\ € R*), sowie Typ 2 (Addition einer
Zeile / Spalte) auf eine andere Zeile oder Spalte.

Frage: Eindeutigkeitsaussage fiir ¢y, ..., ¢, ?

Bemerkung+Definition 27.10 GL(n,R) := {A € M(nxn,R) | 3B € M(nxn,R) : AB = BA =
E,,} ist eine Gruppe beziiglich ,-, die allgemeine lineare Gruppe iiber R vom Rang n. Es ist

GL(n, R) = {A € M(n x n, R) | det(A) € R*}

Beweis Gruppeneigenschaft: klar.
A€ GL(n,R) <= det(A) € R*,denn:, =— “AB = E,, = det(A)det(B) =1 = det(A4) € R*
, <= “seidet(A) € R*.Esist AA" € R*.Esist AA" = det(A)E, = A" A

1 1
A A#* = F, = A#F A
det(A) det(A) O

Bemerkung+Definition 27.11 A, B € M (m x n, R). A heiflt 4quivalent zu B (A ~ B)
<= 35 € GL(m,R),T € GL(n,R) : B= SAT !
Falls m = n, dann heifft A dhnlich zu B (A ~ B)
~— 35 € GL(n,R): B=SAS™!

~, & sind Aquivalenzrelationen auf M (m X n, R) beziehungsweise M (n x n, R).
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Erinnerung: In LA1 gezeigt (vergleiche 16.11): K Korper, A, B € M(m x n,K), danngilt A ~ B <=
Rang(A) = Rang(B). Ist Rang A = r, dann
E. 0
(7 o)

Ziel: Klassifikation von Matrizen aus M (m x n, R), R Euklidischer Ring bis auf Aquivalenz.
Definition 27.12 A € M(m xn,R),1 <k <m,1 <1 <n.B € M(k x [, R) heifit eine Untermatrix

von A 2% aus A durch Streichen von m — k Zeilen und nn — I Spalten. Ist B € M (I x I, R) eine quadratische
Untermatrix von A, dann heifit det(B) ein Minor [-ter Stufe von A.

Fit;(A) = (det(B) | Bistl x [-Untermatrix von A) C R

(das von allen Minoren [-ter Stufe von A erzeugte Ideal in R) heifit das [-te Fittingideal von A.
Beispiel 27.13

3
Fity(A) = (det(1), det(2), det(3), det(4)) = (1,2,3,4) = (1) = Z

Fity(A) — (det @ i)) — (=2) = (2)

Satz 27.14 (Fittings Lemma) A € M(m x n,R),S € GL(m,R),T € GL(n,R),l < min{m,n}. Dann
gilt:

e

A= (1 2) e M(2 % 2,7)

Fitl(A) = Fitl(SA) = Fitl(AT)

Beweis 1. Fit;(SA) C Fit;(A), denn: A = (a;5) € M(m xn,R),S = (si5) € GL(m, R),SA =
(bij) € M(m xn,R).Seinen1 < 13 < ig < --- < i <m,1 < ji; < jo < -+ < ji <n Wir
betrachten die [ X [-Untermatrix

bi17j1 s bil,jl
B — . .
bingi - by
von S A.
m m
Zm:l Si,r1@rygn .- Zm:l Si1,r1Qry,j;
bi, i bio
2,71 S 12,71
= det B = det . i
8
biy.ju e biy i
s Arigi -0 Qrig
i1,m1 b b .
Q2,51 0 Vi,
= E det . .
o : 8 :
bigi - b,
m m Arygi oo Qryg

= E E Siyq t e Sipr det

ri=1 ri=1 . .
aTlv]l tee aTl sJl

“ - Ofalls ¢ # j existiert mit ; = 7
= Z Zsihm “o.. 84, det

— — I ein Minor [-ter Stufe von A
ri=1 ri=1

€ Fitl(A)
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2. Wende 1.auf S~ € GL(m, R), SA € M(m x n,R) an: = Fit;(S™1(SA)) C Fit;(SA), also
Fit(A) C Fit;(SA). AuRerdem: Fit;(A) = Fit; (A”), also

Fit,(AT) = Fit, ((AT)T) = Fit, (77 AT) = Fit, (A”) = Fit,(A) -

Folgerung 27.15 A, B € M(m x n,R) mit A ~ B. Dann gilt: Fit;(A) = Fit;(B) firalle 1 < [ <
min{m,n}.

Beweis A ~ B = 35 € GL(m,R),T € GL(n,R) : B= SAT!
= Fity(B) = Fit;(SAT ') = Fit; (AT ") = Fit;(A4) O

Bemerkung 27.16 R nullteilerfreier Ring,

C1 0
A= 0 € M(m x n,R)
0 Cr
0 0
mitep | -+ | ¢p. Dann gilt:
1<1<
Fit;(A) = Ecl @) 1sisr

0)
Insbesondere gilt: Fit;(A) C Fit,_1(A) C ... C Fity(A)

Beweis Fiir [ > r enthilt jede [ X [-Untermatrix von A stets eine Nullzeile, das heiflt Fit;(1) = (0).
I < r:Die einzige [ x [ Untermatrix von A, die keine Nullzeile enthalten, sind von der Form

Ciy 0
0 Cy;
mitl < <9< - <y <.
— Fitl(A):(Cil'...'Cil|1§i1<i2<"'<’il§7")

— (Cl . ...Cl) - Fitl(A)
Umgekehrtfolgt 1 < i) <ig < -+ <4 <riig > 1,49 >2,...,4 > 1.

— Cl‘Cil,...,Cl|Cil — Cl'~'-'cl|cz'1‘---'cil — (Cil-...-Cil)g(cl-...'cl)
— Fity(4) C (c1,..., 1)

—— = |:|

Satz+Definition 27.17 (Elementarteilersatz iiber Euklidischen Ringen) R EuklidischerRing, A € M (mbn, R).

Dann existieren ¢y, ...,¢, € R\ {0} mitey | ca | -+ - | ¢, sodass
C1 0
A~ 0
0 Cr
0 0
risteindeutigbestimmt, ¢y, . . . , ¢, sind eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit.cy, . . . , ¢, heiflen die Elementarteiler

von A.
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Beweis 1. Nach GauR-Diagonalisierung 27.8 lisst sich A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
auf die Form
c1 0
. 0
0 Cr
0 0
mitcy,...,cr € R\ {0},c1 | ca |-+ | ¢ bringen. Wie in LAT (Ubungsblatt 8, Aufgabe 3) entsprechen

elementare Zeilenoperationen Multiplikation mit speziellen invertierbaren Matrizen von links, Spaltenoperationen
mit speziellen invertierbaren Matrixen von rechts =— 35 € GL(m, R),T € GL(n,R) :

c1 0 c1 0
SAT ! = 0 — 4~ 0
0 Cr 0 Cr
0 0 0 0
2. Eindeutigkeit von 7: Sei
C1 0 d1 0
0 Cr 0 ds
0 0 0 0
mitcy,...,cq,d1,...,ds € R\{O},Cl ’ ‘ Cr,dy ’ ‘ ds.
dy-...-d
) (c1eo..-qq) 1< (d1 2
- Fltl(A) = =<¢I1<s
(0) Il>r
(0) l>s

firallel € {1,..., min{m,n}}
= r=max{l € {1,...,min{m,n} | Fit;(4) # (0)}} = s

3. g =d;¥l =1,...,r per Induktion nach [:
Induktionsanfang: Fit(A) = (c1) = (dy) = ¢1 = dy.
Indukitionsschritt:Fitl(A) = (01 S Cl) = (d1 CI dl) == C1'...°(] L di-...-d] = ¢ L d;
O
Satz 27.18 (27.18) R Euklidischer Ring, A, B € M (m x n, R). Dann sind dquivalent:

1. A~ B
2. Die Elementarteiler von A und B stimmen bis auf Assoziiertheit iiberein.
3. Fit;(A) = Fity(B)V1 <! < min{m,n}

Beweis 1. =— 2.aus27.18

3. 2.Seiency, ..., c, beziehungsweise dy, . . . , ds die Elementarteiler von A beziehungsweise B. Insbesondere
C1 0 d1 0
An 0 B~ 0
0 cr 0 ds
0 0 0 0

Argumentiere nun wie im Beweis von 27.17 in 2., 3..27.17 in 2,, 3..
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2. = 1.Sei
C1 0 d1 0
A~ 0 B~ 0
0 Crr' 0 d’l
0 0 0 0
mite; = di, ..., ¢ = dyetwady = \et,...,dr = \p¢ymit A, ..., \ € R,
A1
Cll 0 C1 0
0 _ Ar 0
0 d, 1 0 Cr
0 0 0 0
1
C1 0 d1 0
= A~ 0 - 0 ~B
0 Cr 0 d,
0 0 0 0 O
Beispiel 27.19

A= (; i) € M(2x2,7) — Fit1(A) = (1), Fita(4) = (2)

— Elementarteiler von A: 1, 2, insbesondere A ~ <(1) g) Sei
4 3 ) )
B = € M(2x2,72) = Fit1(B) =(2,3,4) = (1), Fita(B) = (2)

2 2

— A~B

28 Normalformen von Endomorphismen

In diesem Abschnitt sei K stets ein Kérper und n € IN.
Ziel: A,B € M(n xn, K)

« Wannist A~ B?
- Suche moglichst einfache Vertreter der Aquivalenzklasse beziiglich ,~“ (— Normalformen)

In Termen von Endomorphismen: Gegeben sei ¢ € End(V'),V endlichdimensionaler K-Vektorraum. Wir
suchen Basis B von V, sodass Mp(¢) mdglichst eincah ist.

Definition 28.1 A € M(n x n, K).
Py :=tE, — A€ M(n xn, K[t])

heif3t die charakteristische Matrix von A.
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Anmerkung Insbesondere ist Y7%" = det(Py).

Satz 28.2 (Satz von Frobenius) A, B € M(n x n, K). Dann sind dquivalent:
1. A~ B(in M(n x n, K))
2. Py~ Pg(in M(n xn, KJt]))

Beweis 1. = 2.SeiA~ B = 35 € GL(n,K): B=SAS™!

= Pp=tE,— B=tE, - SAS™' = StE,S—1— SAS™!
=S(tE, —A)S™!
——
=Py
— Pp~Py = Pp~ Py
2. = 1.Sei P4 ~ Pp:
a) Wir konstruieren R € M (n x n, K) mit AR = RB:
= 35,7 € GL(n, K[t]) : P4 = SPgT~!, das heiflt SPg = P4T
— S(tE, — B) = (tE, — A)T

Wir schreiben S, T in der folgenden Form:

m m
S=> #8,T=>Y tT, 8,TicM(nxn,K)
1=0 =0

— S(tE, — B) = itiSZ-(tEn —B) = i(ti“si —'S;B)
=0 =0
(tE, — A)T = (tE, — A) itT = i(ti“dTi_tiATi)
-~ . =0 =0

= > (Sim1 — SiB)t =Y (Ti-1 — AT)Y

=0 =0
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wobei S_1,T_1,5m+1,Tm+1 =0

= Si 1= 8b=T;—1—adl; 0<i<m+1
= A'S;_1 — A'S;B=AT;_, — AT, 0<i<m+1

m—+1 m+1
= ) (A'S;1 - A'S;B) = Y (AT, — AT
=0 1=0

= (AT, — ATy) + (ATy — APT) + -+ + (AT, — AT F2T,40)
= AT — AT, =0

m+1 ' m+1 '
— 3 as=Y A

=0 =0

m+1 m

= Y A'S; 1 => ASB
=1 1=0

= A(i Al&) = (i A’S,)B
1=0 1=0
= R:i=) A'S;
=0
dann AR = RB.

a) Wir zeigen R € GL(n, K) (wegen AR = RBistdann A = RBR™!,also A ~ B, fergit.) Nach
Vorraussetzung ist S € GL(n, K[t]) => 3IM € GL(n,K[lt]) : SM = E,, M =Y " jt'M;
mit M; € M(n x n, K), ohne Einschriinkung dasselbe n wie vorhin. Behauptung: Mit

m
N:=) BIM;e M(nxn,K)
j=0

gilt RN = E, also R € GL(n, K), denn: Es ist

RN =) RB/M,;
=0

Wegen RB = AR folgt RB? = RBB'~! = ARB’™' = ... = AR
Jj=0 7=0 i=0 i,j=0
Wegen SM = FE,, folgt

(itﬁ%) itﬂ'Mj =E,
=0

J=0
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2m
= SoM, + Z Z Si M th = E,
k=1 \i+j=k
= SoMo=E,, > SiM;=0 k>1

i+j=k

m 2m
i,j=0 k=1 i+j=k

~————
=0

Bemerkung+Definition 28.3 A € M (n x n, K). Dann gilt:

1. Es gibt eindeutig bestimmte normierte Polynome ¢;(A), ..., c,(A) € K|[t] mit
C1 (A) 3
Py~ c(A) [ ea(A) |-+ | enlA)
0 cn(A)
c1(A), ..., cn(A) heifen die Invariantenteiler von A.

2. Es gibt eindeutig bestimmte normierte Polynorme d; (4), ..., d,(A) € K|[t] mit
Fitj(A) = (di(A)) 1=1,...,n

Esist
di(A) = ggT(det(B) | Bistl x [-Untermatrix von P4)

.Insbesondere ist d,, (A) = x§9". d1(A), ..., d,(A) heifen die Determinantenteiler von A.

Beweis 1. Existenz: K[t] ist ein Euklidischer Ring. Elementarteilersatz = 3¢1,...,¢, € K[t]:

Esist Fit,, (Fa) = (det(Pa)) = (x3") # (0) = r = 0und
Fit,(Pa) = (¢1- ... &)

Da¢éy,..., ¢, # 0 eindeutig bis auf Assoziiertheit, existieren eindeutig bestimmte normierte Polynome
c1(A), ... co(A) mitci(A) £ ¢, ... cn(A) = G,
c1(A)
cn(A)
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2. K|[t] Hauptidealring = Fit;(P4),l = 1,...,n sind Hauptideale und nach 27.16 ist Fit;(P4) =
(c1(A)-...-¢(A))firl =1,...,n,insbesondere Fit;(F,) # (0). Erzeuger der Hauptideale Fit;(Py)
sind eindeutig bis auf Assoziiertheit. =—> Es existieren eindeutigbestimmte normierte Polynome d;(A),...,d,(A) €

K[t] mit Fit;(P4) = (d;(A)) furl =1,...,n.$
= Fit;(Pa) = (det(B) | Bistl x [-Untermatrix von A) = (d;(A))

mit d;(A) normiert und ggT(...) normiert = Behauptung. O

Anmerkung Also:
« Invatriantenteiler von A = normierte Elementarteiler von Py
+ Determinatenteiler von A = normierte Erzeuger der Fittingideale von Pj.
Folgerung 28.4 A € M(n x n, K).Danngilt: d;(A) = ¢1(A) - ... - ¢(A)VI = 1,...,n. Insbesondere gilt:
chélhar =dn(A) =c1(A) ... cn(A)

sowie

di(A) |- [ dn(A)
Satz 28.5 (Invariantenteilersatz) A, B € M (n x n, K). Dann sind dquivalent:
1. A~ B

2. Die Invatiantenteiler von A stimmen mit den Invariantenteilern von B iiberein:

c1(A) =c1(B),...,cn(A) = cn(B)

3. Die Determinantenteiler von A stimmen mit den Determinantenteilern von B iiberein:

dl(A) = dl(B)v <o ydn(A) = dn(B)

Beweis aus Satz von Probenius und Satz 27.18 O
Beispiel 28.6
Sei
0 1 3
A=13 1 —4]eM@Bx3Q)
-2 1 5
Es ist
t -1 -3
Py,=1-3 t—1 4 € M(3 x 3,Q[t])
2 -1 t-5

Bestimmung der Determinantenteiler von A : dj(A) = ggT(—1,...) =1

dy(A) = ggT((=1) -4 = (=3)(t = 1), (=3)(-1) = 2(t = 1),...)
=geT(3t—7,-2t+5,...)=1

ds(A) = X3 = (t—2)°
— c1(A) =1,c0(A) = 1,¢3(A) = (t — 2)°
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Sei
1 1 2 t—1 -1 -2
B = 1 1 -2|eMBx3,Q) = Pg= -1 t-—1 2
-1 1 4 1 -1 t—4

Bestimme Invariantenteiler von B:

t—1 -1 =2 -1 t—-1 2
Pe=| -1 t-1 2 |~[|t—-1 -1 =2
1 -1 t—4 1 -1 t—4
-1 t—1 2 -1 0 0
~l0 (¢t-12-1 —2+42(t-1) |~ 0 t*—2t 2t—4
0 t—2 t—2 0 t—2 t—2
-1 0 0 -1 0 0
~l0 t-2 t-2|~0 t-2 0
0 -2t 2t—4 0 -2t —t>2+3t—4
-1 0 0 1 0 0
~[0 t-2 0 ~ 10 t-2 0
0 0 —(t—2)? 0 0 (t—2)?
— ¢1(B) =1,¢2(B) =t —2,¢3(B) = (t — 2)*
dy(B) = 1,da(B) —t—2,d3(B) = (t - 2)°

Bemerkung 28.7 (28.7) A, B € M(n x n, K), K Teilkérper eines Kérpers L, dann sind folgende Aussagen
dquivalent

1. A BinM(n xn, K)

2. A BinM(n xn, L)
Beweis Ubung g
Ziel: Such moglichst einfache Matrizen, die vorgegebne Invarianten- beziehungsweise Determinantenteiler haben.

Definition 28.8 g = t> + a,_1t" ' + - +ait +ag € K[t],n > 1

0 —a
1 0 —aq
. )
0 —Qn-2
1 —an
heift die Begleitmatrix zu g.
Bemerkung 28.9 g € K|[t] nicht konstant, normiert. Dann ist ¢ (By) = -+ = cp—1(By) = 1,¢,(By) = g,
also
1
P, ~ 1
)
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Beweis Seig =t" + a1t P+ 4 ao
t agp
-1 ¢ a;
t ap—2

-1 t+ay—1

streiche erste Zeile, letzte Spalte von PBQ, erhalte Untermatrix

mit det(C) = (—1)"' = dy_1(By) =1 = di(By) = - = dp_1(B,) = 1, sowie ¢y (By) = -+ =
char

¢n—1(Bg) = 1. Wir zeigen per Induktion nach n, dass dn(B,) = X" = g.
Induktionsanfang:n = 1: g =t + ag, By = (—ag) = XCBhg‘” =t+ay=g

Induktionsschritt:
t aq
-1
ngar = det
t ap—2
-1 t+ ap—1
t aq —1 t
-1 - n+1
=t-det +(—=1)"""ap det
E t Ap—9 t
-1 t+ an—1 -1
=a1+agt+tan—1t" "2+ l=1g :(:f)"—l
—at+at?+-Fap 1t" P +t"+ay=g O
Bemerkung+Definition 28.10 g1,...,9, € K][t] normiert, nichtkonstant mit g; | g2 | -+ | gr, n =
deg(g1) + - - - + deg(gr)
Bgl
BQQ
Byi,...qr = ) € M(n x nK)

By

Dann gilt:

Cl(thu.,gr) =1,... acn—l(Bg1,.~.,gr) =1
Cn—r+1 (Bgl,...,gr) =91--- 7cn(Bgl,...,gr) = 9r
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Beweis

P, 9

gr

g1

9r

Satz 28.11 (Frobenius-Normalform) A € M (n x n, K). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes 7 € N

sowie eindeutig bestimmte normierte nichtkonstante Polynome g1, ...,g, € K[t/ mitg; | --+ | gr und A &~
By, . .g.- 91s---,9r sind genau die nichtkonstanten Invariantenteiler von A. By, . 4 heifit die Frobenius-
Normalform (FNF) von A.

Beweis 1. Existenz: Setze

k:=max{l € {1,...,n} | q(A) =1}
r=n—=%k
i = grri(AVi=1,...r
= n= deg(xff‘") = deg(dn(A)) =deg(c1(A) - ... -cp(A)) =deg(gr ... gr)
= deg(g1) + - - - + deg(gr)

— Die Invariantenteiler von A stimmen mit den Invariantenteilern von Bgl,...,gr iiberein — A~

Bgl7"'7g'f'
2. Eindeutigkeit: A~ By, 4 ~ By, = r=sANgi=Fki,...,9- = ks 0O
Beispiel 28.12
1.
0 1 3
A=[3 1 —4]eMBx3,Q)
-2 1 5

— (A =1,c0(A) =1,c3(A) = (t =23 =3 — 612+ 12t —8 =: g

0 0
01 6
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2.
1 1 2
A=[1 1 -2 eMBx3,Q)
-1 1 4
— qA)=1,0(A) =t—2=g1,c3(A) = (t—2)* =12 — 4t + 4 =: gy
2.0 0
— A= DBy 4=10 0 —4
01 4
3.
4 -1 -2 -3
-1 5 2 —4
A= 0 | 3 || eM@Ax4Q
-1 2 2 1

c1(A) =1,c2(A) =1,c3(A) =t —3=: g1, c3(A) = (t — 3)*(t — 2) = t3 — 83 + 21t — 18 =: gy

300 O
0 0 0 18
= A%Ban =g 1 0 2

001 8
Bemerkung 28.13 A € M(n x n, K). Dannist ¢, (A) = 3"
Beweis Ubung. 0
Bemerkung 28.14 g € KJt],g = hy - ... hx mit hy,...,h; € K[t] normiert, nicht konstant, paarweise
teilerfremd

By,
= B, ~
By,
Beweis 1. Sei C definiert als die rechte Seite, dann ist
1
1
1
P Bh, hy 1
P.= : ~ ~
C hl
B, 1
I
1
b
1
Pp, ~ =G
1
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2. G, H haben dieselben Fittingideale, denn: Sei n = deg(g), insbesondere G, H € M (n x n, K[t])
+ Fity(H) = (det(H)) = (b - hy) = (g) = (det(G)) = Fitu(G)

« Fit1(G) = - -+ = Fit,—1(G) = (1)
* Fitn_l(H) :_) (hl'-'-'hi—l'hi—i-l' hk‘l—l ) = ( ) also Fitn 1(H) 5 (1)
(da hq,..., hi) paarweise teilerfremd. Analog. Fltn_k_l’_z( ) = (1) fuiri = 1,...,k — 2. Klar:

Fity(H)= (1) furl=1,...,n —k
3. Wegen2.istG~H = Pp, ~P. = B;~C. O

Satz+Definition 28.15 (Weierstrass-Normalform) A € M(n x n, K).Dann existieren eindeutig bestimmte
m € N, Polynome hy, ..., hy, € K[t], die Potenzen von irreduziblen, normierten Polynomen sind, sodass

A= Bp, .. by,

h1, ..., hy sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt und heiflen Weierstrassteiler von A. By, 5, heifdt
eine Weierstrass-Normalform von A (WNF). hq, . .., hy, sind die Potenzen irreduzibler Polynome, die in den
Primfaktorzerlegung der nichtkonstanten Invariantenteiler von A auftauchen.

Beweis 1. Existenz: (Algorithmus zuv Herstellung der Weierstrassnormalform)
Seien g1, . . ., gr € K|[t] die nichtkonstanten Invariantenteiler von A (mit g | - - - | g)
By,
A ~ Bgl7"'7g’7‘ =
Bgr
Nach 27.5 ist K[t] ein faktorieller Ring, das heifit fiir i = 1,...,r existieren paarweise teilerfremde
Polynome hj; 1, . .., h; j,, deii Potenzen irreduzibler Polynome sind, sodass g; = h;1 - ... hiy,
B hi1
B hi iy
28.14
— A ~
Bhr,l
hr,kr
2. Eindeutigkeit von m sowie von hq, . . ., hy, bis auf Reihenfolge. Sei
By,
A=
By,
wobeihy, ..., hy, Potenzenirreduzibler Polynome. Wir sortieren by, . . ., hyy, so,dasshy = p{', ..., by =
pzk , D1, - - , D irreduzibel, normiert, paarweise verschieden, sodass alle weiteren h; Potenzenvonpy, . . ., pg

sind mit kleinerem oder gleichem Exponenten. Setze f1 := kgV(hi,...,hpm) =h1-...-hg, b1, ..., hg
paarweise teilerfremd, f1 normiert vom Grad > 1.

By

1

By,
Ar r . fi Rt b =h1- By

m



28 Normalformen von Endomorphismen 75

Wende dieses Verfahren auf die Matrix

B hit1
By,
an: Nach Umsortieren von A1, . . . , Ay, wie oben erhalten wir fo € K[t] mit
By,
By,
A~ B, ol fisfifohe oo by =hy- oo by
By,
fonormiert vom Grad > 1.Iteriere dieses Verfahren, dies bricht ab, erhalte normierte Polynome fi, ..., f,
vom Grad > 1,sodass f, | fr—1 |- | fi,fi--..- fr="h1-... - hyund
B, By,
A ~ ~ = Bf?‘?"':fl

Bf'r Bfl
Eindeutigkeit der Frobeniusnormalform = fi,..., f, eindeutig bestimmt. Uber die Faktoren von
fi,.-., fr bekommt man m und Ay, ..., h, (bis auf Reihenfolge) zuriick. = m eindeutig bestimmt,
hi, ..., hpy eindeutig bis auf Reihenfolge. 0

Beispiel 28.16
1.
-2 1 5
A=11 1 -2 eM@Bx3Q)
3 1 6

— (A =1,c2(4) =1,c3(4) = (t = 1)(t —2) . Mithy =t — 1, hy = (t —2)> =12 — 4t + 4

ist
10 0
A%Bhl,hzz 0 0 —4
01 4
(Weierstrassnormalform von A)
2. (vergleiche 28.6.2)
4 -1 -2 3
-1 5 2 —4
A= 0 1 3 € M(4x4,Q)
-1 2 2 1

— 1(A) = 1,c(A) = 1,¢3(A) = t — 3,¢4(A) = (£ —3)%(t —2). Mit hy := t — 3, hg :=
(t—3)2 =12 —6t+9,h3 =1 — 2ist

3 0 0 O
00 =9 0
A= Bh1,h27h3 = 01 6 0
00 0 2

(Weierstrassnormalform von A)
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Ziel: Einfachere Normalform, falls Xf{“" in Linearfakotren zerfillt (und damit alle Weierstrassteiler Potenzen

linearer Polynome sind.)

Bemerkung+Definition 28.17 A € K, f = (t — \)° € K[t]. Dann gilt:

A 0
By~ |t — J(\e) € M(e x ¢, K)
0 1A

(e=1:J(A, 1) = (\)). Eine Matrix der Form J(\, €) heift Jordanmatrix iiber K.

Beweis SeiJ := J(\,e)

—p= — d(J) = (- N
-1 t—A

Es ist

det - = (-1 = dey1 =1
—1 t— A

28.4 . . . . . .
= di(J) = -+ = de—2(J) = 1. = Determinantenteiler von .J stimmen mit Determinatenteilern von
Invariantenteilersatz Bf ~J 0

By tiberein

Satz+Definition 28.18 (Jordansche Normalform) A € M(n x n, K), X" zerfalle in K [t] in Linearfaktoren.
Dann existieren Jordanmatrixen J; = J(A1,e1), ..., Jm = J(Am, €,) tiber K, sodass

J1
Ar =:J
Im

Hierbeisind Ay, . . ., A, die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerte von A (= Nullstellen von XCAh‘").

J1,..., Jm sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt. Die Matrix J heifdt eine Jordansche Normalform
(JNF) von A.

Beweis 1. Existenz: Esist X' = d,,(A) = c1(A) - ...  cn(A) = c1(A),...,cn(A) zerfallen alle in
Linearfaktoren. = Alle Weierstrassteiler h1, ..., h;, von A sind Potenzen von linearen Polynomen
hi = (t—X\)" firein \; € K,e;.N.Wegenhy - ... - hy, = c1(A4) - ... cp(A) = XZ“”" sind die \;
genau die Eigenwerte von A. Setze J; := J(\;, €;) 210 B, = J(N\i,ei)Vi=1,...,m.

Bhl Jl

Q

= A= .
ma Jm

2. Eindeutigkeit von Jy, . . ., Jy, bis auf Reihenfolge: folgt aus Eindeutigkeit der Weierstrassnormalform bis
auf Reihenfolge von hy, ..., Ay, O
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Anmerkung - Ublicherweise gruppiert man in der Jordanschen Normalform Jordanmatrizen zu gleichen
Eigenwerten zusammen. (zu einem Block mit aufsteigenden e; ’s)

«

« Es gilt: A diagonalisierbar <= Jordansche Normalform von A ist eine Diagonalmatrix (denn: , <=
trivial , = “ da Diagonalmatrizen bereits in Jordanscher Normalform sind) (mit 1 X 1- Jordanmatrizen)

char

Algorithmus 28.19 (Algorithmus zur Jordanschen Normalform) Eingabe: A € M (n x n, K),sodass x4
in Linearfaktoren zerfallt.

Ausgabe: Jordansche Normalform von A.

Durchfiihrung:

1. Bestimme die nicht konstanten Invariantenteiler von g1, . . ., g, von A.

2. Bestimme die Primfaktorzerlegung

g’L e (t — )\i’l)mi,l oL (t _ )\z7kl)mz’k2

3. Erhalte:
J(M1,ma)
J(Aryk'r ) m"'ykr )
4. Gruppiere Jordanmatrizen zu gleichen Eigenwerten zusammen (jeweils nach aufsteigender Grofie geordnet.)

Beispiel 28.20 (28.20)
1. (vergleiche 28.16.2)

-1 5 2 -4
A=, | 5 ||eMAEx4Q)
-1 2 2 1

— 1(A) =1,c2(A) = 1,¢3(A) =t — 1 =: g1, ca(A) = (t — 3)*(t — 2) =: go. Weierstrassteiler
2

vonA:hy =t—3,ho=(t—3)",hg =t —2
3 0 0 0
Bh1 J(371) 03 00
— A%thh%h‘%: th ~ J(3,2) = 01 3 0
Bh3 J<271) 00 0 2
2. (vergleiche 28.6)
0o 1 3
A=[3 1 4] eMBx3,Q) = ci1(4) =1,c(A) =1,¢3(4) = (t — 2)°
-2 1 5

—> Weierstrassteiler von A: h; = (¢ — 2)3

— A~ By, =J(2,3) =

S =N
=N O
N OO
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3.
1 1 2
A=[1 1 2| emMBx30Q)
-1 1 4
= c1(A) =1,c2(A) =t —2,¢c3(A) = (t — 2)2 —> Weierstrassteiler von A: hy =t — 2, hy =
(t—2)°
2 00
B, J(2,1)
:>A%Bh17h2:< ! )%( ) 020
Bh2 J(272) 01 2
29 Moduln

In diesem Abschnitt sei ? sets ein kommutativer Ring.

Definition 29.1 (Modul) Eine Menge M zusammen mit einer Verkniipfung
+:MxM— M (x,y) »x+y
(genannt Addition) und einer dufleren Verkniipfung
tRx M — M,(a,z) X az
(genannt skalare Multiplikation) heift ein R-Modul, wenn gilt:

« (M1) (M, +) ist eine abelsche Gruppe, Das neutrale Element bezeichnen wir mit 0, das Inverse zux € M

mit —x.
+ (M2) Die skalare Multiplikation ist in folgender Weise mit den Verkniipfungen auf M und R vertriglich:
(a +b)x = ax + bx

a(x +y) = ax + ay

(ab)z = a(bx)
-lz=x

Va,b e R,z,y.M

Beispiel 29.2
1. K Korper, V' K-Vektorraum = V ist ein K-Modul.

2. (G, +) abelsche Gruppe wird zum Z-Modul durch

g+---+g n €N
1
7 -ma.
ZxG—G,(n,g)—<0 n=20
—(g+--+g) —-neN
————
n -mal

Umgekhert ist jeder Z-Modul eine abelsche Gruppe beziiglich ,+*

3. I C Rldeal = [istein R-Modul (Addition: auf I eingeschrinkte Addition von R, skalare Multiplikation:
R x I —1I,(a,z) — ax). Insbesondere ist R ein R-Modul.
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4. I C Rldeal — R/ 7 ist ein R-Modul (skalare Multiplikation: i x R/ T R/ T, (a,T) — ax)
5. K Korper, V K-Vektorraum, ¢ € End(V) = V ist K[t]-Modul via skalare Multiplikation:

K[t] xV =V, (f,v) = f(p)(v)

Definition 29.3 M, N R-Moduln, ¢ : M — N. ¢ heiflt R-Modul-Homomorphisum 24 Figr alle T,y €
M, a € Rgilt:

p(r+y) = p(x) + ¢(y)
p(az) = ap(x)

© hei’t (R-Modul)-Isomorphimus 2L  ist ein bijektiver R-Modul-Homomorphismus. 3 ein Isomorphismus
zwischen M, N, so scheiben wir M = N.

Definition 29.4 M R-Modul, N C M. N heiflt ein Untermodul von N 24 Folgende Bedingungen sind
erfillt:

- UN0e N
c (U2)z,ye N = z+yeN
+ U)ae R,xe N = axr €N

Beispiel 29.5
1. K Korper, V' K-Vektorraum == Untermoduln von V' = Untervektorraum von V'

2. M = R als R-Modul =— Untermodul von M = Ideale in R.

Bemerkung+Definition 29.6 1 R-Modul, N C M Untermodul. Dann gilt: Durch z ~ y 2L, yeN
ein eine Aquivalentzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse T von = € M ist gegeben durch

r=x+N={zx+y|lyeN}

Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichenn wir mit M/ N M/ v wird mit den Verkniipfungen

b Mo Moy My s 45.=7+y

-:RXM/N%M/N,CL‘.@::@
zu einem R-Modul, dem Faktormodul M/ 'N- Die kanonische Projektion

T: M — M/ N> T T

ist ein surjektiver R-Modulhomomorphismus
Beweis analog zu K-Vektorraum, vergleiche 13.7,13.8 g

Bemerkung+Definition 29.7 M, N R-Moduln, ¢ : M — N Homomorphismus. Dann gilt:
1. ker := {x € M | p(x) = 0} ist ein Untermodul von M.
2. pistinjektiv <= ker p = {0}

3. im ¢ := @(M) ist ein Untermodul von N.
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4. cokerp =V //im o heifit der Cokern von ¢, es gilt: ¢ surjektiv < coker ¢ = {0}
5. (Homomorphiesatz) ¢ induziert einen Isomorphismus
.M :
D /kergo — im e,z + ker p — p(z)
Beweis analog wie fiir K-Vektorraum. 0

Bemerkung+Definition 29.8 M R-Modul, (M;),. ; Familie von Untermoduln von M. Dann gilt:
1.

ZMi = {Za:z | x; € My, z; = 0 fiir fast alle ¢ € I}
i=I i€l
ist ein Untermodul von M und heiflt die Summe der M;, 7 € I.

Nier M;
ein ein Untermodul von M.
Beweis nachrechnen. O

Bemerkung+Definition 29.9 (M;),.; Familie von R-Moduln. Dann gilt:
1.

[T M= {(zi)ies | i € Mi}

el
wird mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation ein R-Modul, das direkte Produkt
der M;, v € 1

PicrM; == {(xi)iel | z; € M;,x; = 0 fiir fastalle i € I}

wird mit komponentenweiser Addiiton und skalarer Multiplikation ein R-Modul, die direkte Summe
der M;, 1 € 1

Falls I endlich, dann ist

H M; = ®ierM;
i€l
Spezialfall:
Beweis nachrechnen. O

Anmerkung Zusammenhang zur direkten Summe von Untervektorraumen aus LA1: Sei M R-Modul, M7, My C
M Untermoduln
My & My = {(ml,mg) | my € M, mg € MQ}

= Erhaltne surjektiven Homomorphisums
©: My ® My — My + Ma, (my,m2) — my + mo
ist M1 N My = {0}, dann ist
ker p = {(m1,m2) € M1 & My | m1 +mg =0} = {0}

denn:my +me =0 = my = —mgy € M; N My = {0}, also m; = mgy = 0. das heiflt wir erhalten einen
Isomorphismus von R-Moduln My & My = My + Ms. Insbesondere: ist My + My = M, M1 N My = {0},
dann ist My & My = M.
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Bemerkung+Definition 29.10 / C R Ideal, M R-Modul, (z;),.; Familie von Elementen aus M. Dann gilt:
1.
n
JM = {Zai cx; |a; € I,x; € M,n € N}
i=1

ist ein Untermodul von M.

Lin((2:);e;) = {>_ aixi | a; € R, a; = 0 fiir fastalle i € I}
i€l

ist ein Untermodul von M, die lineare Hiille von (z;), ;-
Definition 29.11 M R-Modul, (;),.; Familie von Elementen aus M. (z;); heifit

+ Erzeugendensystem von )/ 2L = Lin((2;);¢)-

. v o Def
. linear unabhingig <> aus

Zaimi =0

el
wobei a; € R,a; = 0 fiir fastalle ¢ € [ folgta; = 0Vi € [

. Def . T .
- Basis von M <> (%), ist ein linear unabhingiges Erzeugendessystem von M.
M heift

. Def . . .
. endlicherzeugt < M besitzt ein endliches Erzeugendessystem

. Def . . .
. frei <= M besitzt eine Basis

. . Def . . . .
. endlichfrei <= M besitzt eine endliche Basis

Beispiel 29.12
1. K Korper = Jeder K-Vektorraum ist frei

2. Rist freier R-Modul (1) ist eine Basis)
3. Seine N,n>1
. Z/nZ ist endlicherzeugtes Z-Modul, denn:
- Z/nZ ist als abelsche Gruppe ein Z-Modul.

-Lin(()={r-1|rez}={r|reZ}= Z/nZ' (1) ist ein Erzeugendessystem von Z
als 7Z-Modul.

- Z/nZ ist kein freier Z-Modul, denn: Seix = a € Z/nZ = nx = na = na = 0, aber
n # 0. = (z) linear abhiingig — Jede Familie # () von Z/nZ ist linear abhingig.
Insbesondere kann Z/nZ keine Basis als Z-Modul haben.

Beachte: Als Z/nZ-Modul ist Z/nZ frei (siehe 2.)

Fazit: Es gibt Moduln, die keine Basis haben.
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Bemerkung 29.13 M freier R-Modul, B = (x;),; Basis von M. Dann existiert ein Modulisomorphisums

Pp: DR — M, (ai)iel — Zaixi

il
(beachte: a; = O fiir fast alle 7 € 1)
Beweis + ®5 Homomorphismus: klar
+ ®p surjektiv, denn: B Erzeugendessystem von M
+ ®p injektiv, denn: B linear unabhingig U
Anmerkung + Man kann zeigen: Sind (2);c;, (¥5) ;c ; Basen des freien R-Moduls M, dass existiert eine

Bijektion I — .J, das heiflt |I| = |J|. Wir werden obige Aussage in 30 fiir endlich freie Moduln iiber
Hauptidealringe zeigen.

+ Man kann zeigen: M endlicherzeugt <= M endlich frei

« Achtung: Es gilt im Allgemeinen kein Analogon des Basisauswahlsatzes: (2, 3) ist ein Erzeugendensystem
des freien Z-Moduls Z wegen 1 = (—1) - 2 + 1 - 3, aber weder (2) noch (3) sind Basen von Z.

Anmerkung Man kann zeigen: Sind M, N endlich freie R-Moduln, dann kann man ananlog zu LA1 jeden
Modulhomomorphismus ¢ : M — N nach Wahl von Basen A von M, 3 von N durch eine Darstellungsmatrix
M\ () beschreiben. Es gilt die Basiswechselformel

Mg () = T MATY
wobei T = M+ (idyr), T = ME (idps) (Beweis analog zu LA1).

Bemerkung 29.14 M, N R-Moduln, ¢ : M — N Homomorphismus, sodass ker(¢), im(¢) endlich erzeugt.
Dann ist M ein endlich erzeugtes R-Modul.

Beweis Sei (21, ..., %) ein Erzeugendensystem von ker ¢ C M, (y1,...,y,) ein Erzeugendensystem von
ime C N.Wir wihlen §; € o *({y;}) firi = 1,...,n. Behauptung: (z1,...,%m,J1,--.,Tn) ist ein
Erzeugendensystem von M, denn: Seim € M = ¢(m) € im ¢, das heiflt Jaq, . .., a, € R, sodass

Sp(m) =a1y1+ -+ aplyn = al@(gl) ++ angp(ﬂn)
= c)O(Cllgl +- angn)
= m— (@191 + -+ anln) € ker

— Hbl,...,bmeR:m—(algj1+---+angn):blm1+...bmxm
= m=bix1+ -+ by, +a1y1 + -+ ann O

Bemerkung+Definition 29.15 M R-Modul. # € M heift ein Torsionselement von M 2434 € R, a kein
Nullteiler, mit ax = 0.
T(M) ={x € M | x ist ein Torsionselement }

ist ein Untermodul von M, der Torsionsuntermodul von M. M heifdt

Torsions-R-Modul &£ T(M)=M

torsionsfreier R-Modul 2% T(M)

{0}
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Beweis Ul:0 € T (M) wegen1lp -0 =0.
U2:z,y € T(M) = da,b € R, a,bkeine Nullteiler mit ax = 0, by = 0.

= abr =0,aby =0 = ab(z+y)=0

Wegen a, b keine Nullteiler ist ab auch kein Nullteiler = = +y € T'(M).
U3:Seix € T(M),a € R = 3b € R, bkein Nullteiler mit bx = 0

= b(az) =0= (ba)z = (ab)r =a(bzx) =0 = ax € T(M)

-0 O

Anmerkung Falls R nullteilerfrei, dann T'(M) = {z € M | Ja € R,a # 0 : ax = 0}

Beispiel 29.16
1. K Korper, V K-Vektorraum == V ist torsionsfreier K-Modul, denn:

T(V)={zeV|INe K,A#0: \x =0} = {0}
2. 7 ist ein torsionsfreier Z-Modul, denn:
T(Z)={x€Z|3acZ,a#0:ax =0} ={0}
3. Firn € N,n > list Z/nZ ist ein Torsions- Z-Modul, denn fiir alle a € Z/nZ ist
n-a=na=0

das heifdt
T(Z/nZ> = Z/nZ

Bemerkung 29.17 F freier R-Modul. Dann sit F’ torsionsfrei, das heifit T'(F') = {0}

Beweis Sei (7;);c; eine Basis von I,y € T(F'), a € R kein Nullteiler mitay = 0. == 3b;;,...,b;; 1y =
bi1xi1 +ot biS-Tis-

— Ozay:abilﬂfil —|—...—|—abiS:EiS — abil = ... :abis =0
:>b21::bZS:0:>y:O,a]soT(F):{O} 0

Anmerkung Die Umkehrung ist falsch: Q) ist torsionsfreier Z-Modul, aber kein freier Z-Modul.
« @ ist torsionsfreier Z-Modul, denn: T'(Q) = {x € Q | Ja € Z,a # 0 : ax = 0} = {0}

+ () ist kein freier Z-Modul, denn:

- Sinda, b € @), dann ist die Familie (a, b) Z-linear abhingig, da: Ista = m1/n1 # 0,b = ma/ny #
0, dann ist
monia — mingb =0

- Leere Familie, beziehungsweise einelementige Familien sind keine Erzeugendensysteme von () als
Z-Modul.

Definition 29.18 (Linge) M R-Modul.
Ir(M) :==sup{l € Nog | Mp = {0} C My C My C --- C M; = M ist eine Kette von Untermoduln von M } € NoU{oo}

heiflt die Linge von M.
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Beispiel 29.19
1. K Korper, V K-Vektorraum = L (V) = dimg(V'), denn:

« dimg (V) =n < oo = Wihle Basis (v1,...,v,) von V, dann ist
My = {0} C Lin(vy) € Lin(vy,v2) € --- C Lin(v1,...,v,) =V

eine Kette von Untervektorraumenvon V. = g (V) > n.
Ist Mo = {0} € My € --- € M; = V eine Kette von Untermoduln, dann ist 0 < dim M; <
- < dim M; = dim V = n, insbesondere dim V' = dim M; > [, also [ (V) < n.

s dimg (V) =00 = Ig(V) = oc.

2. 17(Z) = oo, dann: firallen € Nist0 C 2"7Z C 2" 17 C --- C 27 C 7 eine Kette von Untermoduln
von Z.

3. 1y (Z/GZ) = 2, dann: Fiira € Z/6Z ist

Z_/GZ ae{ ,5}
Lin@) = {0} @ - 0

0,3 a=3

{0,2,4} ae{2,4}

= Die beiden Ketten {0} C Lin({3}) < Z/GZ,{(_)} C Lin(2) ¢ Z/GZ konnen nicht weiter
verfeinert werden, also [y (Z/GZ) =2

4. Ip(M) =0 < M = {0}
Bemerkung 29.20 M R-Modul, N C M Untermodul. Dann gilt: [r(N) < Ig(M).

Beweis Ist0 C N; C Ny C -+ C N; = N eine Kette von Untermoduln von N, dannist0 C Ny € --- C
N; = N C M eine Kette von Untermoduln von M gleicher oder groherer Linge. O

Bemerkung 29.21 M’ M” R-Moduln. Dann gilt: [ (M’ & M") = Ig(M') + lg(M").
Beweis 1. Es geniigt zu zeigen: M R-Modul, M’, M"” C M Untermoduln mit M = M’ & M”, dann ist
Ir(M) = lR(M,) + ZR(M”)

(Setze M = M' @& M", ersetze M', M" durch isomorphen Moduln M’ & {0}, {0} & M", M ist die
direkte Summe dieser Untermoduln)

2. Beweis von ,>“
Seien {0} C M| C --- C M/ = M' {0} C M{ C --- C M = M" Ketten von Untermoduln von
M’ beziehungsweise von M".

= {0} cMe{0}C- CMe{0} M oM ¢ CM oM =M
ist eine Kette von Untermoduln von M.

3. Beweise von ,,<“
Sei0 C My € --- € M; = M eine Kette von Untermoduln von M. Wir betrachten die Abbildung

T M=MaoM - M at+b—b
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Behautung: Fiir alle 0 < ¢ < [ gilt:
M; " M" C M; 1 N M oder m(M;) C 7(M;ii1)

Annahme: Es existiert ¢ mit M; N M’ = M; 41 N M' und 7(M;) = 7(M;41). = Firallea €
M 13b € M; : w(a) = w(b).

— a—bckerr =M — a*bEMi+1EMZ‘+1OM/:MZ‘OM/§MZ‘

a:(a—b)—i—bEMi = M;11 C M, C My, = Mi+1:Mi\

Wegen der Behautung gibt es in den Ketten 0 C 7(M;) C ... C 7(M;) = M" und 0 C M1 N M’ C
... € M;n M" = M’ zusammen mindestens [ echte Inklusionen, héchstens aber Ip(M") + [gr(M’)
echte Inklusionen. = [ < Ip(M') + Igr(M") O

30 Moduln iiber Hauptidealringen

In diesem Abschnitt sei R stets ein Hauptidealring.
Ziel: Struktursatz fiir endlich erzeugte R-Moduln.

Bemerkung+Definition 30.1 F endlich freier R-Modul. Dann gilt: Je zwei Basen von F" haben dieselbe Kardinalitit.
Diese heifit Rang von F.

Beweis 1. Falls R Korper, dann F' endlichdimensionaler R-Vektorraum, Behautung folgt aus 9.8. Im Folgenden
sei IR kein Korper.

2. Da I endlich frei, existiert endliche Basis (v1, ..., vs) von F. Sei (w;), . eine beliebige Basis von F’
— F%RS, Fg@ieIR::M
—> IR -Modulisomorphismus p : R* — M.

3. Es existiert irreduzibles Element p € R. dann: R kein Kérper = Ja € R\ (R*U{0}) = alasst
sich als Produkt irreduzibler Elemente schreiben = es existieren irreduzible Elemente p € R.

4. Wir betrachten Abbildung p : R* — M/pM’ x— p(z) +pM
+ pist Homomorphismus, da p Homomorphismus
+ pist surjektiv, da p surjektiv

« kerp = pR? denn: ,O“ Seix € pR*Iy € R* : © = py — px) = p(x) + pM =
p(py) +pM = pp(y) +pM = x € kerp
~——

epM
,C“Seiz € kerp = p(x) e pM = Jye M :p(x) =py = Iy € R*:

y=p(y) = px)=pp(y) = plpy) = = =py € pk’
Nach Homomorphiesatz erhalten wir einen Isomorphismus
S
M
von R-Moduln

5. Die Abbildung 6 : Rs/pRs — (R/pR)s, (z1,...,35) + pR® = (21 + pR, ..., x5+ pR) ist ein

Isomorphismus von R-Moduln:
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+ @ Homomorphismus: klar
+ 0 surjektiv: klar

+ 0 injektiv: Sei O((z1,...,25) + pR*) = 0 = (pR,...,pR) = (x1+pR,...,x5+pR) =
(pR,...,pR) = z1,...,25s € pR = (21,...,25) + pR* = pR".

Analog ist
M/pM = EBieIR/p Gier R = EBieIR/pR

S
6. Aus 4., 5. erhalten wir Isomorphismus & : (R/p R) — Bic IR/p R von R-Moduln. Da p irreduzibel, ist

K = R/p R ein Korper (Anmerkung nach 26.26). Quelle / Ziel von @ sind K-Vektorridume via skalarer
Multiplikation.

S S
£x(Bp) = (Br) (@t pR)(a1 + pr. . 20+ pR) := (azy +pR. ... az, + pR) = a(z1 + pR, ...
analog fiir B;¢ IR/p R- @ ist auch ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen, denn

O((a+pR)(x1 +pR, ...,z +pR)) = ®(a(x1 +pR, ..., 2 +pR)) = a®(z1 +pR, ..., 15+ pR)
= (a+pR)®(x1 +pR,...,zs + pR)

7. Wegen 6.ist @ : K° — @, K ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Wegen 1. folgt || = s. |

Satz+Definition 30.2 A € M (m x n, R). Dann existerenr € No, c1,...,¢, € R\ {0}, sodass

C1

Cr

0

mitcy | -« | ¢ 7risteindeutig bestimmt, ¢y, . . ., ¢, sind eindeutigb bestimmt bis auf Assoziiertheut und heiflen
die Elementarteiler von A.

Beweis 1. Eindeutigkeit: Wie im Beweis von 27.17 tiber Fittingideale

2. Existenz: Wir gehen dhnlich vor wie bei Gauf3-Diagonalisierung (vergleiche Beweis von 27.8) und modifizieren
das Verfahren wie folgt: Setze 0 : R \ {0} — Ny, a — Anzahl der Primfaktoren von a (mit Vielfachheit
gerechnet). (insbesondere 0(a) = 0 fiir a € R*)

a) Schritt: Erreiche durch Zeilen- und Spaltenvertauschung, dass d(a11) < (a;;)Vi, j mit a;; # 0

b) Schritt: Bringe A auf die Form
all 0

Falls a11 | a1; und ajq | a1 fiir alle 7, j, dann erreiche obige Form durch elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen. Andernfalls: Ohne Einschrinkung gelte a;; 1 a; fiir ein¢ > 1. Da
R Hauptidealring, ist GGT(GH, an) 7& (. Sei B S GGT(aH, aﬂ). Daaq; f a;1 ist 5(6) < (5(@11)
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(B kann nicht gleich viele Primteiler wie a1 haben, sonst 3 L a; = an | a;1") Nach 26.22
existieren u, v € R mit 8 = ua1 + va;1, und es existieren i, v € R mit

a1 = Pu,ain = o = B=ubu+vpo = P(ut+v0) = B(1— (va+v0)) =0
— wuu + vv = 1. Esist

U ) U —v 1 0

=:B
das heiflt B € GL(n, R). Multiplikation von B von links bewirkt folgende Zeilenoperationen:
+ neue erste Zeile = u-faches der alten ersten Zeile + v-faches der alten i-ten Zeile
+ neue i-te Zeile = —v-faches der alten ersten Zeile + w-faches der alten i-ten Zeile
In der Matrix B A steht links oben das Element 5 mit §(/3) < d(a11). Erhalte durch Zeilen-/Spaltenvertauschung
an A’ = BA eine Matrix A" = (a;'j) mit §(a”) < & (a;;.) fiir alle 4, j, af; # 0 und §(a}y) <
d(a11). Dieser Prozess bricht nach endlich vielen Iterationen ab. Wir erhalten eine Matrix der Form

di1 0
D = . ydi1 #0,0(di1) < d0(a1r1),0(dn) < 6(dij)Vi, g, dij # 0

©) Schritt: Fiihre das Verfahren analog zu der Gau8-Diagonalisierung iiber Euklidischen Ringen weiter

(mit Modifikationen analog zu oben). O
Bemerkung 30.3 R Hauptidealring, « € R\ (R*U{0}),a = p1 - ... p, mit irreduziblen Elementen
P1, - - -, pr (nicht notwendig paarweise verschieden). Dann ist

n(Tag) =7

insbesondere ist [ g (R/aR) < 00

Beweis 1. Nach Ubungen induziert die kanonische Projektion 7w : R — R/a R €ine Bijektion
® : {Ideale ] C R,I D aR} — {Ideale von R/aR}
Hierbei: Ideale in R/ WR= R/ wR~Untermoduln von R/ wR = -Untermoduln von R/ R (skalare Multiplikation:
RxT p =B o (b, +aR) — br + aR)
2. Aus 1. folgt:

ZR(R/QR) =sup{l € No | (a) S Iy C -~ C I; = R, Iy Ideale in R}

=

=sup{l € Ngo | (a) S (a1) -+ C (1) = R,a; € R}

=

=sup{l €N | | a1 |- |ay|ao:=a,a; € Rya; € R*,a; # a;41,i=0,...,1 —1}
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3. Wegenl |py [ pip2 |-+ |p1--v o pr = afolgth(R/aR> >r
Da R Hauptidealring und insbesondere faktoriell, hat @ bis auf Assoziiertheit nur endlich viele Teiler,
insbesondere [ (R/ 0 R) < 00. Annahme:

ZR<R/aR) =s>r = 3Ja,...,as € R\ {0} :as|as—1|---]a1|ap=0

ohne Einschrinkung as = 1,a; 2 a;4 1 firi =0,...,s — 1. = Je1,...,¢s € R\ (R* U {0}) mit

Aa=¢1a] =C1Ca9 ="+ =Cl ...  Cs—_105—1 =C1*..."Cs
zua =pp-...-pp, Rfaktoriell. Il
Bemerkung 30.4 ¢;,...,c, € R\ (R*U{0}) mitey | e | -+ - | ¢r. M R-Modul mit

~J T R
M= @iZI /CZR
Dann gilt:  ist eindeutig bestimmt, cy, . . . , ¢, sind eindeutig bestimmt bis auf Assoziertheit durch M.

Beweis Sei . R
o
M= 8™ (a) = S=1778))
mit
as | as—1 |- |a,a; € R\ (R*U{0})
Be| Be—1 |- | B, Bi € R\ (R*U{0})
1. Behautung: Fiir alle & < min{s, t} ist (o) = (B), das heift ay = Sy, denn:
Annahme: Dies gilt nicht, ohne Einstrinkung sei & < min{s, ¢} mit (ag) # (8;). = firl <i <k
ist (OCZ) = (,31)
— OékM @ 10k /( ) 1OckR/( )

denn fiiri = k, ..., sisto; | o und somit (avg) C (). Andererseits:

oM = €B§~:1OékR/(/8 N = ®;= 1akR/(ﬁ ) D @J KOk /(5 )
= ojzionY () © dfsen'V(g))

Es ist

Ir(cM) < lp(M ZZR( Ve R)

i=1
= Lingen aller auftretenden Moduln sind endlich. Es ist

rlapM) = Zl3<ak / ) ZZR<O‘/€ / >+ZZR<O”“R/(/3 ))

insbesondere osz/( By) = (ak) C (Bk) Durch Vertauschen der Rollen von «;, 3; im obigen

=0
Beweis erhalten wir () C (ax) = (o) = (Bk)"
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2. Nach L.ist (o) = (5;), das heiflt o; LBVl <i< min{s,t}, ohne Einschrinkung s < ¢. Annahme:
s<t
M = @S R k R ~ s R
= = Dizq /(052) S5 69]:s—l—l /(Bz) =D /(Oéz)

:>0—ZR( ]S+1/ ) ZZR<R/ ) /(Bj):() j=s+1,...,t

J=s+1
= Bst1,---,0t € R* . Alsos =1t. U

Satz+Definition 30.5 (Elementarteilersatz) I’ endlich freier R-Modul, M C R Untermodul. Dann existiert
eine Basis (21, ... 2m) von F sowie s € Ny, c1,...,cs € R\ {0} mit folgenden Eigenschaften

1. (c1x1,...,Csxy) ist eine Basis von M.
2.c1|ea ]| es

sisteindeutig, c1, . . ., ¢s sind eindeutig bis aus Assoziiertheit durch M bestimmt. (sind insbesondere unabhéngig
von der Wahl der Basis (1, . . ., Z;,)) und heiffen die Elementarteiler von M C F.

Beweis Existenz: Sei (y1,...,Ym) eine Basis von F.

1. Behauptung: M ist endlich erzeugt, denn: Beweis per Induktion nach m
m = 1: dann existiert ein [somorphismus ¢ : F' — R, (M) C R ist ein Untermodul, insbesondere
endlich erzeugt, da R Hauptidealring = M endlich erzeugt.
m > 1:Wirsetzen F' := Lin((y1,...,Ym-1)), F" := Lin((ym)). Wir betrachten die Projektiosabbildung
T:F=F®F' — F'.a+b — bsowien|, .Esistker(n|, ) = ker(m) "M = F'n M C

F’ im (7‘(‘ M) = 7(M) C F”.Nach Induktionsvorrausetzung sind die Untermoduln ker (ﬂ M) C F/,
sowie im (F‘M) C F" endlich erzeugt = M endlich erzeugt.

2. Sei(z1,. .., 2,)einendliches Erzeugendensystem von M. Wir betrachten den R-Modulhomomorphismus
¢:R"— F,ej— zj,j=1,...,nmitey,...,e, wieiblich.im ¢ = Lin((21, ..., 2z,)) = M. Setze
A= Mg (9) = (agg) = 2 = Z Qg G =1L
nach 30.2 existieren S, T invertierbare Matrizen iiber R, ¢y, ...,cs € R\ {0} mit

C1
SAT! = Cs ,ocr ] es
0 o
— Es existieren Basen (21, ..., %) von F, (vy,...,v,) von R" mit
C1
v v 0
1---Un —
M(acl,...,:pm)((p) - Cs
0 |0

= (c1x1,...,csxs) ist ein Erzeugendensystem von im ¢ = M.
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3. (11, ..., csws) ist linear unabhingig, denn: Sei
Az + -+ licszs =0 = Mg =+ =Asc5 =0
R nullteilerfrei = A; = -+ = Ay = 0. Somit: (¢c121, .. ., CsTs) ist eine Basis von M.
*Eindeutigkeitsaussage: Setze 7" := Lin((z1, ..., z5))

1. Behauptung: F' = {a € F | 3X € R\ {0} : Aa € M}, insbesondere hiingt F’ nur von M ab, denn:
,C“Seix € Lin((z1,...,25)) = F'ietwaz = Mz1+ -+ A\ss. = s = A\1CsT1 4+ -+ AsCsTs.
Wegency | co | -+ | cs existiert u; € Rmit ¢y = pici,i =1,...,8.

= CsT = MUICIT] + -+ Agy fs—1Cs—1Ts—1 + AsCsxs € Lin((c121, ..., c525)) = M

,2“Seia € F,etwaa = 121 + -+ + pmZm und X € R\ {0}, sodass Aa € M.
= Xa = A\u1x1 + -+ Mm@ € M = Lin((c121, . .., cszs)) C Lin((z1, ..., 25)) = F’

= 341,...,0s € Rmit
Aa = 0121+ -+ 02

= 0= (A1 — 1)z + -+ (Mg — 05)Ts + Mbsr1Zs41 + -+ + ATy
= Misg1= =M =0 = pgy1 = =fy =0 = a= 21+ + psrs € F’

2. Wir betrachten die Abbildung
W F'=Lin((z1,...,75)) — EBfZlR/CZ,R, a1y + -+ asxs — (0 + R, ... a5+ csR)
1) ist ein wohldefinierter Homomorphimus, ¢ ist surjektiv.
kery = {aqmy + -+ asrs € F'1|c1 | ai,...,cs | as} Lin((c1z1, ..., csz5)) = M

= Erhalten Isomorphismus
o s R
Vo= @iz /R
von R-Moduln, die linke Seite ist wegen 1. nur von M abhingig. Ist ¢c; € R* dannist R = R,

also R/ci R = 0. Wegen 30.4 sind damit die Nichteinheiten unter c1, . .., ¢s eindeutig bestimmt bis auf
Asoziiertheit, ihre Anzahl ist eindeutig bestimmt. Da (¢121, . . ., ¢s7s) Basis von M, ist s = Rang(M)
eindeutig bestimmt. == Anzahl der Einheiten unter cy, ..., cs eindeutig bestimmt, Einheiten unter
c1, - .., Cs sind eindeutig bis aus Asoziiertheit. O

Folgerung 30.6 F endlich freier R-Modul, M C F' Untermodul. Dann ist M endlich frei und Rang(M) <
Rang(F).

Anmerkung « Aus M C folgt nicht Rang(M) < Rang(F'): zum Beispiel ist Z ein freier Z-Modul vom
Rang 1, 27 C 7 ist ein freier Z-Modul, aber Rang(27) = 1 = Rang(7Z).

+ Man kann zeigen (unter Verwendung des Auswahlaxiom): F' freier R-Modul, M C F Untermodul —-
M frei (R Hauptidealring!)

+ ohne die Vorraussetzung, dann R ein Hauptidealring ist, wird 30.6 falsch: Beispiel: ' = Q[X, Y] als
F = Q[X,Y]-Modul (R ist kein Hauptidearing!), M = Lin((X,Y")) ist nicht frei als R-Modul.

Satz+Definition 30.7 (Hautsatz fiir endlich erzeugte Modult iiber Hauptidealringen, Variante 1) M eindlich
erzeugt. Dann gilt:
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1. Es gibt einen endlich freien Untermodul F' C M, etwa F' = R mit M = F @© T(M). Hiebei ist
d = Rang F' eindeutig bestimmt.

2. Esgibts € Ny, c1,...,¢cs € R\ (R*U{0}) mit
TN = 837, p
mitey |ea | -0 ] cs

3. Die Zahl s ist eindeutig bestimmt, cq, . . ., ¢s sind eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit und heiflen
die Elementarteiler von M.

Also:
~ pd o R R
M=R"® /CIR@'-'EB /csR

Beweis 1. Existenz: Setze (21, ..., zm) ein endliches Erzeugendensystem von M. Wir betrachten den R-

Modulhomomorphismus

wo:R" > M,e;— z,i=1,....m
 ist surjektiv =
~ R™
M= Aer 0]
Nach Elementarteiler-Satz fiir ker ¢ C R™ existiert eine Basis (1, . . . , X, ) vom R, sowiecy, ..., ¢ €
R\ {0}, sodass (c1x1, ..., cx¢) eine Basis von ker ¢ ist. Setze ¢i41 = -+ - = ¢, 1= 0, auBerdem

p:R™— R/(Cl) @"'@R/(Cm),aﬂh + g (o + (1), o+ (em))

—> pistwohldefinierter R-Modulhomomorphismus, p ist surjektivmitker p = Lin((c121,...,caxy)) =
ker .

= M = Rm/kercp = Rm/kerp = R/(61) @@ R/(Cm) = R/(Cl) ® R/(Ct) & R

Setze d := m — t. Fir¢; € R*ist ;R = R, also R/(ci) = (. Nach Weglassen der Einheiten aus
€1,...,c¢und Umordnenzucy,...,cs € R\ (R*U{0}) mitey | - -+ | csist

~ Rl R ol
M=R"® /(01)@ & /(Cs)
2. Eindeutigkeit: Wir betrachten die Abbildung:

M S Rl R ol il d
VM TS e ® O ) T T

kan. Proj.
o ist surjektiver R-Modulhomomorphismus mit
ker(6) =y L(kerm) = 71 (R/(cl) DD R/(CS))’Y_I <T<R/(cl) DD R/(CS) & Rd>)
=T(M)
Homomorphiesatz: M/T(M) ~ R? — deindeutigbestimmt. Wegen T'(M ) =2 R/(Cl)@' . '@R/(CS)
sind nach 30.4 auch s eindeutig bestimmt sowie cy, . . ., ¢ eindeutig bis auf Assoziiertheit.
3. Existenz (Teil 2): Es ist
M=y (fe By e e ey =7 (B) 07 (Mep @0 M)

——
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Anmerkung Ohne Vorraussetzung ,M endlich erzeugt” wird die Aussage falsch: Q) ist ein (nicht endlich erzeugter)
7Z-Modul mit T'(Q)) = {0}, aber Q ist kein freier Z-Modul (vergleiche Annahme nach 29.17)

Folgerung 30.8 M R-Modul. Dann sind dquivalent:
1. M ist endlich erzeugt und frei
2. M ist endlich frei
Beweis 2. = l.trivial
1. = 2.Nach Hautsatz existiert eindlich freier Untermodul F' C M mit M = F & T (M ). Wegen 29.17
ist (M) = {0},also M = F = M endlich frei. O

Folgerung 30.9 (Hautsatz iiber endich erzeugte abersche Gruppen, Variante 1) G endlich erzeugte abersche
Gruppe (= endlich erzeugter Z-Modul). Dann existiert ein Isomorphismus

~ d o 7 Z
G=7"9 VAR /cSZ

mitd € Ny, c1,...,¢s € Nsi,c1,...,cs. d sowie s, c1,. .., cs sind eindeutig bestimmt. Es ist G endlich
<= d =0.Indiesem Fallist |G| =c¢1 - ... cs
Beispiel 30.10

1. abelsche Grueen mit 4 Elementen bus auf Isomorphie:
a) Falk s=1,c1 =4: Z/4%
b) Fall: s = 2,¢1 = 2,00 = 2: Lty © Ly
= bis auf Isomorphie gibt es 2 abelsche Gruppen mit 4 Elementen.
2. abelsche Gruppen mit 24 Elementen bis auf Isomorphie
a) Fall: s = 1,¢1 = 24 : Loy
b) Fall:s = 2,¢; = 2,0 = 12: L4, 0 L/ 5,

¢ Fal: s = 3,¢1 = 2,c0 = 2,3 = 6: Z/2Z ) Z/QZ @ Z/6Z
= Bis auf Isomorphie gibt es 3 abelsche Gruppen mit 24 Elementen.

Frage: Z/?)Z @ Z/8Z ist ebenfalls eine abelsche Gruppe mit 24 Elementen. Zu welcher der Gruppen aus der
Liste von 30.16.b ist diese isomorph?

Bemerkung 30.11 (Spezialfall des Chinesischen Restsatzes) a € R\ (R* U {0}),a = ¢p]* - ... - p}'" mit
¢ € R*,p1,...,prirreduzibel, paarweise nicht-assoziiert.

miR— R/(pm),b = b+ (pt)
(2
kanonische Projektion fiir ¢ = 1, ..., r. Dann ist die Abbildung
©:R— R/(p;u) X ... X R/(p;z,\),b s (1 (), . .., (D))
ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker ¢ = (a), das heift wir erhalten einen Ringisomorphismus
. R = R R
P /(a) — /(67111) X ... X /(p;zr)

Hierbeiist R/( ) XX R/ (™) via komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Ring. Insbesondere
T

erhalten wir einen Isomorphismus von R-Moduln

R ~ R R
Za) = 7 pim) X X )
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Beweis 1. ¢ Ringhomomorphismus, da 71, . . ., 7, Ringhomomorphismus
2. @ surjektiv: Esist 1 € GGT (;0?,10?1 S -p?fflp?fll . -p;”>.
= Juj,v; € R: 1= ujp?j +upit - -p?ljflpﬁﬁl Cepir
—— —~
:dj ej
— m(ej) = 0 fiir ij,?‘d’j(@j) = 7Tj(1 - dj) = 7Tj(1) — Wj(dj) =1-0=1
= ¢(e;) =(0,...,0,1,0,...,0)
o _ R R .
Fir (ay,...,a,) € /(p?l) X ... X /pfr ist
plarer + - +arer) = p(ar)p(er) +- -+ plar)pler) = (ar, ..., ar)
—_—— —_———
(a’1767""6) :(67""66’7‘)
3.
kero={a€R|pi'|a,....,pp" |a}={a€ R|p\*...pr |a} = (p]*-...-p)") = (ppy* ... - p}") = (a)
4. Rest aus Homomorphiesatz fiir Ringe g

Beispiel 30.12
Nach 30.11 ist Z/24Z = Z/BZ D Z/gZ

Satz 30.13 (Hautsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen, Variante 2) M endlich erzeugter
R-Modul, PP sei ein Vertretersystem der Primelelemente von R bis auf Assoziiertheit, fiir p € P sei

M, ={zxeM|3IneN:p'z=0} CT(M)

(ist offenbar ein Untermodul). Dann gilt:

1. Es gibt einen endlich erzeugten freien Untermodul F' C M, sodass M = F @ T (M), d := Rang F ist

eindeutig bestimmt.

2. T(M) = ®pep My, wobei M), = 0 fiir fast alle p € P

3. Furjedes p € IP mit M), # 0 gibt es eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen 1 < n;,1_eq- -+ < ny s, mit

M=~ R4 DS Ppep (R/pnpgR D---D R/pnp,sp R)

Beweis 1. folgt aus 30.10
2,3

1. Nach Hauptsatz fiir endlich erzeugte R-Moduln (Variante 1)ist M = F & T(M),T(M) = R/( c1) @
. -@R/(Cs)mitcl, .oy € R\(R*U{0}),c1 | -+ | cs. Wirfaktorisierency, ..., csin R: {p1,...,pr} C

IP sei die Menge der Primteiler von ¢, (bis auf Assoziiertheit). Seic; = ¢; pTl’j .

NQ(jZl,...,T‘).

Tr,j *
Pr €5 € R s N1y Nrj €

= T(M) = @ile/(cj) = @5 By R/p?i,a' = Bi_ B R/(p?m)
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2. Es sei ein Isomorphismus v : T'(M) — ®!_; @}?:1 R/(pm,j) fixiert. Behauptung:
(2

V(M) = &5t ()

denn: ,C“Seia € My, etwap*a =0 = 7y(p["a) =0 = p/"vy(a) = 0.Esist y(a) von der Form

v(@) = | 11, s Tlyss ey Tpdye ooy Tps
\J " } " J - 1
@7 ) oy (o)

3 3 (2 2

Firj £ diist1 € GGT(p;”,pnj’k’),k e{l,....,r}. = FJu,v; € R:1=wp" +vip?j’k.ln

J
R/<p"i»’“ ist 1 = @;p!", das heit p!™ ist Einheit in R/<p"1vk) .Aus p"vy(a) = 0 folgt fir j # i,k =
J J
L., 02, =0 = p"Tjp =0 = Z;, =0

= v(a) € @;:1R/(p?i,j)

,D“Seix € @jle/(pm,j).Setzem :=max{n;1,...,Nis} = n;s dannpx = 0.Setzey := v ().
1

Dann ist piy = p"y~H(z) = v L (pi"z) = 0. = y € M), und y(y) = =, das heift = € v(M,,).

3. Aus 2. folgt:
T(M)=~" <@7{:1 S R/(p?i-,j)) =7 B (My,)) = By My,

Behauptung: M,, = 0 fir p # pi1,...,pr, denn: Seip # p1,...,p, = 1 € GGT(p™,c;) fir
*

j=1,...,s;meN. = p" 4 (¢;) € (R/(cj)) firj=1,...,s

= Ausp™'z =0firz € @jle/(Cj) folgtx =0

= Ausp"'z = 0fiirz € T(M) folgtx =0

— Ausp™z = 0firz € M folgtx =0

= M, =0firp #pi,...,pr,p € P = M, = 0fiir fastallep € Pund T'(M) = &pcp M,

4. Nach Umbenennung erhalten wir
Mp = jp:1R/(p”p’j)

mit 1 <nyy < -0 <y, falls s, # 0. M, mit p # 0 hingt nur von M, pb. Die Zahlenny,,, ..., np s,
sind wegen 30.4 eindeutig bestimmt. 0

Folgerung 30.14 (Haupsatz fiir endlicherzeugte abelsche Gruppen, Variante 2) G endlich erzeugte Gruppe,
P Menge der Primzahlen in IN. Dass existiert ein [somorphismus

G = Zd &) @pGP (Z/(pnpyl) S-S Z/(pnpﬁsp))’ 1 S np:1 S e é np,sp

Die Zahlen d, s, np, sind eindeutig bestimmt. Es ist s, = O fiir fast alle p € IP. Esist G endlich <= d = 0.
In diesem Fallist |G| = [ cp peit sy
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Beispiel 30.15
Endliche abelsche Gruppen mit 24 Elementen, bis auf Isomorphie: Esist 24 =23.3=2.22.3=2.2.2.3
— Isomorphietypen:

Zan® Ly, Ly 0Ly e liy Ly elogelogelsy

Es ist
7 Y/
787, D /37, = T u7,

7 7 7, ~7 7
Vo7, ® T ay, ® T3y = oy ® T 197
Lo Ligelingelyy=2Lo, ety el
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