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18 Eigenwerte
In diesem Abschnitt sei n ∈ N, V ein K-VR und φ ∈ EndK(V ).
Frage: V endlichdim. Existiert eine Basis B = (v1, . . . , vn) von V , sodassMB(φ) eine Diagonalmatrix ist, das
heißt

MB(φ) =

λ1 0
. . .

0 λn


mit λ1, . . . , λn ∈ K?
Für i = 1, . . . , n wäre dann φ(vi) = λivi

1
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Definition 18.1 λ ∈ K, v ∈ V

• λ heißt Eigenwert von φ Def⇐⇒ ∃v ∈ V, v ̸= 0 : φ(v) = λv

• v heißt Eigenvektor zum Eigenwert λ Def⇐⇒ v ̸= 0 ∧ φ(v) = λv

• φ heißt diagonalisierbar Def⇐⇒ V besitzt eine Basis aus EV von φ

(Falls V endlichdimensional, ist die äquivalent zu: Es gibt eine Basis B von V und λ1, . . . , λn ∈ K mit

MB(φ) =

λ1 0
. . .

0 λn


)
Eigenwerte, Eigenvektoren,Diagonalisierbarkeit einerMatrixA ∈M(n× n,K) sindüber denEndomorphismus
Ã : Kn → Kn definiert.

Bemerkung 18.2 A ∈M(n× n,K). Dann sind äquivalent:

1. A ist diagonalisierbar.

2. Es gibt eine Basis vonKn aus Eigenvektoren vonA

3. Es gibt ein S ∈ GL(n,K), λ1, . . . , λn ∈ K mit SAS−1 =

λ1 0
. . .

0 λn


4. A ist ähnlich zu einer Diagonalmatrix

IndiesemFall steht in denSpalten vonS−1 eineBasis desKn ausEUvonA, und für jedeMatrixA ∈M(n× n,K)
mit der Eigenschaft, dass die Spalten von S−1 eine Basis des Kn aus EV von A bilden, dann ist SAS−1 eine
Diagonalmatrix (mit den EW auf der Diagonalen.)

Beweis Äquivalenz:

1. ⇐⇒ 2. Definition, 2. ⇐⇒ 3. aus Basiswechselsatz (16.6), 3. ⇐⇒ 4. aus Definition Ähnlichkeit (16.12)

Zusatz: Sei S ∈ GL(n,K) mit SAS−1 =

λ1 0
. . .

0 λn

 =⇒ A
(
S−1ej

)
= S−1

λ1 0
. . .

0 λn

 ej .

Wegen S−1 ∈ GL(n,K) ist S−1ej ̸= 0, das heißt S−1 ist EV vonA zum EW λj
Wegen S−1 ∈ GL(n,K) ist

(
S−1e1, . . . , S

−1en
)
eine Basis desKn aus EV vonA.

Sei S ∈ GL(n,K), das heißt die Spalten von S−1 eine Basis des Kn aus EV von A bilden, das heißt für alle
j ∈ {1, . . . , n} istAS−1ej = λjS

−1ej für ein λj ∈ K .

=⇒ AS−1ej = S−1λjej = S−1

λ1 0
. . .

0 λn

 ej =⇒ SAS−1ej =

λ1 0
. . .

0 λn

 ej , j = 1, . . . , n

=⇒ SAS−1 =

λ1 0
. . .

0 λn

 □
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Beispiel 18.3
K = R, V = R2

1. φ : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→
(
x2
x1

)
=

(
1 0
0 1

)(
x1
x2

)
Es ist φ

((
1
1

))
=

(
1
1

)
= 1 ·

(
1
1

)
, das heißt

(
1
1

)
ist EV von φ zum EW 1.

φ

((
1
−1

))
=

(
−1
1

)
= (−1)

(
1
−1

)
, also ist

(
1
−1

)
EV von φ zum EW −1. Somit:

((
1
1

)
,

(
1
−1

))
ist eine Basis desR2 aus EV von φ, das heißt φ ist diagonalisierbar.

In Termen von Matrizen: A =

(
0 1
1 0

)
∈ M(2× 2,R) ist diagonalisierbar, und mit S =

(
1 1
1 −1

)
ist dann ist SAS−1 =

(
1 0
0 −1

)
Achtung: Das φ diagonalisierbar ist, heißt nicht, dass jeder Vektor aus

V = R2 ein EV von φ ist, zum Beispiel ist φ
((

1
2

))
=

(
2
1

)
̸= λ

(
1
2

)
∀λ ∈ R.

2. φ : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→
(
0 −1
1 0

)(
x1
x2

)
=

(
−x2
x1

)
(= Drehung um π

2 ). hat keinen EW. Beweis dafür:
später.

Ziel: Suche Kriterien für Diagonalisierbarkeit.

Bemerkung 18.4 v1, . . . , vm EVvonφ zupaarweise verschiedenenEWλ1, . . . , λm ∈ K . Dann ist (v1, . . . , vm)
linear unabhängig, insbesondere ist m ≤ dimV . Insbesondere gilt: ist V endlichdimensional, dann hat φ
höchstens dim(v) Eigenwerte.

Beweis per Induktion nachm:
IA:m = 1 : v1 ̸= 0, da v1 EV =⇒ (v1) linear unabhängig.
IS: seim ≥ 2, und die Aussage fürm− 1 bewiesen.
Seien α1, . . . , αm ∈ K mit α1λ1v1 + · · ·+ αmλmvm = 0. Außerdem: α1λ1v1 + · · ·+ αmλ1vm = 0

=⇒ α2(λ2 − λ1)v2 + · · ·+ αm(λm − λ1)vm = 0

α2λ2 − λ1 = · · · = αm(λm − λ1) = 0

=⇒ α2 = · · · = αm = 0

=⇒ α1v1 = 0 =⇒ α1 = 0 =⇒ (v1, . . . , vw) linear unabhängig □

Folgerung 18.5 V endlichdimensional, φ habe n paarweise verschiedene EW, wobei n = dimV Dann ist φ
diagonalisierbar.

Beweis Für i = 1, . . . , n sei vi ein EV von φ zum EW λi =⇒ (v1, . . . , vn) linear unabhängig, wegen
n = dimV ist (v1, . . . , vn) eine Basis von V aus EV von φ □

Definition 18.6 λ ∈ K
Eig(φ, λ) := {v ∈ V | φ(v) = λv} heißt der Eigenraum von φ bezüglich λ.
µgeo(φ, λ) := dimEig(φ, λ) heißt die geometrische Vielfachheit von λ.
FürA ∈M(n× n,K) setzen wir Eig(A, λ) := Eig

(
Ã, λ

)
, µgeo(A, λ) := µgeo

(
Ã, λ

)
.

Bemerkung 18.7 λ ∈ K . Dann gilt:

1. Eig(φ, λ) ist ein UVR von V .

2. λ ist EW von φ ⇐⇒ Eig(φ, λ) ̸= {0}.
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3. Eig(φ, λ) \ {0} ist die Menge der zu λ gehörenden EV von φ.

4. Eig(φ, λ) = ker(λ idV −φ), insbesondere ist Eig(A, λ) = ker(λEm − φ) = Lös(λEn −A, 0) für
A ∈M(n× n,K)

5. Sind λ1, λ2 ∈ Kmitλ1 ̸= λ2, dann Eig(φ, λ1) ∩ Eig(φ, λ2) = {0}

Beweis 4. Es ist v ∈ Eig(φ, λ) ⇐⇒ φ(v) = λv ⇐⇒ λv−φ(v) = 0 ⇐⇒ (λ idV −φ)(v) = 0 ⇐⇒
v ∈ ker(λ idV −φ) Es ist Eig(A, λ) = ker

(
λ idKn −Ã

)
= ker

(
λEn −A
:)

= ker(λEn −A) =

Lös(λEn −A, 0)

1. aus 4.

2. λ EW von φ ⇐⇒ ∃v ∈ V, v ̸= 0 mit φ(v) = λv ⇐⇒ Eig(φ, λ) ̸= {0}.

3. klar.

5. Sei λ1 ̸= λ2, v ∈ Eig(φ, λ1) ∩ Eig(φ, λ2) =⇒ λ1v = φ(v) = λ2v =⇒ (λ1 − λ2)︸ ︷︷ ︸
̸=0

v = 0 =⇒

v = 0 □

Bemerkung 18.8 V endlichdimensional, λ ∈ K . Dann sind äquivalent:

1. λ ist EW von φ

2. det(λ idV −φ) = 0

Beweis 1. ⇐⇒ Eig(φ, λ) ̸= {0} =⇒ ker(λ idV −φ) ̸= {0} =⇒ λ idV −φ nicht injektiv =⇒
λ idV −φ kein Isomorphismus =⇒ det(λ idV −φ) = 0. □

Definition 18.9 K Körper,A = (aij) ∈M(n× n,K)

χcharA := det(tEn −A) = det


t− a11 −a12 −a1n
−a21 t− a22

. . .
−an1 . . . t− ann

 ∈ K[t]

heißt das charakteristische Polynom vonA.

Anmerkung Hierfür nötig: Determinanten von Matrizen mit Einträgen in einem kommutativen Ring.
In manchen Büchern χcharA = det(A− tEn) (schlecht)

Beispiel 18.10

A =

(
1 2
3 4

)
∈M(2× 2,R)

=⇒ Aχchara = det

(
t− 1 −1
−3 t− 4

)
= (t− 1)(t− 4)− 6 = t2 − 5t− 2

Bemerkung 18.11 A,B ∈M(n× n,K), A ≈ B.
Dann ist χcharA = χcharB .
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Beweis A ≈ B =⇒ ∃S ∈ GL(n,K) : B = SAS−1

=⇒ tEn −B = tEn − SAS−1 = SS−1tEn − SAS−1 = StEnS−1 − SAS−1 = S(tEn −A)S−1

=⇒ χcharB = det(tEn −B) = det
(
S(tEn −A)S−1

)
= det(S) det(tEn −A) det

(
S−1

)
=

det(S) det(S)−1︸ ︷︷ ︸
=1

det(tEn −A) = χcharA □

Definition 18.12 V endlichdim, n = dimV,B Basis von V, φ ∈ End(V ), A =MB(φ)

χcharφ := χcharA = det(tEn −A) ∈ K[t]

heißt das charakteristische Polynom von φ.

Anmerkung χcharφ ist wohldefiniert, dann: Ist B′ eine weitere Basis von V,A′ =MB′φ, dann istA ≈ A′ und
deshalb nach 18.11: χcharA = χcharA′ .

Satz 18.13 V endlichdimensional, n = dimV . Dann gilt:

1. χcharφ ist ein normiertes Polynom von Grad n:

χcharφ = tn + cn−1t
n−1 + · · ·+ c0

mit c0 = (−1)n detφ, cn−1 = −(φ) (vgl. Übung zur Spur)

2. Die Nullstellen von χcharφ sind genau die EW von φ:

λ ∈ K ist EW von φ ⇐⇒ χcharφ λ = 0

Beweis Sei B eine Basis von V,A :=MB(φ) ∈M(n× n,K)

1.

χcharφ = χcharA = det (tEn −A)︸ ︷︷ ︸
=:B=(Bij)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)B1,σ(1) · . . . ·Bn,σ(n)

= (t− a11 · . . . · (t− ann)) +
∑

σ∈Sn\{id}

sgn(σ)B1,σ(1) · . . . ·Bn,σ(n)︸ ︷︷ ︸
:=g

Für σ ∈ Sn \ {id} treten inB1,σ(1), . . . , Bn,σ(n) höchstens n− 2Diagonalelemente auf, also deg(g) ≤
n− 2.

=⇒ χcharφ = tn − (a11 + · · ·+ ann)t
n−1 + Terme kleineren Grades

insbesondere:
cn−1 = −(a11 + · · ·+ ann) = −A = −φ

Es ist

c0 = χcharφ (0) = (det(tEn −A))(0) = det(0En −A) = det(−A) = (−1)n detA

2. AusA =MB(φ) folgt λEn −A =MB(λ idV −φ). Also:

χcharφ (λ) = 0 ⇐⇒ (det(tEn −A))(λ) = 0 =⇒ det(λEn −A) = 0 ⇐⇒ det(MB(λ idV −φ)) = 0

=⇒ det(λ idV −φ) = 0 ⇐⇒ λ ist EW von φ □
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Definition 18.14 λ ∈ K

µalg(φ, λ) := µ
(
χcharφ , λ

)
heißt die algebraische Vielfachheit

Beispiel 18.15
1. φ : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→
(
0 1
1 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:A

(
x1
x2

)
. Es ist χcharφ = χcharφ = det

(
t −1
−1 t

)
= t2 − 1 =

(t− 1)(t+ 1) ∈ R[t] =⇒ EW von φ : 1,−1.
Es ist µalg(φ, 1) = 1, µalg(φ,−1) = 1

Eig(φ, 1) = Eig(A, 1) = Lös(E2 −A, 0) = Lös
((

1 −1
−1 1

)
, 0

)
= Lin

((
1
1

))
also µgeo(φ, 1) = dimEig(φ, 1) = 1

Eig(φ,−1) = Eig(A,−1) = Lös((−1) · E2 −A, 0) = Lös
((

−1 −1
−1 −1

)
, 0

)
= Lin

((
1
−1

))
also µgeo(φ,−1) = 1.

2. φ : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→
(
0 −1
1 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:A

(
x1
x2

)
. Es ist χcharφ = χcharA = det

(
t 1
−1 t

)
= t2 + 1, χcharφ hat

keine NS inR =⇒ φ hat keine EW.

3. φ : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→
(
1 1
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

=:A

(
x1
x2

)
. Es istχcharφ = χcharA = det

(
t− 1 −1
0 t− 1

)
= (t− 1)2 =⇒

1 ist einziger EW von φ, es ist µalg(φ, 1) = 2

Eig(φ, 1) = Eig(A, 1) = Lös(1E2 −A, 0) Lös
((

0 −1
0 1

)
, 0

)
= Lin

((
1
0

))
=⇒ µgeo(φ, 1) = 1. =⇒ φ ist nicht diagonalisierbar.

Satz 18.16 V endlichdimensional, n = dimV

1. Ist φ diagonalisierbar, dann ist χcharφ = (t− λ1) · . . . · (t− λn) mit λ1, . . . , λn ∈ K , nicht notwendig
verschieden, das heißt χcharφ zerfällt in Linearfaktoren.

2. Istχcharφ = (t− λ1)·. . .·(t− λn)mit paarweise verschiedeneλ1, . . . , λn ∈ K , dann istφdiagonalisierbar.

Beweis 1. Sei φ diagonalisierbar→ V besitzt Basis B = (v1, . . . , vn) aus EV zu EW λi ∈ K .

=⇒ MB(φ) =

λ1 0
. . .

0 λn

 =⇒ χcharφ = det

t− λ1 0
. . .

0 t− λn

 = (t− λ1)·. . .·(t− λn)

2. Aus χcharφ = (t− λ1) · . . . · (t− λn) mit λ1, . . . , λn paarweise verschieden =⇒ λ1, . . . , λn sind
paarweise verschiedene EW von φ =⇒ φ diagonalisierbar. □
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Bemerkung 18.17 V endlichdimensional, n = dimV, λ EW von φ. Dann gilt:

1 ≤ µgeo(φ, λ) ≤ µalg(φ, λ)

Beweis Sei (v1, . . . , vs) eine Basis von Eig(φ, λ) =⇒ s = µgeo(φ, λ) ≥ 1, da λ EW von φ. Nach
Basiserweiterungssatz ∃vs+1, . . . , vn ∈ V , sodass B := (v1, . . . , vs, vs+1, . . . , vn) eine Basis von V ist.

=⇒ A := AB(φ) =


λ 0

. . . ∗
0 λ

0 A′

, A′ ∈M((n− s)× (n− s),K)

=⇒ χcharφ = χcharA = det


t− λ 0

. . . ∗
0 t− λ

0 tEn−s −A′

 = (t− λ)s det
(
tEn−s −A′) = (t− λ)sχcharA′

=⇒ µgeo(φ, λ) = s ≤ µ
(
χcharφ , λ

)
= µalg(φ, λ) □

Bemerkung 18.18 λ1, . . . , λr paarweise verschiedene EW von φ. Dann gilt:

Eig(φ, λi) ∩
r∑
j=1
j ̸=i

Eig(φ, λj) = {0}∀i ∈ {1, . . . , r}

Beweis Sei i ∈ {1, . . . , r}. Annahme: ∃vi ∈ Eig(φ, λi) ∩
∑r

j=1
j ̸=i

Eig(φ, λj) : vi ̸= 0.

=⇒ ∃vj ∈ Eig(φ, λj), j = 1, . . . , r, j ̸= i : vi = v1 + · · ·+ vi−1 + vi+1 + · · ·+ vr

Setze J := {j ∈ {1, . . . r}, j ̸= i | vj ̸= 0} = {j1, . . . , js}

=⇒ vi = vj1 + · · ·+ vjs =⇒ vj1 + · · ·+ vjs + (−1)vi = 0 =⇒ (vj1 , . . . , vjs , vi) linear abhängig �
□

Satz 18.19 V endlichdimensional. Dann sind äquivalent:

1. φ diagonalisierbar

2. χcharφ zerfällt in Linearfaktoren und µalg(φ, λ) = µgeo(φ, λ)∀ EW von φ.

3. Sind λ1, . . . , λk die paarweise verschiedenen EW von φ, dann ist

V = Eig(φ, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(φ, λk)

In diesem Fall erhält man eine Basis von V aus EV vonφ, indem man Basen vonEig(φ, λi), i = 1, . . . , k
zusammenfügt.

Beweis 1. =⇒ 2. Seiφ diagonalisierbar. =⇒ ∃BasisB vonV aus EV vonφ. Wir ordnen die EV inB den
verschiedenenEWvonφ zu und gelangen so zu FamilienBi :=

(
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
si

)
von linear unabhängigen

im Eig(φ, λ), i = 1, . . . , k
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a) Behauptung: Bi ist eine Basis von Eig(φ, λi), denn gezeigt: Bi ist ein ES von Eig(φ, λi). Sei v ∈
Eig(φ, λi) ≤ V

=⇒ ∃λ(j) ∈ K : v =

k∑
j=1

(
λ
(j)
1 v

(j)
1 + · · ·+ λ(j)sj v

(j)
sj

)

=⇒ v −
(
λ
(i)
1 v

(i)
1 + · · ·+ λ(i)si v

(i)
si

)
︸ ︷︷ ︸

∈Eig(φ,λi)

=
k∑
j=1
j ̸=i

(
λ
(j)
1 v

(j)
1 + · · ·+ λ(j)sj v

(j)
sj

)
∈

k∑
j=1
j ̸=i

Eig(φ, λj)

=⇒ v = λ
(i)
1 v

(i)
1 + · · ·+ λ(i)si v

(i)
si

a) Nach 1. ist
µgeo(φ, λ1) + · · ·+ µgeo(φ, λk) = s1 + · · ·+ sk = dimV

χcharφ zerfällt nach 18.16 in Linearfaktoren, somit

µalg(φ, λ1) + · · ·+ µalg(φ, λk) = deg
(
χcharφ

)
= dimV

Wegen µgeo(φ, λi) ≤ µalg(φ, λi) für i = 1, . . . , k folgt: µgeo(φ, λi) = µalg(φ, λi) für i =
1, . . . , k.

2. =⇒ 3. Es gelte 2. Es seien λ1, . . . , λk die verschiedenen EW von φ. Wir setzen W := Eig(φ, λ1) +
· · ·+ Eig(φ, λk). Wegen 18.18 ist

W = Eig(φ, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(φ, λk)

=⇒ dimW = dimEig(χ, λ1) + · · ·+ dimEig(φ, λk)

= µgeo(χ, λ1) + · · ·+ µgeo(φ, λk)

= µalg(χ, λ1) + · · ·+ µalg(φ, λk) = deg
(
χcharφ

)
= dimV

=⇒ W = V

3. =⇒ 1. Es gelte 3. SeiB =
(
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
si

)
eineBasis vonEigφ, λi =⇒ B :=

(
v
(1)
1 , . . . , v

(1)
s1 , . . . , v

(k)
1 , v

(k)
sr

)
ist eine Basis von V aus EV von φ =⇒ φ diagonalisierbar. □

Anmerkung In der Praxis ist es in der Regel schwierig festzustellen, ob χcharφ in Linearfaktoren zerfällt oder
die NS von χcharφ zu bestimmen. Für Polynome von Grad ≥ 5 existiert keine Lösungsformel zur Bestimmung
der NS. (Algebra 1 Vorlesung), die NS müssen numerisch bestimmt werden.

Beispiel 18.20
1. In 18.15.3 ist A =

(
1 1
0 1

)
∈ M(2× 2,R) ist χcharA = (t− 1)2, µgeo(A, 1) = 1 < µalg(A, 1) =

2 =⇒ A nicht diagonalisierbar.

2. A =

 2 −1 −1
−6 1 2
3 −1 −2

 ∈M(3× 3,R)

χcharA = det

t− 2 1 1
6 t− 1 −1
−3 1 t+ 2

 = t3 − t2 − 5t− 3 = (t+ 1)2(t− 3)
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EW vonA : −1, 3, µalg = (A,−1) = 2, µalg(A, 3) = 1

Eig(A,−1) = Lös(−En −A, 0) = Lös

−3 1 1
6 −1 −2
−3 1 1

 , 0

 = Lin

−1
3
0

 ,

 0
−1
3


µgeo(A,−1) = 2 = µalg(A,−1).

Eig(A, 3) = Lös(3En −A, 0) = Lös

 1 1 1
6 2 −2
−3 1 5

 , 0

 = Lin

 1
−2
1



µgeo(A, 3) = 1 = µalg(A, 3). Also ist A diagonalisierbar, B :=

−1
3
0

 ,

 0
−1
3

 ,

 1
−2
1

 ist eine

Basis desR3 aus EV vonA,

MB

(
Ã
)
=

1 0
−1

0 3


Mit

S :=

−1 0 1
3 −1 −1
0 3 1

−1

, SAS−1 =

−1 0
−1

0 3


Anmerkung Ist f = amt

m + · · ·+ a1t+ a0 ∈ K[t], dann können wir in f :

• Endomorphismen φ ∈ EndK(V ) einsetzen durch die Regel

f(φ) := amφ
m + · · ·+ a1φ+ a0 idV ∈ EndK(V )

wobei φk := φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
k-mal

• MatrizenA ∈M(n× n,K) einsetzen durch die Regel

f(A) := amA
m + · · ·+ a1A+ a0En ∈M(n× n,K)

Für f, g ∈ K[t], φ ∈ EndK(V ) ist f(φ) ◦ g(φ) = (fg)(φ) = (gf)(φ) = g(φ) ◦ f(φ), analog für
Matrizen.

Satz 18.21 (Satz von Cayley-Hamilton) V endlichdimensional. Dann gilt: χcharφ (φ) = 0. Insbesondere gilt
für alleA ∈M(n× n,K) : χcharA (A) = 0.

Beweis 1. Es genügt zu zeigen, dass χcharA = 0 für alleA ∈M(n× n,K), denn:
Ist φ ∈ EndK(V ),B Basis von V,A = AB, χ

char
φ = tn + an−1t

n−1 + · · ·+ a0 = χcharA ∈ K[t]

=⇒ 0 = χcharA (A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a0En =MB

(
φn + an−1φ

n−1 + · · ·+ a0 idV
)

=MB

(
χcharφ (φ)

)
=⇒ χcharφ (φ) = 0
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2. SeiA ∈M(n× n,K). Wir setzenD := (tEn −A)# ∈M(n× n,K[t])

=⇒ D(tEn −A) = det(tEn −A)En = χcharA En

SeiD =
∑n−1

i=0 Dit
i mitDi ∈M(n× n,K), χcharA =

∑n
i=0 ait

i mit ai ∈ K

=⇒
n∑
i=0

aiEnt
i =

(
n∑
i=0

ait
i

)
En = χcharA En = D(tEn = A)

=

(
n−1∑
i=0

Dit
i

)
(tEn −A) =

n−1∑
i=0

Dit
i+1 −

n−1∑
i=0

DiAt
i

=

n∑
i=0

(Di−1 −DiA)t
i (mitD−1 := 0, Dn := 0)

Koeffizientenvergleich liefert: aiAn = Di−1 −DiA für i = 0, . . . , n

χcharA =

n∑
i=0

aiAi =

n∑
i=0

(aiEn)A
i =

n∑
i=0

(Di−1 −DiA)A
i

= (D−1 −D0A) + (D0 −D1A)A+ · · ·+ (Dn−1 −DnA)A
n

= D−1 −DnA
n+1 = 0 □

Anmerkung Der „Beweis“

χA(A) = (det(tEn −A))(A) = det(AEn −A) = det(A−A) = det(0) = 0

funktioniert nicht, denn:
(det(tEn −A))︸ ︷︷ ︸

∈K[t]

(A)

︸ ︷︷ ︸
∈M(n×n,K)

det (AEn −A)︸ ︷︷ ︸
∈M(n×n,K)︸ ︷︷ ︸

∈K

Satz+Definition 18.22 V endlichdimensional, I := {f ∈ K[t] | f(φ) = 0}. Dann gilt:

1. Es gibt ein eindeutig bestimmtes, normiertes Polynom χminφ ∈ K[t], sodass

I = χminφ K[t] := {χminφ q | q ∈ K[t]}

χminφ heißt dasMinimalpolynom vonφ.χminφ ist das eindeutig bestimmte normierte Polynomkleinsten
Grades mit f(φ) = 0.

2. χmitφ | χcharφ , das heißt ∃q ∈ K[t] : χcharφ = q · χminφ

Analog konstruiert man fürA ∈M(n× n,K), das Minimalpolynom χminA . Es ist χminA = χmin
Ã

.

Beweis 1. Existenz:Wegen Satz vonCayley-Hamilton istχcharφ (φ) = 0. Somit istχcharφ ∈ I , insbesondere
I ̸= ∅.
deg(f) | f ∈ I, f ̸= 0 ist eine nichtleere Teilmenge von N0, hat somit ein minimales Element. =⇒
∃g ∈ I, g ̸= 0 : deg(g)minimal in I \ {0} ist. Wir setzen

χminφ :=
1

l(g)
g =⇒ χminφ normiert
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und es ist
χminφ (φ) =

1

l(g)
gg(φ) = 0

das heißt χminφ ∈ I .
Behauptung: I = χminφ K[t], denn:
„⊇“ Für q ∈ K[t] ist

(
χminφ q

)
(φ) = χminφ (φ)︸ ︷︷ ︸

=0

·g(φ) = 0, das heißt χminφ q ∈ I .

„⊆“ Sei f ∈ I =⇒ ∃q, r ∈ K[t] : f = qχminφ + r,deg(r) < deg
(
χminφ

)
=⇒ 0 = f(φ) =

(
qχminφ φ+ r

)
(φ) = q(φ) · χminφ (φ) + r(φ) = r(φ) =⇒ r ∈ I

Wegen deg(r) < deg
(
χminφ

)
und der Minimalität des Grades von χminφ in I \ {0} folgt r = 0 =⇒

f = qχminφ

Eindeutigkeit: Sei χ ∈ K[t] ein weiteres Polynom mit I = χK[t] = χminφ K[t]

=⇒ χ = χ · 1 ∈ I = χminφ K[t] =⇒ ∃q ∈ K[t] : χ = χminφ q

Analog ∃p ∈ K[t] : χminφ = χp

=⇒ χminφ = χp = χminφ qp =⇒ pq = 1 =⇒ p, q ∈ K∗

Wegen χ, χminφ normiert folgt p = q = 1, also χ = χminφ

2. Wegen χcharφ (φ) = 0 nach Satz von Cayley-Hamilton folgt χcharφ ∈ I .

=⇒ ∃q ∈ K[t] : χcharφ = qχminφ

das heißt χminφ | χcharφ □

Bemerkung 18.23 V endlichdimensional, λ ∈ K . Dann gilt:

χcharφ (λ) = 0 ⇐⇒ χminφ (λ) = 0

Insbesondere haben χcharφ und χminφ dieselben NS.

Beweis „ ⇐= “ Sei χminφ (λ) = 0. Nach 18.22 ∃q ∈ K[t]mit χcharφ = qχminφ

=⇒ χcharφ (λ) = q(λ)χminφ (λ)︸ ︷︷ ︸ = 0

„ =⇒ “ Sei χcharφ (λ) = 0 =⇒ λ ist EW von φ, sei v ∈ V EV zum EW λ. Sei χminφ = tr + ar−1t
r−1 + · · ·+

a1t+ a0

=⇒ 0 =
(
χminφ (φ)

)
(v) =

(
φr + ar−1φ

r−1 + · · ·+ a1φ+ a0 idV
)
(v)

= λrv + ar−1λ
r−1v + · · ·+ a1λv + a0v

=
(
λr + ar−1λ

r−1 + · · ·+ a1λ+ a0
)︸ ︷︷ ︸

=χmin
φ (λ)

v

=⇒ χminφ (λ) = 0. □
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Beispiel 18.24
1. A =

(
1 0
0 1

)
∈ M(2× 2,Q), χcharA = (t− 1)2 Wegen 18.22, 18.23 gilt: χminA normiert, χminA |

χcharA , χcharA (1) = 0 =⇒ χminA ∈ {t− 1, (t− 1)2}WegenA− E2 = 0 ist χminA = t− 1

2. A =

(
0 1
1 0

)
∈M(2× 2,Q) =⇒ χcharA = (t− 1)(t+ 1) =⇒ χminA = (t− 1)(t+ 1)

3. A =

 1 −1 0
−8 1 4
2 −1 −1

 ∈M(3× 3,R)

=⇒ χcharA = (t+ 1)2(t− 3) =⇒ χminA = {(t+ 1)(t− 3), (t+ 1)2(t− 3)}

Es ist (A+ En)(A− 3En) ̸= 0, also ist χminA = (t+ 1)2(t− 3)

4. A =

 2 −1 −1
−6 1 2
3 −1 −2

 ∈M(3× 3,R) =⇒ χcharA = (t+ 1)2(t− 3)

χminA ∈ {(t+ 1)(t− 3), (t+ 1)2(t− 3)}

Es ist (A+ En)(A− 3En) = 0 =⇒ χminA = (t+ 1)(t− 3)

Satz 18.25 V endlichdimensional. Dann sind äquivalent:

1. φ diagonalisierbar

2. Das Minimalpolynom χminφ zerfällt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache NS, das heißt χminφ =
(t− λ1) · . . . · (t− λr)mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λr ∈ K

Beweis 1. =⇒ 2. Sei φ diagonalisierbar, seinen λ1, . . . , λr die verschiedenen EW von φ. Sei v ∈ V . Da
φ diagonalisierbar, ist V = ⊕r

i=1 Eig(φ, λi) nach 18.19, das heißt es existieren vi ∈ Eig(φ, λi), i =
1, . . . , r mit v = v1 + · · ·+ vr

=⇒ (φ− λr idV )(V ) = φ(v1) + · · ·+ φ(vr)− λrv1 − · · · − λrvr

= λ1v1 + · · ·+ λrvr − λrv1 − · · · − λrvr

= (λ1 − λr)v1 + · · ·+ (λr−1 − λr)vr−1

∈ Eig(φ, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(φ, λr−1)

analog:

(φ− λr−1 idV ) ◦ (φ− λr idV )(v) ∈ Eig(φ, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(φ, λr−2)

Induktiv erhalten wir:

0 = (φ− λ1 idV ) ◦ (φ− λ2 idV ) ◦ · · · ◦ (φ− λr idV )(V )

=⇒ 0 = (φ− λ1 idV ) ◦ · · · ◦ (φ− λr idV )

=⇒ 0 = ((t− λ1) · . . . · (t− λr))(φ)

=⇒ Es existiert g ∈ K[t]mit (t− λ1)·. . .·(t− λr) = gχminφ .Wegenχminφ (λ1) = · · · = χminφ (λr) =
0 nach 18.23 existiert h ∈ K[t]mit

χminφ = (t− λ1) · . . . · (t− λr)h = gχminφ h = ghχminφ =⇒ gh = 1

=⇒ g, h ∈ K∗, χminφ normiert =⇒ g = h = 1 =⇒ χminφ = (t− λ1) · . . . · (t− λr)
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2. =⇒ 1. Sei χminφ = (t− λ1) · . . . · (t− λ1), wobei λ1, . . . , λr ∈ K paarweise verschieden. Nach 18.23
sind λ1, . . . , λr die EW von φ. Beweis der Behauptung per Induktion nach n := dimV
IA: n = 1 klar
IS: Sei n > 1, die Behauptung sei für 1, . . . , n− 1 gezeigt.

a) Behauptung: V = ker(φ− λ1 idV )⊕ im(φ− λ1 idV ), denn: Nach 7.6 ∃v, s ∈ K[t]mit

(t− λ2) · . . . · (t− λr) = q(t− λ1) + s,deg(s) < deg(t− λ1) = 1

das heißt s ist konstantes Polynom. Wegen

s(λ1) = (λ1 − λ2) · . . . · (λ1 − λr)− q(λ1) (λ1 − λ1)︸ ︷︷ ︸
=0

̸= 0

das heißt s ∈ K∗. Einsetzen von φ liefert:

(φ− λ2 idV ) ◦ · · · ◦ (φ− λr idV ) = q(φ) ◦ (φ− λ1 idV ) + s idV

=⇒ ∀v ∈ V ist

sv = (φ− λ2 idV ) ◦ · · · ◦ (φ− λr idV )(v)− q(φ) ◦ (φ− λ1 idV )(v)

=⇒ v =
1

s
(φ− λ2 idV ) ◦ · · · ◦ (φ− λr idV )(v)︸ ︷︷ ︸

=:u

− q(φ) ◦ (φ− λ1 idV )(v)︸ ︷︷ ︸
=:w

(φ− λ1 idV )(u) =
1

s
(φ− λ1 idV ) ◦ · · · ◦ (φ− λr idV )(v) =

1

s
χminφ (φ)︸ ︷︷ ︸

=0

(v) = 0

=⇒ n ∈ ker(φ− λ1 idV )

w =
1

s
q(φ) ◦ (φ− λ1 idV )(v) =

1

s
((φ− λ1 idV ) ◦ q(φ))(v) ∈ im(φ− λ1 idV )

=⇒ V = ker(φ− λ1 idV ) + im(φ− λ1 idV )

Nach der Dimensionsformel für lineare Abbildungen ist

dimker(φ− λ1 idV ) + dim im(φ− λ1 idV ) = dimV

=⇒ Summe ist direkt =⇒ Behauptung.
b) Wir setzenW := im(φ− λ1 idV ), dann ist

V = ker(φ− λ1 idV )⊕W = Eig(φ, λ1)︸ ︷︷ ︸
̸=0

⊕W

=⇒ dimW < dimV . Es gilt:

φ ◦ (φ− λ1 idV ) = φ ◦ φ− λ1φ = (φ− λ1 idV ) ◦ φ
=⇒ φ(W ) = φ((φ− λ1 idV )(V )) = (φ− λ1 idV )(φ(V )) ≤ (φ− λ1 idV )(V ) =W

Wir betrachten die Abbildung ψ := φ
∣∣W
W

: W → W . Sei χminφ = tn + an−1t
n−1 + · · · + a0.

=⇒ ∀w ∈W ist

χminφ (ψ)(w) = (ψn + an−1ψn−1 + · · ·+ a0 idV )(w)

= ψn(w) + an−1ψ
n−1(w) + · · ·+ a0w

= φn(w) + an−1φ
n−1(w) + · · ·+ a0w

=
(
φn + an−1φ

n−1 + · · ·+ a0 idV
)
(w)

=
(
χminφ (φ)

)︸ ︷︷ ︸
=0

(w) = 0
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=⇒ χminφ ψ = 0 =⇒ χminψ | χminφ = (t− λ1) · . . . · (t− λr)

=⇒ χminψ zerfällt in Linearfaktoren undbesitzt nur einfacheNullstellen. =⇒ ψ diagonalisierbar,
das heißt es existiert eine Basis vonW aus EV zuψ = φ

∣∣W
W

. Wegen V = Eig(φ, λ1)⊕W existiert
nach 11.8 eine Basis von V aus EV zu φ, das heißt φ ist diagonalisierbar. □

Beispiel 18.26
1. A =

 1 −1 0
−8 1 4
2 −1 −1

 ∈M(3× 3,R). Es istχminA = (t+ 1)2(t− 3) =⇒ A ist nicht diagonalisierbar.

2. A =

 2 −1 −1
−6 1 2
3 −1 −2

 ∈M(3× 3,R). Es ist χminA = (t+ 1)(t− 3) =⇒ A ist diagonalisierbar.

19 Dualraum
In diesem Abschnitt sei V einK Vektorraum.
Definition 19.1 (Dualraum)

V ∗ := HomK(V,K) = {φ : V → K | φ linear}

heißt der Dualraum von V , die Elemente aus V ∗ heißen Linearformen auf V .

Beispiel 19.2
1. K = R, V = Rn, φ : Rn → R,

x1. . .
xn

 7→ x1 ist eine Linearform aufRn.

2. K = R, V = C[0, 1] = {f : [0, 1] → R | f stetig}

φ : C[0, 1] → R, f 7→
∫ 1

0
f(t)dt

ist eine Linearform auf C[0, 1]

Bemerkung+Definition 19.3 V endlichdimensional B = (v1, . . . , vn) Basis von V . Wir definieren für i =
1, . . . , n die linear Abbildung

v∗i : V → V, vj 7→ δij =

{
1 i = j

0 1 ̸= j

Dann ist B∗ := (v∗1, . . . , v
∗
n) ist eine Basis von V ∗, die duale Basis zu B.

Beweis 1. B∗ ist linear unabhängig: Seienλ1, . . . , λn ∈ K,λ1v
∗
1+· · ·+λnv∗n = 0. =⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n}

ist
0 = λ1v

∗
1(vi)︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+ λi−1v
∗
i−1(vi)︸ ︷︷ ︸
=0

+λiv
∗
i (vi)︸ ︷︷ ︸
=1

+λi+1v
∗
i+1(vi)︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+ λnv
∗
n︸ ︷︷ ︸

=0

= λi

2. B∗ ist ES von V ∗: Sei φ ∈ V ∗. Setze λi := φ(vi) für i = 1, . . . , n

=⇒ (λ1v
∗
1 + · · ·+ λnv

∗
n)(vi) = λi = φ(vi), i = 1, . . . , n

=⇒ φ = λ1v
∗
1 + · · ·+ λnv

∗
n □
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Anmerkung IstV unendlichdimensionalmit Basis (vi)i∈I , dann ist (v∗i )i∈I (analogdefiniert) linear unabhängig,
aber kein ES von V .

Notation:
Elemente des Kn schreiben wir im Folgenden als Spaltenvektoren. Ist φ ∈ (Kn)∗ = HomK(Kn,K), dann
existiert nach LA1 ein eindeutig bestimmtesA =

(
a1 . . . an

)
∈M(1× n,K)mit

φ = Ã : Kn → K,x =

x1...
vn

 7→
(
a1 . . . an

)x1...
xn


Es istA =M

(e1,...,en)
(e1)

(φ). Dementsprechende schreiben wir Elemente von (Kn)∗ als Zeilenvektoren.

Beispiel 19.4
1. V = Kn,B = (e1, . . . , en) =⇒ B∗ = (e∗1, . . . , e

∗
n) duale Basis zu B mit

e∗i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

Für die Abbildung aus 19.2.1 gilt φ = e∗1 = (1, . . . , 0).

2. K = R, V = R2,B = (v1, v2), v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
1
1

)
. Es ist e1 = v1, e2 = v2 − v1

=⇒ v∗1(e1) = v∗1(v1) = 1, v∗1(e2) = v∗1(v2 − v1) = v∗1(v2)︸ ︷︷ ︸
=0

− v∗1(v1)︸ ︷︷ ︸
=1

= −1

=⇒ v∗1 = (1,−1)

=⇒ v∗2(e1) = v∗2(v1) = 0, v∗2(e2) = v∗2(v2 − v1) = v∗2(v2)︸ ︷︷ ︸
=1

− v∗2(v1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 1

=⇒ v∗2 = (0, 1)

Folgerung 19.5 V endlichdimensional, v ∈ V, v ̸= 0. Dann existiert φ ∈ V ∗ mit φ(v) ̸= 0

Beweis Ergänzedie linear unbhängige Familie (v) zu einerBasis (v, v2, . . . , vn) vonV . Dann ist (v∗, v∗2, . . . , v∗n)
eine Basis von V ∗, und es ist v∗v = 1 ̸= 0. □

Anmerkung Die Aussage gilt auch ohne die Vorraussetzung „V endlichdimensional.“

Folgerung 19.6 V endlichdimensional, B = (v1, . . . , vn) Basis von V,B∗ = (v∗1, . . . , v
∗
n) duale Basis zu B.

DAnn gibt es einen Isomorpismus

ψB : V → V ∗, vi 7→, vi 7→ v∗i (i = 1, . . . , n)

Insbesondere ist dimV = dimV ∗

Beweis folgt direkt aus 19.3 □

Bemerkung+Definition 19.7 U ⊆ V UVR

U0 := {φ ∈ V ∗ | φ(u) = 0∀u ∈ U} ⊆ V ∗

heißt der Annulator von U . U0 ist ein UVR von V ∗.
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Beweis leicht nachzurechnen. □

Satz 19.8 V endlichdimensional, U ⊆ V UVR, (u1, . . . , uk) von U , B = (u1, . . . , uk, v1, . . . , vr) Basis von
V . Dann ist die Teilfamilie (v∗1, . . . , v∗r ) vonB∗ eine Basis vonU0. Insbesondere ist dimU0 = dimV −dimU .

Beweis 1. (v∗1, . . . , v∗r ) linear unhabhängig, da Teilfamilie der Basis B∗ von V ∗

2. Lin((v∗1, . . . , v∗r )) = U0

„⊆“ φ ∈ Lin((v∗1, . . . , v
∗
r )) =⇒ Es existieren λ1, . . . , λr ∈ K mit φ = λ1v

∗
1 + · · ·+ λrv

∗
r . =⇒ Für

i = 1, . . . , k ist φ(ui) = λ1v
∗
1(ui) + · · ·+ λ1v

∗
r (ui) = 0 =⇒ φ(u) = 0∀u ∈ U

„⊇“ Seiφ ∈ U0. Es existierenµ1, . . . , µk, λ1, . . . , λr ∈ K mitφ = µ1u
∗
1+ · · ·+µ∗k+λ1v∗1+ · · ·+λrv∗r

=⇒ Für i = 1, . . . , k ist 0 = φ(ui) = µi =⇒ φ ∈ Lin((v∗1, . . . , v
∗
r )) □

Bemerkung+Definition 19.9 V,W K-Vr, f : V → W lineare Abbildung. Wir definieren f∗ : W ∗ →
V ∗, ψ 7→ f∗(ψ) := ψ ◦ f f∗ heißt die zu f duale Abbildung. Es gilt: f∗ ist linear.

Beweis • f∗ ist wohldefiniert, da f∗(ψ) = ψ ◦ f ∈ V ∗∀ψ ∈W ∗.

• f∗ ist linear, denn: Seien φ,ψ ∈W ∗, λ ∈ K

=⇒ f∗(φ+ ψ) = (φ+ ψ) ◦ f = φ ◦ f + ψ ◦ f = f∗(φ) + f∗(ψ)

f∗(λφ) = λf∗(φ) analog. □

Bemerkung 19.10 V,W endlichdimensionaler K-VR. Dann ist die Abbildung

∗ : HomK(V,W ) → HomK(W ∗, V ∗), f 7→ f∗

ist ein Isomorphismus von K-VR.

Beweis 1. ∗ ist linear: Seien f, g ∈ HomK(V,W ), ψ ∈W ∗

=⇒ (f + g)∗(ψ) = ψ ◦ (f + g) = ψ ◦ f + ψ ◦ g = f∗(ψ) + g∗(ψ) =⇒ (f + g)∗ = f∗ + g∗

Rest analog.

2. ∗ ist injektiv: Sei f ∈ HomK(V,W ) wit f∗ = 0 =⇒ ψ ◦ f = 0∀ψ ∈ W ∗. Annahme: f ̸= 0 =⇒
∃v ∈ V : f(v) ̸= 0 =⇒ ∃φ ∈W ∗ : φ(f(v)) = 0 =⇒ ◦φ ◦ f ̸= 0 `

3. ∗ ist surjektiv: Es istdimHomK(V,W ) = dim(V ) dim(W ) = dim(V ∗) dim(W ∗) = dimHomK(W ∗, V ∗) =⇒
∗ surjektiv. □

Satz 19.11 (19.11) V,W endlichdimesionale K-VR, A,B Basen von V beziehungsweise W , f : V → W
lineare Abbildung. Dann gilt:

MB∗
A∗(f∗) =

(
MA

B (f)
)T

Beweis SeiA = (v1, . . . , vn),B = (w1, . . . , wm),M
A
B (f) = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
insbesondere

f(vj) =
m∑
i=1

aijwi

=⇒ aij = w∗
i (f(vj)) = (w∗

i ◦ f)(vj) = f∗(w∗
i )(vj)
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SeiMB∗
A∗(f∗) = (bij)1≤j≤n

1≤i≤m
, dann ist

f∗(w∗
i ) =

n∑
j=1

bjiv
∗
j

=⇒ bji = (f∗(w∗
i ))(vj) = aij □

Satz 19.12 V,W endlichdimesionale K-VR, f : V →W lineare Abbildung. Dann gilt:

1. im(f∗) = ker(f)0

2. ker(f∗) = im(f)0

Beweis 1. „⊆“ Sei φ ∈ im(f∗) ⊆ V ∗ =⇒ ∃ψW ∗ : f∗(ψ) = φ, das heißt ψ ◦ f = φ. =⇒∣∣∣
ker f

= 0 =⇒ φ ∈ (ker f)0 „⊇“ Sei φ ∈ (ker f)0 ⊆ V ∗, das heißt φ
∣∣∣
ker f

= 0. Zu zeigen: Es
existiert ein ψ ∈ W ∗ mit φ = f∗(ψ) = ψ ◦ f . Sei (v1, . . . , vk) eine Basis von ker f, (w1, . . . , wr)
eine Basis von im f, ui ∈ f−1({wi}), i = 1, . . . , r =⇒ (v1, . . . , vk, u1, . . . , ur) Basis von V . Wir
ergänzen (w1, . . . , wr) zu einer Basis w1, . . . , wr, vr+1, . . . , wm von W . =⇒ Es existier genau eine
lineare Abbildung ψ :W → K mit

ψ(wi) =

{
φ(ui) 1 = 1, . . . , r

0 i = r + 1, . . . ,m

Für i = 1, . . . , r ist φ(ui) = ψ(wi) = ψ(f(ui)) = (ψ ◦ f)(ui), und für i = 1, . . . , k ist φ(vi) = 0 =
ψ(f(vi)) Also: φ = ψ ◦ f = f∗(ψ), das heißt φ ∈ im f∗

2. φ ∈ ker(f∗) ⇐⇒ f∗(φ) = 0 ⇐⇒ φ ◦ f = 0 ⇐⇒ φ(f(v)) = 0∀v ∈ V ⇐⇒ φ
∣∣∣
imf

= 0 ⇐⇒

φ ∈ (im f)0 □

Folgerung 19.13 V,W endlichdimensionale K-VR, f : V →W lineare Abbildung. Dann gilt:

Rang(f∗) = Rang(f)

Beweis Rang f∗ = dim im f∗ = dim(ker f)0 = dimV − dimker f = dim im f = Rang(f) □

Folgerung 19.14 A ∈M(m× n,K). Dann gilt:

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)

Beweis Es istA =M e1,...,en
(e1,...,em)

(
Ã
)
, AT =M

e∗1,...,e
∗
m

e∗1,...,e
∗
n

Spaltenrang(A) = dim im Ã = Rang Ã = Rang
(
Ã∗
)
= Spaltenrang

(
At
)
= Zeilenrang(A) □

Definition 19.15 V ∗∗ := (V ∗)∗ = HomK(V ∗,K) heißt der Bidualraum von V .

Satz 19.16 V endlichdimensional.Danngibt es einenkanonischen (das heißt basisunabhängigen) Isomorphismus

i : V → V ∗∗, v 7→ iv, iv : V
∗ → K,φ 7→ φ(v)
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Beweis 1. i wohldefinier und linear: leicht nachzurechnen.

2. i injektiv: Sei v ∈ ker i =⇒ iv = 0 =⇒ ∀φ ∈ V ∗ = HomK(V,K) : φ(v) = 0 =⇒ v = 0

3. dimV ∗∗ = dimV ∗ = dimV . Somit nach 12.15: i Isomorphismus □

Anmerkung • Im Gegensatz zu ψB : V → V ∗ ist der Isomorphismus i : V → V ∗∗ unabhängig von der
Wahl einer Basis, das heißt V und V ∗ sind unkanonisch isomorph, V nud V ∗∗ sind kanonisch isomorph
(für V endlichdimensional).

• Ist V unendlichdimesionsal, dann liefert i zumindest nach eine kanonische Inklusion von V nach V ∗∗.
Diese ist jedoch die surjektiv.

20 Bilinearformen
In diesem Abschnitt sei V stets ein K-VR.

Definition 20.1 γ : V ×V → K heißt eine Bilinearform auf V , genau dann wenn die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

• (B1) γ(v1 + v2, w) = γ(v1, w) + γ(v2, w), γ(λv,w) = λγ(v, w)

• (B2) γ(v, w1 + w2) = γ(v, w1) + γ(v, w2), γ(v, λw) = λγ(v, w)

∀v, w, v1, v2, w1, w2 ∈ V, λ ∈ K .

Beispiel 20.2
1. K = R, V = Rn, γ : Rn×Rn → R, γ

x1. . .
xn

 ,

y1. . .
yn

 = x1y1+· · ·+xny2 ist eine Bilinearform

aufRn.

2. K = R, V = l[0, 1], γ : l[0, 1] × l[0, 1] 7→ R, γ(f, g) :=
∫ 1
0 f(t)g(t)dt ist eine Bilinearform auf

l[0, 1].

3. K = R, V = R2, γ : R2×R2 → R, γ

((
x1
x2

)
,

(
y1
y2

))
= x1y1+2x1y2−x2y2 ist eine Bilinearform

aufR2.

Definition 20.3 V endlichdimensional, B = (v1, . . . , vn) Basis von V, γ Bilinearform auf V

MB(γ) = (γ(vi, vj))1≤i≤n
1≤j≤n

∈M(n× n,K)

heihßb die Darstellungsmatrix (Fundamentalmatrix) von γ bezüglich B.

Beispiel 20.4
1. In 20.2a ist für B = (e1, . . . , en) :MB(γ) = En

2. In 20.2p ist für B = (e1, e2) :MB(γ) =

(
1 2
0 −1

)
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Bemerkung 20.5 V endlichdimensional, B = (v1, . . . , vn) Basis von V, γ Bilinearform auf V,A = MB(γ),

ΦB : Kn → V Koordinatensystem zu B, v, w ∈ V, x =

x1...
vn

 = Φ−1
B (v), das heißt v = x1v1 + · · ·+ xnvn,

y =

y1...
yn

 = Φ−1
B (w)

das heißtw = q1v1 + · · ·+ ynvn. Dann gilt:

γ(v, w) = ΦTB−1AΦ
−1
B (w) = xtAy =

(
x1 . . . xn

)
A

y1...
yn


Beweis Es ist

y(v, w) = γ(x1v1 + · · ·+ xnvn, y1v1 + · · ·+ ynvn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjγ(vi, vj)

=
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

γ(vi, yj)yj = xTAy □

Bemerkung 20.6 V endlichdimensional,B = (v1, . . . , vn) Basis von V,A ∈M(n× n,K). Dann gilt: Durch

∆B
A : V × V → K, (v, w) 7→ Φ−1

B (v)TAΦ−1
B (w)

ist eine Bilinearform auf V gegeben.

Beweis Nachrechnen. □

Beispiel 20.7 (wichtiger Spezialfall von 20.6)
V = Kn,B = (e1, . . . , en), A ∈M(n× n,K) =⇒ ΦB = idKn . Durch

∆
(e1,...,en)
A : Kn ×Kn → K, (v, w) 7→ vtAw

ist eine Bilinearform aufKn gegeben. Wir setzen kurz∆(A) := ∆A := ∆
(e1,...,en)
A

Bemerkung+Definition 20.8 Bil(V ) := {γ : V × V → K | γ ist Bilinearform } ist ein K-VR, ist ein UVR
vom K-VRAbb(V × V,K)

Bemerkung 20.9 V endlichdimensional, B = (v1, . . . , vn) Basis von V . Dann gilt: Die Abbildung

MB : Bil(V ) →M(n× n,K)

ist ein Isomorphismus von K-VR mit Umkehrabbildung

∆B :M(n× n,K) → Bil(V ), A 7→ ∆B
A

Beweis 1. MB linear: nachrechnen.
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2. ∆B ◦MB = idBil(V ), denn: Sei γ ∈ Bil(V )

=⇒
(
∆B ◦MB

)
(γ)(vi, vj) = ∆B

MB(γ)
(vi, vj) = Φ−v

B (v1)
tMB(γ)Φ

−1
B (vj)

= eTi MB(γ)ej = γ(vi, vj)

3. MB ◦ ∆B = idM(n×n,K), denn: Sei A = (aij) ∈ M(n× n,K), B = (bij) =
(
MB ◦∆B)(A) =

MB ◦∆B
A

bij = ∆B
A(vi, vj) = Φ−1

B (vi)
TAΦB(vj) = eTi Aej = aij

=⇒ B = A □

Satz 20.10 V endlichdimensional,A,B Basen von V, γ Bilinearform auf V . Dann gilt:

MB(γ) =
(
TB
A
)T
MA(γ)T

B
A

Beweis Für v, w ∈ V ist

Φ−1
B (v)TMB(w) = γ(v, w) = Φ−1

A (v)TMA(γ)Φ
−1
A (w)

16.2.2: T̃B
A = Φ−1

A ◦ ΦB

=
(
TB
AΦ

−1
B (v)

)T
MA(γ)T

B
AΦ

−1
B (w)

=
(
Φ−1
B
)T (

TB
A
)T
MA(γ)T

B
AΦ

−1
B (w)

=⇒ ∆B(MB(γ))(v, w) = ∆B
((
TB
A
)T
MA(γ)T

B
A

)
(v, w)

=⇒ ∆B(MB(γ)) = ∆B
((
TB
A
)T
MA(γ)T

B
A

)
∆B Isomorphismus

=⇒ MB(γ) =
(
TB
A
)T
MA(γ)T

B
A □

Definition 20.11 V endlichdimensional, γ Bilinearform auf V . Wir setzenRang(γ) := RangMB(γ), wobei
B eine Basis von V ist.

Anmerkung Dies ist wohldefiniert. (folgt aus 20.10, da die Matrizen TB
A invertierbar sind)

Bemerkung+Definition 20.12 Es gilt:

1. Ist γ : V × V → K eine Bilinearform, dann induziert γ die linearen Abbildungen

Γl : V → V ∗, w 7→ γ(·, w) γ(·, w) : V → K, v 7→ γ(v, w)

Γr : V → V ∗, v 7→ γ(v, ·) γ(v, ·) : V → K, v 7→ γ(v, w)

2. Jede lineare Abbildung Γ : V → V ∗ induziert Bilinearformen

γl : V × V → K, γl(v, w) := Γ(w)(v)

γr : V × V → K, γr(v, w) := Γ(v)(w)
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Die Zuordnungen aus 1., 2. induzieren den IsomorphismusBil(V ) ∼= HomK(V, V ∗)

Beweis Nachrechnen. □

Definition 20.13 γ Bilinearform auf V . γ heißt nicht-ausgeartet ⇐⇒ Γl und Γr sind injektiv.

⇐⇒ γ(v, w) = 0∀v ∈ V =⇒ w = 0

(Injektivität von Γl), und
⇐⇒ γ(v, w) = 0∀w ∈ V =⇒ v = 0

(Injektivität von Γr).
γ heißt perfekt ⇐⇒ Γl und Γr sind Isomorphismen.

Bemerkung 20.14 V endlichdimensional, γ Bilinearform auf V,B = (v1, . . . , vn) Basis von V,B∗ duale Basis
zu B. Dann gilt:

MB
B∗(Γl) =MB(γ) =

(
MB

B∗(Γr)
)T

Beweis Behauptung: Es ist Γl(vi) = γ(v1, vi)v
∗
1 + · · · + γ(vn, vi)v

∗
n, denn Γl(vi)(vj) = γ(vj , vi) nach

Definition
(γ(v1, vi)v

∗
1 + · · ·+ γ(vn, vi)v

∗
n)(vj) = γ(vj = vi)

Somit:MB
B∗(Γl) =MB(γ).

Analog: Γr(vi) = γ(vi, v1)v
∗
1 + · · ·+ γ(vi, vn)v

∗
n =⇒ MB

B∗(Γr) = (MB(γ))
T □

Folgerung 20.15 V endlichdimensional, γ Bilinearform auf V,B Basis von V . Dann sind äquivalent:

1. γ ist nich-ausgeartet

2. γ ist perfekt

3. MB(γ) invertierbar

4. Γl injektiv

5. Γr injektiv

Beweis 1. ⇐⇒ 2. wegen dimV = dimV ∗ und 12.12
γ perfekt ⇐⇒ Γl,Γr Isomorphismen ⇐⇒ MB

B∗(Γl),M
B
B∗(Γr) invertierbar ⇐⇒ MB(γ) invertierbar.

MB
B∗(Γl),M

B
B∗(Γr) ⇐⇒ Γl Isomorphismus ⇐⇒ MB

B∗ invertierbar. □

Definition 20.16 γ Bilinearform auf V .
γ heißt symmetrisch ⇐⇒ γ(v, w) = γ(w, v)∀v, w ∈ V
γ heißt antisymmetrisch ⇐⇒ γ(v, w) = −γ(w, v)∀v, w ∈ V
γ heißt alterniernd ⇐⇒ γ(v, v) = 0∀v ∈ V .

Anmerkung • γ symmetrisch =⇒ Γl = Γr

• Für char(K) ̸= 2 gilt: γ alternierned ⇐⇒ γ antisymmetrisch

• Für char(K) = 2 gilt immer noch γ alternierend =⇒ γ (anti)symmetrisch Die Umkehrung ist falsch:
γ : F3

2 ×F3
2 → F, γ(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 ist (anti)symmetrisch, aber nicht alternierend:

γ

1̄
0̄
0̄

 ,

1̄
0̄
0̄

 = 1̄ ̸= 0̄



21 Quadratische Räume 22

Bemerkung 20.17 V endlichdimensional, B Basis von V, γ Bilinearform auf V . Dann gilt:

1. γ symmetrisch ⇐⇒ MB(γ) ist symmetrisch, das heißtMB(γ)
T =MB(γ)

2. γ antisymmetrisch ⇐⇒ MB(γ) ist antisymmetrisch, das heißtMB(γ)
T = −MB(γ)

Beweis 1. „ =⇒ “ klar
„ ⇐= “ SeiMB(γ) =MB(γ)

T =⇒ Für v, w ist

γ(v, w) = Φ−1
B (v)TMB(γ)Φ

−1
B (w) = Φ−1

B (v)TMB(γ)
TΦ−1

B (w)T

=
(
Φ−1
B (w)TMB(γ)Φ

−1
B

)T
︸ ︷︷ ︸

∈K

= Φ−1
B (w)TMB(γ)Φ

−1
B (v) = γ(w, v).

2. analog. □

21 Quadratische Räume
Definition 21.1 (Quadratische Form) V K-VR. Eine Abbildung q : V → K heißt eine quadratische Form
auf V , genau dann wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

• (Q1) q(λv) = λ2q(v)∀λ ∈ K, v ∈ V

• (Q2) Die Abbildung εq : V × V → K, (v, w) 7→ q(v + w) − q(v) − q(w) ist eine (automatisch
symmetrische) Bilinearform

Beispiel 21.2
K = R, V = R2, q

((
x1
x2

))
= x21 + x1x2 + x22 ist eine quatratische Form aufR2 (Q1) ist erfüllt, (Q2) ist

ebenfalls erfüllt, denn

εq

((
x1
x2

)
,

(
y1
y2

))
= q

((
x1 + y1
x2 + y2

))
− q

((
x1
x2

))
− q

((
y1
y2

))
= (x1 + y1)

2 + (x1 + y1)(x2 + y2) + (x2 + y2)
2 − x21 − x1x2 − x22 − x22 − y21 − y1y2 − y22

= 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2

das heißt εq ist symmetrische Bilinearform.

Bemerkung 21.3 charK ̸= 2, V K-VR,SymBil(V ) := {γ : V×V → K | γ ist symmetrische Bilinearform},Quad(V ) :=
{q : V → K | q ist eine quadratische Form}. Dann sind die Abbildungen

Φ : SymBil(V ) → Quad(V ), γ 7→ qγ qγ : V → K, v 7→ γ(v, v)

Ψ : Quad(V ) → SymBil(V ), q 7→ γq
1

2
εq

zueinander inverse Bijektionen.

Beweis 1. Φ ist wohldefiniert, das heißt qγ ∈ Quad(V )∀γ ∈ SymBil(V ).
Q1: Sei λ ∈ K, v ∈ V =⇒ qγ(λv) = γ(λv, λv) = λ2γ(v, v) = λ2qγ(v)
Q2:

εqγ = qγ(v + w)− qγ(v)− qγ(w) = γ(v + w, v + w)− γ(v, v)− γ(w,w)

= γ(v, w) + γ(w, v) = 2γ(v, w)

=⇒ εqγ symmetrische Bilinearform.
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2. Ψ ist wohldefiniert, denn für jedes q ∈ Quad(V ) ist γq = (1/2)εq ∈ SymBil(V ), da εq ∈ SymBil(V )

3. Φ ◦Ψ = idQuad(V ): Für q ∈ Quad(V ), v ∈ V ist

(Φ ◦Ψ)(q)(v) = Φ(γq)(v) = γq(v, v) =
1

2
(q(v + v)− q(v)− q(v)) = q(v)

4. Ψ ◦ Φ = idSymBil(v): Für γ ∈ SymBil(v), v, w ∈ V ist

(Ψ ◦ Φ)(γ)(v, w) = Ψ(qγ)(v, w) =
1

2
εqγ (v, w) = γ(v, w) □

Anmerkung Philosophie dahinter: symmetrischeBilinearformen, quadratischeFormen aufK sind für charK ̸=
2 fast dasselbe. Für char k = 2 kann man die Abblidung Φ immer noch definieren, Φ ist im allgemeinen aber
weder injekiv, noch surjektiv. Exemplarisch: Für K = F2, V = F2

2 liegt die quadratische Form q : F2
2 →

F,

(
x1
x2

)
7→ x21 + x1x2 + x22 liegt nicht im Bild vomΦ.

Für den Rest dieses Abschnittes seiK stets ein Körper mit charK ̸= 2

Definition 21.4 (Quadratischer Raum) EinquadratischerRaum ist einPaar (V, γ), bestehend aus endlichdimensionalem
K-VR V und einer symmetrischen Bilinearform γ auf V . v, w ∈ V heißen orthogonal bezüglich γ ⇐⇒
γ(v, w) = 0. (vi)i∈I Familie von Vektoren aus V heißt orthogonal bezüglich γ ⇐⇒ γ(vi, vj) = 0∀i, j ∈
I, i ̸= j. Eine Familie (v1, . . . , vn) von Vektoren aus V heißt eine Orthogonalbasis (OB) von (V, γ) ⇐⇒
(v1, . . . , vn) ist eine Basis von V und ist orthogonal bezüglich γ.

Anmerkung • Ist γ aus dem Kontext klar, wird es auch häufig weggelassen.

• Ist B eine Basis von V , dann gilt B OB von (V, γ) ⇐⇒ MB(γ) ist eine Diagonalmatrix.

Definition 21.5 (V, γv), (W,γw)quadratischeRäume,f : V →W lineareAbbildung.f heißtHomomophismus
quadratischer Räume ⇐⇒

γw(f(v1), f(v2)) = γv(v1, v2)∀v1, v2 ∈ V

f heißt IsomorphismusquadratischerRäume ⇐⇒ f ist ein Isomorphismus vonK-VRund einHomomophismus
quadratischerRäume.Notation:Wir schreibenhäufigf : (V, γv) → (W,γw) fürAbbildungen /Homomorphismen
quadratischer Räume.

Anmerkung Ist f : (V, γv) → (W,γw) ein Isomorphismus quadratischer Räume, dann ist f−1 : (W,γw) →
(V, γv) ebenfalls ein Isomorphismus quadratischer Räume, und es istRang(γv) = Rang(γw) (nachrechnen…)

Ziel: Klassifiziere quadratische Räume bis auf Isomorphie quadratischer Räume.

Satz 21.6 (V, γ) quadratischer Raum. Dann besitzt (V, γ) eine OB.

Beweis per Induktion nach n = dimV .
IA: n = 0: leere Familie ist OB.
IS: Sei n ≥ 1

1. Fall: γ(v, v) = 0∀v ∈ V

=⇒ ∀v, w ∈ V : 0 = γ(v + w, v + w) = γ(v, v) + γ(w,w) + 2γ(v, w) = 2γ(v, w)

=⇒ γ(v, w) = 0∀v, w ∈ V =⇒ Jede Basis von V ist OB von (V, γ)
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2. ∃v1 ∈ V : γ(v1, v1) ̸= 0. Sei Γ : V → V ∗, v 7→ γ(v, ·) die zu γ gemäß 20.10 gehörige lineare
Abbildung. SetzeH = ker(Γ(v1)) = {w ∈W | γ(v1, w) = 0}

=⇒ dimH = dimV − dim im(Γ(v1))︸ ︷︷ ︸
≤K beachte: Γ(v1)∈V ∗

∈ {n, n− 1}

Es ist v1 ̸∈ H wegen γ(v1, v1) ̸= 0 =⇒ dimH = n − 1 =⇒ V = Lin((v1)) ⊕ H .
(H, γ |H×H) ist ein quadratischer Raum der Dimension n− 1. Wegen IV existiert eine OB (v2, . . . , vn)
von (H, γ |H×H) =⇒ (v1, v2, . . . , vn) ist OB von (V, γ) □

Folgerung 21.7 A ∈M(n× n,K) symmetrisch.Dann existiertT ∈ GL(n,K), sodassT TAT eineDiagonalmatrix.

Beweis Adefiniert eine symmetrischeBilinearform∆(A) = ∆
(e1,...,en)
A aufKn (vergleiche 20.7,∆(A)(v, w) =

vTAw). Nach 21.6 existiert eine OB B von (Kn,∆(A)) =⇒ MB(∆(A)) ist Diagonalmatrix, und es ist

MB(∆(A)) =
(
TB
(e1,...,en)

)T
︸ ︷︷ ︸

=TT

M(e1,...,en)(∆(A))︸ ︷︷ ︸
A

TB
(e1,...,en)︸ ︷︷ ︸
=:T □

Folgerung 21.8 (V, γ) quadratischer Raum,n = dimV, r = Rang(γ). Dann existierenλ1, . . . , λr ∈ K\{0}
und ein Isomorphismus von quadratischen Räumen

Φ :


Kn,∆





λ1 0
. . .

λr
0

. . .
0 0






→ (V, γ)

Beweis Wegen 21.6 existiert eine OB B = (v1, . . . , vn) von (V, γ). Nach Umordnung von v1, . . . , vn sei
γ(vi, vi) ̸= 0 für i = 1, . . . , s und γ(vi, vi) = 0 für i = s+ 1, . . . , n

=⇒ MB(γ) =



λ1 0
. . .

λs
0

. . .
0 0


λ1, . . . , λs ∈ K \ {0}, r = Rang(γ) = RangMB(γ) = s

SetzeΦ := ΦB : Kn → V, ei 7→ vi (Koordinatensystem zu B, vegleiche 15.2). Φ ist Isomorphismus

γ(ΦB(v),ΦB(w)) = Φ−1
B (ΦB(v))

TMB(γ)Φ
−1
B (ΦB(w)) = vtMB(γ)w

= vT



λ1 0
. . .

λr
0

. . .
0 0


w = ∆


λ1 0

. . .
0 λr


(v, w) □
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Anmerkung λ1, . . . , λr sind im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Frage: Kann man über speziellen Körpern mehr sagen? Wir werdenK = C,R untersuchen.

Satz 21.9 (V, γ) quadratischer Raum überC, n = dimV, r = Rang γ. Dass existiert eine Orthogonalbasis B
von (V, γ)mit

MB(γ) =

(
Er 0
0 0

)
Insbesondere existiert ein Isomorphismus quadratischer Räume Φ

(
Cn,∆

((
Er 0
0 0

)))
→ (V, γ)

Beweis Sei (ṽ1, . . . , ṽn) eine Orthogonalbasis von (V, γ). Setze

vi :=

{
ṽi γ(ṽi, ṽi) = 0

1√
ṽi,ṽi

ṽi γ(ṽi, ṽi) ̸= 0

Hierber ist
√
γ(ṽi, ṽi) eine komplexe Zahl αmit α2 = γ(ṽi, ṽi). Falls γ(ṽi, ṽi) ̸= 0, dass ist

γ(vi, vi) = γ

(
1√

γ(ṽi, ṽi)
,

1√
γ(ṽi, ṽi)

)
=

1

γ(ṽi, ṽi)
γ(ṽi, ṽi) = 1

Außerdem: γ(vi, vj) = 0∀i ̸= j, da γ(ṽi, ṽj) = 0∀i ̸= 0. Setze B := (v1, . . . , vn). Nach eventueller
Umnummerierung von v1, . . . , vn ist

MB(γ) =

(
Er 0
0 0

)
wobei r = RangMB(γ) = Rang γ. □

Folgerung 21.10 A ∈M(n× n,C) symmetrisch, r = RangA. Dass existiert ein T ∈ GL(n,C), sodass

T TAT =

(
Er 0
0 0

)
Folgerung 21.11 (21.11) (V, γV ), (W,γW ) quadratische Räume überC. Dann sind äquivalent:

1. Es gibt einen Isomorphismus quadratischer Räume (V, γV ) → (W,γW )

2. dimV = dimW undRang γV = Rang γW

Beweis 1. =⇒ 2. vergleiche Anmerkung nach 21.5

2. =⇒ 1. Sei n = dimV = dimW, r = Rang γV = Rang γW . =⇒ (V, γV ), (W,γW ) sind als

quadratische Räume isomorph zu
(
Cn,∆

((
Er

)))
, also auch (V, γV ) ∼= (W,γW ) □

Definition 21.12 (V, γ) quadratischer Raum, U1, . . . , Um ⊆ V UVR mit V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un. Die direkte
Summe heißt orthogonale direkte Summe(

V = U1ôplus . . . ⊕̂Um
) Def⇐⇒ γ(ui, uj) = 0∀ui ∈ Ui, uj ∈ Uj , i ̸= j

alternativ⦹
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Satz 21.13 (V, γ) quadratischer Raum überR, n = dimV . Dann existiert eine Orthogonalbasis B von (V, γ),
sowie r+, r− ∈ {0, . . . , dimV }mit

MB(γ) =

Er+ 0
−Er−

0 0


Insbesondere existiert ein Isomorphismus quadratischer RäumeRn,∆

Er+ 0
−Er−

0 0

→ (V, γ)

Die Zahlen r+, r− sind unabhängig von der Wahl einer solchen Basis. Wir nennen Signatur(γ) := (r+, r−)
heißt die Signatur von γ.

Beweis 1. Sei (ṽ1, . . . , ṽn) eine Orthogonalbasis von (V, γ). Wir setzen

vi :=

ṽi γ(ṽi, ṽi) = 0
1√

|γ(ṽi,ṽi)|
γ(ṽi, ṽi) ̸= 0

Falls γ(ṽi, ṽi) ̸= 0, dass ist

γ(vi, vi) = γ

(
1√

|γ(ṽi, ṽi)|
ṽi,

1√
|γ(ṽi, ṽi)|

ṽi

)
=

1

|γ(ṽi, ṽi)|
γ(ṽi, ṽi) ∈ {±1}

γ(vi, vj) = 0 für i ≠ j. Setze B := (v1, . . . , vn). Nach eventueller Umnummerierung von v1, . . . , vn
ist

MB(γ) =



1
. . .

1
−1

. . .
1 −1

0
. . .

0


=

Er+ 0
−Er−

0 0



mit geeigneten r+, r− ∈ {0, . . . , n}

2. r+, r− sind basisunabhängig: Es ist r+ + r− = Rang γ, dies ist basisunabhängig. Es gilt zu zeigen:
r+ ist basisunabhängig. Setze V+ := Lin

((
v1, . . . , vr+

))
, V− = Lin

((
vr++1, . . . , vr++r−

))
, V0 :=

Lin
((
vr++r−+1, . . . , vn

))
=⇒ V = V+⊕̂V−⊕̂V0. Setze

s := max{dimW |W ⊆ V UVR mit γ(w,w) > 0∀w ∈W,w ̸= 0}

dies ist wohldefiniert. V+ ist ein UVR von V mit γ(w,w) > 0∀w ∈ V+, w ̸= 0, denn für w = λ1v1 +
· · ·+ λr+vr+ ist

γ(w,w) = λ21 γ(v1, v1)︸ ︷︷ ︸
=1

+ · · ·+ λ2r+ vr+ , vr+︸ ︷︷ ︸
=1

= λ21 + · · ·+ λ2r+ > 0 fallsw ̸= 0
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=⇒ s ≥ dimV+ = r+ Annahme: Es existiert ein UVRW ⊆ V mit γ(w,w) > 0∀w ∈W,w ̸= 0 und
dimW > r+

=⇒ dimW︸ ︷︷ ︸
>r+

+dimV−︸ ︷︷ ︸
=r−

+ dimV0︸ ︷︷ ︸
n−(r++r−)

> n

=⇒ dim
(
W ∩

(
V−⊕̂V0

))
= dimW + dim

(
V−⊕̂V0

)
− dim

(
W +

(
W−⊕̂V0

))
= dimW + dimV− + dimV0︸ ︷︷ ︸

>n

−dim
(
W +

(
V−⊕̂V0

))︸ ︷︷ ︸
≤n, daW+(V−⊕̂W0) UVR von V

=> 0

=⇒ Es existiertw ∈W,w ̸= 0 mitw ∈W−⊕̂V0.
=⇒ Es existiertw− ∈ V−, w0 ∈ V0 mitw = w− + w0

=⇒ γ(w,w) = γ(w− + w0, w− + w0) = γ(w−, w−)︸ ︷︷ ︸
<0

+ γ(w0, w0)︸ ︷︷ ︸
=0

< 0 Andererseits: γ(w,w) > 0

wegenw ∈W,w ̸= 0`. Somit: r+ = s, insbesondere unabhängig von Basiswahl. □

Folgerung+Definition 21.14 (Sylvesterscher Trägheitssatz) A ∈M(n× n,R) symmetrisch.Dann existieren
T ∈ GL(n,R), r+, r− ∈ {0, . . . , n}mit

T TAT =

Er+ 0
−Er−

0 0


Die Zahlen r+, r− sind unabhängig von der Wahl eines solchen T . Signatur(A) := (r+, r−) heißt Signatur
vonA.

Beweis folgt aus 21.13 (analog zum Beweis von 21.7). □

Anmerkung Ist S ∈ GL(n,R), dann haben die Matrixen A und STAS diesselbe Signatur, denn: Ist T̃ ∈
GL(,R)mit

T̃ T
(
STAS

)
T =

Er+ 0
−Er−

0 0


, dann ist (

ST̃
)T
A
(
ST̃
)
=

Er+ 0
−Er−

0 0


Folgerung 21.15 (V, γV ), (W,γW ) quadratische Räume überR. Dann sind äquivalent:

1. Es gibt einen Isomorphismus quadratischer Räume (V, γV ) → (W,γW )

2. dimV = dimW und Signatur(γV ) = Signatur(γW )

Beweis 1. =⇒ 2. Für Signatur(γV ) = Signatur(γW ) verwende Charakterisierung von r+ aus dem
Beweis von 21.3.

2. =⇒ 1. aus 21.13, analog zum Beweis von 21.11 □

Anmerkung Man kann Folgerung 21.11/21.15 verwenden, um quadratische Formen überC beziehungsweise
R bis auf Äquivalenz zu klassifizieren (vergleiche Übungen)
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22 Euklidische Räume
Definition 22.1 VR-VR, γ : V × V → R symmetrische Bilinearform. γ heißt

• positiv definit Def⇐⇒ γ(v, v) > 0∀v ∈ V \ {0}

• positiv semidefinit Def⇐⇒ γ(v, v) ≥ 0∀v ∈ V \ {0}

• negativ definit Def⇐⇒ γ(v, v) < 0∀v ∈ V \ {0}

• negativ semidefinit Def⇐⇒ γ(v, v) ≤ 0∀v ∈ V \ {0}

• indefinit Def⇐⇒ γ ist weder positiv noch negativ semidefinit.

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform nennt man auch ein Skalarprodukt.

Beispiel 22.2
1. V = Rn, ⟨·, ·⟩ : Rn × Rn → R, ⟨

x1...
xn

 ,

y1...
yn

⟩ := x1y1 + · · · + xnyn ist ein Skalarprodukt auf

demRn. Positiv Definitheit:

⟨

x1...
xn

 ,

x1...
xn

⟩ = x21 + · · ·+ x2n > 0, falls

x1...
xn

 ̸= 0

⟨·, ·⟩ heißt das Standardskalarprodukt auf demRn.

2. V = C[0, 1]

γ : C[0, 1]× C[0, 1] → R, (f, g) 7→
∫ 1

0
f(t)g(t)dt

ist ein Skalarprodukt.

Anmerkung UmdieDefinitheit einer symmetrischenBilinearformnachzuweisen, genügt es nicht, dasVerhalten
auf den Basisvektoren zu untersuchen: Sei γ : R2 ×R2 → R gegeben durch

γ = ∆

((
1 −1
−2 1

))
das heißt

M(e1,e2)(γ) =

(
1 −2
−2 1

)
Dann ist γ(e1, e1) = 1, γ(e2, e2) = 1 aber

γ

((
1
1

)
,

(
1
1

))
=
(
1 1

)( 1 −2
−2 1

)(
1
1

)
= −2 < 0

das heißt γ ist indefinit.

Definition 22.3 Ein Euklidischer Raum ist ein Paar (V, γ), bestehend aus einem endlichdimensionalen R-
VR V und einem Skalarprodukt γ auf V . Für den Rest dieses Abschsittes sei (V, γ) ein Euklidischer Raum.
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Definition 22.4 v ∈ V
∥v∥ :=

√
γ(v, v)

heißt die Norm auf V .
(vi)i∈I Familie von Vektoren aus V heißt orthonormal Def⇐⇒ (vi)i∈I ist orthogonal und ∥vi∥ = 1∀i ∈ I .
B = (v1, . . . , vn)heißt *Orthonormalbasis vonV ((V, γ)) (ONB) ⇐⇒ B ist Basis vonV undB ist orthonormal.

Bemerkung 22.5 (v1, . . . , vn) orthogonale Familie von Vektoren aus V \ {0}. Dann gilt:

1.
(

v1
∥v1∥ , . . . ,

vn
∥vn∥

)
ist eine orthonormale Familie

2. (v1, . . . , vn) ist linear unabhängig.

Beweis 1. ∥vi∥2 = γ(vi, vi) ̸= 0, da γ positiv definit und vi ̸= 0.

γ

(
vi

∥vi∥
,
vj
∥vj∥

)
=

1

∥vi∥∥vj∥
γ(vi, vj) =

{
0 i ̸= j
γ(vi,vi)

∥vi∥2
= 1 i = j

2. Sei λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0

=⇒ λ1γ(v1, vi) + · · ·+ λnγ(vn, vi) = 0

=⇒ λi = 0 □

Bemerkung 22.6 Es gilt:

1. (V, γ) besitzt eine Orthonormalbasis

2. γ ist nicht-ausgeartet

3. Es gibt eine Basis B von V mitMB(γ) = En, wobei n = dimV

Beweis Der quadratische Raum (V, γ) hat eine Orthogonalbasas (v1, . . . , vn)

=⇒ B :=

(
v1

∥v1∥
, . . . ,

vn
∥vn∥

)
ist eineOrthonormalbasis von (V, γ). Es istMB(γ) = En ( =⇒ 3.), insbesodere istMB(γ) invertierbar =⇒ γ
nich ausgeartet =⇒ 2. □

Bemerkung 22.7 B = (v1, . . . , vn)Orthonormalbasis von (V, γ), v ∈ V . Danngilt: Istv = λ1v1+· · ·+λnvn,
dann ist λi = γ(v, vi)∀i = 1, . . . , n

Beweis γ(v, vi) = λ1γ(v1, vi) + · · ·+ λnγ(vn, vi) = λi γ(vi, vi)︸ ︷︷ ︸
=1

= λi □

Bemerkung+Definition 22.8 U ⊆ V Untervektorraum.

U⊥ := {v ∈ V | γ(v, u) = 0∀u ∈ U}

heißt das orthogonale Komplement zu U . U⊥ ist ein Untervektorraum von V .

Beweis leicht nachzurechnen □

Satz+Definition 22.9 U ⊆ V Untervektorraum. Dann gilt:
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1. V = U ⊕ U⊥

2. dimU⊥ = dimV − dimU

3.
(
U⊥)⊥ = U

4. Ist (u1, . . . , um) eine Orthogonalbasis von (U, γ |U×U ), und ist v ∈ V mit v = u+ v′, u ∈ U, v′ ∈ U⊥,
dass ist

u =
m∑
j=1

γ(v, uj)uj

Die lineare Abbildung

πu : V → U, v 7→
m∑
j=1

γ(v, uj)uj

hießt die Orthogonalprojektion von V auf U .

Beweis 1. U + U⊥ = V , denn:
Sei (u1, . . . , um) eine Orthogonalbasis von (U, γ |n×n), v ∈ V . Setze

v′ := V −
m∑
j=1

γ(v, uj)uj

=⇒ γ
(
v′, ui

)
= γ(v, ui)−

m∑
j=1

γ(v, uj)γ(uj , ui) = γ(v, ui)− γ(v, ui) = 0∀i = 1, . . . ,m

=⇒ v′ ∈ U⊥

=⇒ v =

m∑
j=1

γ(v, uj)uj︸ ︷︷ ︸
∈U

+ v′︸︷︷︸
∈U⊥

=⇒ V = U + U⊥

U ∩ U⊥ = {0}, denn: u ∈ U ∩ U⊥ =⇒ γ(u, u) = 0 =⇒ u = 0 (da γ Skalarprodukt)

2. aus 1., 2.

3. Sei u ∈ U =⇒ γ(u,w) = 0∀w = U⊥ =⇒ u ∈
(
U⊥)⊥, das heißtU ⊆ U⊥⊥. Wegen dim

(
U⊥)⊥ =

dimV − dimU⊥ = dimV − (dimV − dimU) = dimU foglt U = U⊥⊥ □

Anmerkung Insbesondere gilt für alle v ∈ V : v − πU (v) ∈ U⊥

Beispiel 22.10
(V, γ) =

(
R2, ⟨·, ·⟩

)
, U = Lin

((
1
1

))
=⇒ U⊥ = Lin

((
−1
1

))
, denn

(
−1
1

)
∈ U⊥ wegen ⟨

(
−1
1

)
,

(
1
1

)
⟩ =

0, und es ist dimU⊥ = 2− dimU = 2− 1 = 1. Jedes Element aus V lässt sich eindeutig schreiben als

v = λ

(
1
1

)
+ µ

(
−1
1

)
das heißt

πu : v = λ

(
1
1

)
︸ ︷︷ ︸

∈U

+µ

(
−1
1

)
︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

7→ λ

(
1
1

)
= γ

(
v,

(
1
1

))
1⃗; 1
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Frage:Wie bestimmt man explizit eine Orthogonalbasis eines Euklidischen Raumes?

Algorithmus 22.11 (Gram-Schmidt-Verfahren) Eingabe: (v1, . . . , vn) Basis von V .
Ausgabe: Orthonormalbasis (w1, . . . , wn) von (V, γ)
Durchführung:

1. Setze
w1 :=

v1
∥v1∥

2. Setze für k = 2, . . . , n

w̃k := vk −
k−1∑
i=1

γ(vk, wi)wi, wk :=
w̃k

∥w̃k∥

3. (w1, . . . , wn) ist eine Orthonormalbasis von (V, γ)

Beweis Sei Uk := Lin((v1, . . . , vk)) für k = 1, . . . , n. Wir zeigen per Induktion nach k, dass (w1, . . . , wk)
eine Orthogonalbasis von (Uk, γ |Uk×Uk

) ist (Behauptung folgt dann aus k = n).
Induktionsanfang: k = 1 klar
Induktionsschritt: Sei πk−1 := πUk−1

: V → Vk−1 die orthogonale Projektion.

=⇒ w̃k = vk − πk−1(vk)

da (w1, . . . , wk−1) Orthogonalbasis von Uk−1 nach Induktionsvorraussetzung. =⇒ w̃k ∈ U⊥
k−1. Außerdem

w̃k ̸= 0, da sonst vk = πk−1(vk) ∈ Uk−1` zu (v1, . . . , vk) Basis von U_k

=⇒ wk =
w̃k

∥w̃k∥
∈ U⊥

k−1

und es ist

γ(wk, wi) =

{
0 i = 1, . . . , k − 1

1 i = k

=⇒ (w1, . . . , wk)Orthogonalbasis von Uk □

Beispiel 22.12
Wirbetrachten

(
R3, ⟨·, ·⟩

)
, U = Lin((v1, v2))mitv1 :=

2
0
1

 , v2 :=

−1
1
0

. Gesucht ist eineOrthogonalbasis

von U bezüglich ⟨·, ·⟩. Setze

w :=
v1

∥v1∥
=

1√
5

2
0
1


w̃2 = v2 − ⟨v2, w1⟩w1 =

−1
1
0

− ⟨

−1
1
0

 ,
1√
5

2
0
1

⟩ 1√
5

2
0
1


=

−1
1
0

− 1

5
⟨

−1
1
0

 ,

2
0
1

⟩

2
0
1

 =

−1
1
0

+
2

5

2
0
1

 =

−1
5
1
2
5

 =
1

2

−1
5
2


w2 =

w̃2

∥w̃2∥
=

1√
30

−1
5
2


=⇒

 1√
5

2
0
1

 , 1√
30

−1
5
2

 ist eine Orthogonalbasis von U .
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Definition 22.13 A ∈M(n× n,R) symmetrisch.Aheißtpositivdefinit (Notation:A > 0) Def⇐⇒Die symmetrische
Bilinearform

∆(A) : Rn ×Rn → R, (x, y) 7→ xTAy

ist positiv definit.

Bemerkung 22.14 A ∈M(n× n,R) symmetrisch. Dass sind äquivalent:

1. A > 0

2. ∃T ∈ GL(n,R) : A = T TT

Beweis 1. =⇒ 2. Sei A > 0 =⇒ (Rn,∆(A)) Euklidischer Raum. Sei B Orthogonalbasis von
(Rn,∆(A)) T := T

(e1,...,en)
B

=⇒ En =MB(∆(A)) =
(
TB
(e1,...,en)

)T
︸ ︷︷ ︸

=(T−1)T

M(e1,...,en)(∆(A))︸ ︷︷ ︸
=A

TB
(e1,...,en)︸ ︷︷ ︸
=T−1

=⇒ A = T TT

2. SeiA = T TT für ein T ∈ GL(n,R). Für x ∈ Rn, x ̸= 0 ist

∆(A)(x, x) = xtAw = xtT tTx = (Tx)TTx = ⟨Tx, Tx⟩ > 0 □

Anmerkung 1., 2. sind äquivatent zu

3. Es existiert eine obere Dreiecksmatrix P mit Diagonaleinträgen, sodass A = P TP (siehe Übungen).
Obiges P ist sogar eindeutig bestimmt, eine solche Zerlegung heißt Cholesky-Zerlegung.

Satz 22.15 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) v, w ∈ V . Dann gil:

|γ(v, w)| ≤ ∥v∥∥w∥

Gleichheit gilt hierbar genau dann, wenn (v, w) linear abhängig.

Beweis 1. Beweis der Ungleichung: Fallsw = 0, dass fertig. Im Folgenden seiw ̸= 0. Für λ, µ ∈ R ist

0 ≤ γ(λv + µw, λv + µw) = λ2γ(v, v) + µ2γ(w,w) + 2λµγ(v, w)

Setze λ := γ(w,w) > 0, dividiere durch λ

0 ≤ γ(v, v)γ(w,w) + µ2 + 2µγ(v, w)

Setze µ := −γ(v, w)

0 ≤ γ(v, v)γ(w,w) + γ(v, w)2 − 2γ(v, w)2

γ(v, w)2 ≤ γ(v, v)γ(w,w)

|γ(v, w)| ≤ ∥v∥∥w∥
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2. Gleichheitsaussage: Fürw = 0: (v, w) linear abhängig und „=“ gilt. Ab jetzt alsow ̸= 0.
” ⇐= “ Sei (v, w) linear abhängig =⇒ ∃λ ∈ K : v = κw

=⇒ |γ(v, w)|2 = |γ(λw,w)|2 =
∣∣λ2∣∣|γ(w,w)|2 = |γ(w,w)||γ(λw, λw)| = ∥w∥2∥λw∥2

=⇒ |γ(v, w)| = ∥w∥∥λw∥ = ∥w∥∥v∥.
” =⇒ “ Es gelte, sei also |γ(v, w)| = ∥v∥∥w∥. Führe die Rechnung wie in 1. rückwärts durch: Mit
λ := γ(w,w), µ = −γ(v, w) folgt dass

γ(λv + µw, λv + µw) = 0 =⇒ λv + µw = 0 =⇒ (v, w) linear abhängig □

Bemerkung 22.16 (Eigenschaften der Norm) v, w ∈ V, λ ∈ R. Dann gilt:

1. ∥v∥ = 0 ⇐⇒ v = 0

2. ∥λv∥ = |λ|∥v∥

3. ∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥

Beweis 1. klar, da γ positiv definit

2. ∥λv∥2 = γ(λv, λv) = λ2γ(v, v) = λ2∥v∥ =⇒ ∥λv∥ = |λ|∥v∥

3.

∥v + w∥2 = γ(v + w, v + w) = ∥v∥2 + ∥w∥2 + 2γ(v, w) ≤ ∥v∥2 + ∥w∥2 + 2|γ(v, w)|
≤ ∥v∥2 + ∥w∥2 + 2∥v∥∥w∥ = (∥v∥+ ∥w∥)2

=⇒ ∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ □

Bemerkung 22.17 v, w ∈ V . Dann gilt:

1. ∥v + w∥2 = ∥v∥2 + ∥w∥2 ⇐⇒ γ(v, w) = 0 Satz des Pythagoras

2. ∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = 2∥v∥2 + 2∥w∥2 Parallelogrammgleichung

Beweis 1. ∥v + w∥2 = γ(v + w, v + w) = ∥v∥2 + ∥w∥2 + 2γ(v, w) =⇒ Behauptung

2. ∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = γ(v + w, v + w) + γ(v − w, v − w) = 2∥v∥2 + 2∥w∥2 □

Anmerkung VR Vektorraum. Eine Abbildung ∥·∥ : V → R≥0 mit den Eigenschaften 1. bis 3. aus 22.16
heißt eine Norm auf V , (V, ∥·∥) ein normierter Vektorraum. Man kann zeigen: Ist (V, ∥·∥) ein normierter
Vektorraum, in dem die Parallelogrammgleichung gilt, dann ist durch

γ(v, w) :=
1

2

(
∥v + w∥2 − ∥v∥2 − ∥w∥2

)
ein Skalarprodukt auf V mit ∥v∥ =

√
γ(v, v), das heißt in diesen Fällen ist (V, γ) ein euklidischer Vektorraum,

dessen Norm mit die gegebenen übereinstimmt.



23 Die orthogonale Gruppe 34

23 Die orthogonale Gruppe
Definition 23.1 (V, γV ), (W,γW ) Euklidische Räume, φ : V → W lineare Abbildung. φ heißt orthogonal
Def⇐⇒ φ ist ein Homomorphismus quadratischer Räume, das heißt

γW (φ(v1), φ(v2)) = γV (v1, v2)∀v1, v2 ∈ V

Bemerkung 23.2 (V, γV ), (W,γW ) Euklidische Räume, φ : V →W orthogonale Abbildung. Dann gilt:

1. ∥φ(v)∥W = ∥v∥V ∀v ∈ V

2. v1 ⊥ v2 ⇐⇒ φ(v1) ⊥ φ(v2)∀v1, v2 ∈ V

3. φ ist injektiv

Beweis 1. ∥φ(v)∥2W = γW (φ(v), φ(v)) = γV (v, v) = ∥v∥2V

2. v1 ⊥ v2 ⇐⇒ γV (v1, v2) = 0 ⇐⇒ γW (φ(v1), φ(v2)) = 0 ⇐⇒ φ(v1) ⊥ φ(v2)

3. Sei v ∈ V mit φ(v) = 0 =⇒ ∥φ(v)∥W = 0 =⇒ ∥v∥V = 0 =⇒ v = 0 □

Bemerkung 23.3 (V, γ)EuklidischerRaum,n = dimV,BOrthogonalbasis von (V, γ). Dann ist dasKoordinatensystem
ΦB : (Rn, ⟨·, ·⟩) → (V, γ) ein orthogonaler Isomorphismus.

Beweis ΦB Isomorphismus: klar. ΦB orthogonal, denn: Sei B = (v1, . . . , vn) dann ist

γ(ΦB(ei),ΦB(ej)) = γ(v1, vj) = δij = ⟨ei, ej⟩ □

Bemerkung 23.4 (V, γ) Euklidischer Raum, φ ∈ End(V ) orthogonal. Dann gilt:

1. φ ist Isomorphismus

2. φ−1 ist orthogonal

3. λ ∈ R Eigenwert von γ =⇒ |λ| = 1, das heißt λ ∈ {±1}

Beweis 1. aus 23.2.3 folgt: φ injektiv =⇒ φ Isomorphismus

2. v1, v2 ∈ V =⇒ γ
(
φ−1(v1), φ

−1(v2)
)
= γ

(
φ
(
φ−1(v1)

)
, φ
(
φ−1(v2)

))
= γ(v1, v2) =⇒ φ−1

orthogonal

3. Sei v ∈ V Eigenvektor zum Eigenwert λ =⇒ ∥v∥ = ∥φ(v)∥ = ∥λv∥ = |λ|∥v∥ =⇒ |λ| = 1 □

Bemerkung 23.5 (V, γ) Euklidischer Raum, n = dimV,B Orthogonalbasis von V, φ ∈ End(V ), A =
MB(φ). Dann sind äquivalent:

1. φ ist orthogonal

2. ATA = En
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Beweis Wir erhalten kommutierendes Diagramm

(V, γ) (V, γ)

(Rn, ⟨·, ·⟩) (Rn, ⟨·, ·⟩)

φ

ΦB

ΦB

φ

Da ΦB orthogonaler Isomorphismus nach 23.3 folgt:

φ orthogonal ⇐⇒ Ã = Φ−1
B = φ ◦ ΦB orthogonal

⇐⇒ ∀x, y ∈ Rn : ⟨Ax,Ay⟩ = ⟨x, y⟩
⇐⇒ ∀x, y ∈ Rn : (Ax)TAy = xT y

⇐⇒ ∀x, y ∈ Rn : ⟨Ax,Ay⟩ = xTATAy = xT y

⇐⇒ ∆
(
ATA

)
= ∆(En)

⇐⇒ ATA = En □

Bemerkung+Definition 23.6 A heißt orthogonal Def⇐⇒ ATA = En

O(n) := {A ∈M(n× n,R) | A ist orthogonal }

O(n) ist bezüglich die Matrixmultiplikation eine Gruppe, die orthogonale Gruppe vom Rang n

Beweis Wohldefiniertheit von „·“ (das heißtAbgeschlossenheit bezüglich „·“):A,B ∈ O(n) =⇒ (AB)TAB =
BTATAB = BTB = En =⇒ AB ∈ O(n).
Existenz des neutralen Elements:En ∈ O(n)
Assoziativität: klar
Existenz von Inversen: Sei A ∈ A(n) =⇒ ATA = En =⇒ A−1 = At =⇒

(
A−1

)T
A−1 =(

AT
)T
AT = AAT = AA−1 = En □

Anmerkung A ∈ O(n) =⇒ det(A) ∈ {±1}, denn 1 = det(En) = det
(
ATA

)
= det

(
AT
)
det(A) =

det(A)2

Bemerkung 23.7 A ∈M(n× n,R). Dann sind äquivalent:

1. A ∈ O(n)

2. AAT = En

3. ATA = En

4. Die Transponierten der Zeilen vonA bilden eine Orthogonalbasis von (Rn, ⟨·, ·⟩)

5. Die Spalten vonA bilden eine Orthogonalbasis von (Rn, ⟨·, ·⟩)

6. Die Abbildung Ã : (Rn, ⟨·, ·⟩) → (Rn, ⟨·, ·⟩) ist orthogonal

Beweis 1. ⇐⇒ 2. ⇐⇒ 3. ⇐⇒ klar
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2. ⇐⇒ 4., 3. ⇐⇒ 5.

1. ⇐⇒ 6. aus 23.5 (setze V = (Rn, ⟨·, ·⟩),B = (e1, . . . , en)) □

Satz 23.8 φ : Rn → Rn (nicht notwendig linear) abstandstreu, das heißt

∥φ(x)− φ(y)∥ = ∥x− y∥∀x, y ∈ Rn

wobie ∥·∥ dieNorm auf (Rn, ⟨·, ·⟩) bezeichne. Dann existieren eindeutig bestimmteA ∈ O(n), b ∈ Rn, sodass

φ(x) = Ax+ b

für alle x ∈ Rn

Bemerkung+Definition 23.9 SO(n) := {A ∈ O(n) | detA = 1} ist eine Untergruppe vonO(n) (das heißt
SO(n) ⊆ O(n) und ist eine Gruppe bezüglich der eingeschränkten Verknüpfung), die spezielle orthogonale
Gruppe vom Rang n.

Beweis Wohldefiniertheit von „·“ (= Abgeschlossenheit bezüglich „·“)

A,B ∈ SO(n) =⇒ AB ∈ O(n) ∧ det(AB) = det(A) det(B) = 1 · 1 = 1

neutrales Element:En ∈ SO(n)
Assoziativität: klar
Existenz von Inversem:A ∈ SO(n) =⇒ A−1 ∈ O(n), det

(
A−1

)
= det(A)−1 = 1 =⇒ A−1 ∈ SO(n)□

Beispiel 23.10
n = 1 : O(1) = {±1}, SO(1) = {0}

Bemerkung 23.11 A ∈ O(2). Dann gilt:

1. A ∈ SO(2) ⇐⇒ ∃!α ∈ [0, 2π]mit

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
In diesem Fall beschreibt A eine Drehung mit Zentrum 0 um den Winkel α. Außer im Fall α ∈ {0, π}
besitztA keine Eigenwerte. Falls α = 0:

A =

(
1 0
0 1

)
einziger Eigenwert: 1. Falls α = π:

A =

(
−1 0
0 −1

)
einziger Eigenwert:−1.

2. A ∈ O(2) \ SO(2) ⇐⇒ ∃!α ∈ [0, 2π]mit

A =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)

In diesem Fall beschreibt A eine Spiegelung an der Geraden Lin

((
cos α2
sin α

2

))
. A besitzt die Eigenwerte

±1, und es existiert eine Orthogonalbasis B von
(
R2, ⟨·, ·⟩

)
mit

MB

(
Ã
)
=

(
1 0
0 −1

)
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Beweis SeiA =

(
a c
b d

)
∈ O(2)

=⇒ 1 = ∥e1∥2 = ∥Ae1∥2 = a2 + b2

=⇒ 1 = ∥e2∥2 = ∥Ae2∥2 = c2 + d2

Außerdem: e1 ⊥ e2 =⇒ Ae1 ⊥ Ae2

=⇒ ⟨
(
a
b

)
,

(
c
d

)
⟩ = 0

=⇒
(
a b

)(c
d

)
= 0 =⇒

(
c
d

)
∈ Lin

(((
−b
a

)))
das heißt es existiert λ ∈ Rmit (

c
d

)
= λ

(
−b
a

)
=⇒ A =

(
a −λb
b λa

)
,detA = λ

(
a2 + b2

)
= λ ∈ {±1}

1. Fall: λ = 1 ⇐⇒ detA = 1 ⇐⇒ A ∈ SO(2) Wegen a2 + b2 = 1 ist
(
a
b

)
ein Punkt auf dem

Einheitskreis. =⇒ ∃!α ∈ [0, 2π)mit a = cosα, b = sinα. Somit:

A ∈ SO(2) ⇐⇒ A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

für eindeutig bestimmte α ∈ [0, 2π). Sei
(
x1
x2

)
=

(
cosβ
sinβ

)
ein Punkt auf dem Einheitskreis

A

(
cosβ
sinβ

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
cosβ
sinβ

)
=

(
cosα cosβ − sinα sinβ
sinα cosβ + cosα sinβ

)
=

(
cosα+ β
sinα+ β

)
=⇒ A beschreibt eine Drehung mit Zentrum 0 um den Winkel α. A hat nur Eigenwerte, wenn α = 0
beziehungsweise α = π (Eigenwert: 1 beziehungsweise−1):

χcharA = t2 − sp(A)t+ detA = t2 − 2 cosα+ 1

Eigenwerte: λ1,2 = cosα ±
√
cos2 α− 1, Eigenwert inR ⇐⇒ cos2 α − 1 ≥ 0 ⇐⇒ α = 1 oder

α = π

2. λ = −1 ⇐⇒ A ∈ O(2) \ SO(2):

⇐⇒ A =

(
a b
b −a

)

Wegen a2 + b2 = 1 existiert genau ein α ∈ [0, 2π)mit a = cosα, b = sinα. Sei
(
x1
x2

)
=

(
cosβ
sinβ

)
ein

Punkt auf dem Einheitskreis.

=⇒ A

(
cosβ
sinβ

)
=

(
cosα sinα
sinα − cosα

)(
cosβ
sinβ

)
=

(
cosα cosβ + sinα sinβ
sinα cosβ − cosα sinβ

)
=
(
cos(α− b), sinα−B

)
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=⇒ A

(
cos
(
α
2 + β

)
sin
(
α
2 + β

)) =

(
cos
(
α
2 − β

)
sin
(
α
2 − β

))
=⇒ A beschreibt Spiegelung an der Geraden Lin

((
cos α2
sin α

2

))
χcharA = t2 − sp(A)t+ detA = t2 − 1 = (t+ 1)(t− 1)

=⇒ A diagonalisierbar und hat Eigenwert±1. Sei v1 Eigenvektor vonA zum Eigenwert 1 mit ∥v1∥ =
1, v2 Eigenvektor vonA zum Eigenwert−1mit ∥v2∥ = 1

=⇒ ⟨v1, v2⟩ = ⟨Av1, Av2⟩ = ⟨v1,−v2⟩ = −⟨v1, v2⟩ =⇒ ⟨v1, v2⟩ = 0 ⇐⇒ v1 ⊥ v2

Bezüglich der Orthogonalbasis (v1, v2) des
(
R2, ⟨·, ·⟩

)
istMB

(
Ã
)
=

(
1 0
0 −1

)
□

Folgerung 23.12 φ :
(
R2, ⟨·, ·⟩

)
→
(
R2, ⟨·, ·⟩

)
orthogonale Abbildung. Dann existiert eine Orthogonalbasis

B von
(
R2, ⟨·, ·⟩

)
, sodass

MB(φ) =

(
±1 0
0 ±1

)
oderMB(φ) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
, α ∈ (0, π)

Die Anzahl der ±1 sowie α sind unabhängig von der Wahl einer solchen Orthogonalbasis B (das heißt sind
Invarianten von φ).

Beweis Existenz von B: Sei C = (e1, e2), A :=MC(φ), insbesondereA ∈ O(2).

1. Fall:A ∈ SO(2) =⇒ ∃β ∈ (0, 2π), β ̸= π mit

A =

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
oderA =

(
1 0
0 1

)
oderA =

(
−1 0
0 −1

)
Falls β ∈ (0, π), setze α := β,B = C.
Falls β ∈ (π, 2π)

=⇒ M(e2,e1)(φ) =

(
cosβ sinβ
− sinβ cosβ

)
Setze α := 2π −B,B := (e2, e1) =⇒ β = 2π − α =⇒ cosβ = cosα, sinβ = − sinβ

=⇒ MB(φ) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

2. A ∈ O(2) \ SO(2) =⇒ ∃ Orthogonalbasis B von
(
R2, ⟨·, ·⟩

)
mitMB(φ) =

(
1 0
0 −1

)
.

Eindeutigkeit: FallsMB(φ) =

(
±1 0
0 ±− 1

)
, dannAnzahl der±1 = µalg der Eigenwirte±1. FallsMB(φ) =(

cosα − sinα
sinα cosα

)
, dann χcharφ = t2 − 2 cosαt + 1 =⇒ cosα ist unabhängig von der Wahl der Basis B.

Wegen α ∈ (0, π) ist α unabhängig von B. □

Anmerkung Verallgemeinerung von 23.12 auf (Rn, ⟨·, ·⟩) ist möglich.
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24 Der Spektralsatz
In diesem Abschnitt sei (V, γ) stets ein Euklidischer Raum.

Bemerkung 24.1 Die Abbildung Γ : V → V ∗, w 7→ γ(·, w) ist ein Isomorphismus.

Beweis γ nicht ausgeartet nach 22.6 =⇒ γ perfekt, das heißt Γ Isomorphismus. □

Anmerkung Insbesondere ist für einenEuklidischenVektorraum (V, γ)dieVektorräumeV undV ∗ kanonisch
isomorph.

Bemerkung 24.2 B = (v1, . . . , vn) Orthonormalbasis von (V, γ),B∗ = (v∗1, . . . , v
∗
n) duale Basis zu B, U ⊆

V Untervektorraum, Γ : V → V ∗ kanonische Abbildung aus 24.1. Dass gilt:

1. Γ
(
U⊥) = U0

2. Γ(vi) = v∗i , i = 1, . . . , n

Beweis 1. Γ
(
U⊥) ⊆ U0, denn: Für v ∈ U⊥, u ∈ U ist (Γ(v))(w) = γ(u, v) = 0 =⇒ Γ

(
U⊥) ⊆ U0.

dimΓ
(
U⊥
)
= dimU⊥ = dimV − dimU = dimU0

2. Es ist Γ(vi)(vj) = γ(vj , vi) = δij = v∗i (vj), j = 1, . . . , n, das heißt Γ(vi) = v∗i □

Bemerkung+Definition 24.3 (V, γV ), (W,γW ) Euklidische Räume, φ : V → W . Dass existiert genau eine
lineare Abbildung φad :W → V mit

γW (φ(v), w) = γV

(
v, φad(w)

)
∀v ∈ V,w ∈W

φad heißt die zu φ adjungierte Abbildung

Beweis Existenz: Wir betrachten das Diagramm

V W

V ∗ W ∗

φad

ΓW

ΓV

φ∗

und setzen φad := Γ−1
V ◦ φ∗ ◦ ΓW , φad ist linear nach Konstruktion. Es gilt für v ∈ V,w ∈W :

γW (φ(v), w) = ΓW (w)(φ(v)) = (ΓW (w) ◦ φ)(v) = φ∗(ΓW (w))(v)

= ((φ∗ ◦ ΓW )(w))(v) =
((

ΓV ◦ φad
)
(w)
)
(v) = ΓV

(
φad(w)

)
(v)

= γ
(
v, φad(w)

)
Eindeutigkeit: Damit obige Gleichung für alle v ∈ V,w ∈W gilt, muss das Diagramm kommutieren, das heißt
ΓV ◦ φad = φ∗ ◦ ΓW , also φad = Γ−1

V ◦ φ∗ ◦ ΓW . □
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Anmerkung Ist φ orthogonal, dann ist φad = φ−1, denn für v, w ∈ V

γ(φ(v), w) = γ
(
φ(v), φ

(
φ−1(w)

))
= γ(v, φ(w))

Bemerkung 24.4 (V, γV ), (W,γW ) euklidischeRäume,AOrthonormalbasis von (V, γV ),BOrthonormalbasis
von (W,γW ), φ : V →W lineare Abbildung. Dass gilt

MB
A

(
φad
)
=
(
MA

B (φ)
)T

Insbesondere ist
(
φad
)ad

= φ

Beweis

MB
A

(
φad
)
=MB

A
(
Γ−1
V ◦ φ∗ ◦ ΓW

)
=MA∗

A
(
Γ−1
V

)︸ ︷︷ ︸
EdimV

MB∗
A∗︸︷︷︸

(MA
B (φ))

T

MB
BB∗(ΓW )︸ ︷︷ ︸
=EdimW

=
(
MA

B (φ)
)T □

Satz 24.5 (V, γV ), (W,γW ) euklidische Räume, φ : V →W lineare Abbildung. Dann gilt:

1. ker
(
φad
)
= (imφ)⊥

2. im
(
φad
)
= (kerφ)⊥

Beweis 1. w ∈ (imφ)⊥ ⇐⇒ γW (φ(v), w) = 0∀v ∈ V ⇐⇒ γV
(
v, φad(w)

)
= 0∀v ∈ V , γ nicht

ausgeartet =⇒ φad(w) = 0 ⇐⇒ w ∈ ker
(
φad
)

2.
(
im
(
φad
))⊥

= ker
(
φad
)ad

= kerφ ⇐⇒ (kerφ)⊥ =
(
im
(
φad
)⊥)⊥

= imφad □

Folgerung 24.6 φ ∈ End(V ). Dann gilt:

V = kerφ⊕̂ imφad sowie V = kerφad⊕̂ imφ

Beweis Es ist
V = (kerφ)⊕̂(kerφ)⊥ = kerφ⊕̂ imφad

andere Gleichung analog. □

Definition 24.7 (Selbstadjungiert) φ ∈ End(V ) heißt selbstadjungiert ⇐⇒ φ = φad

Bemerkung 24.8 B Orthonormalbasis von (V, γ). Dann sind äquivalent:

1. φ selbstadjungiert

2. MB(φ) symmetrisch

In diesem Fall V = kerφ⊕̂ imφ

Beweis φ selbstadjungiert ⇐⇒ φ = φad ⇐⇒ MB(φ) = MBφ
ad = (MB(φ))

T . Nach 24.6 ist dann
V = kerφ⊕̂ imφad = kerφ⊕̂ imφ □

Satz 24.9 Es gilt:



24 Der Spektralsatz 41

1. φ ∈ End(V ) selbstadjungiert =⇒ γ′ : V × V → R, γ′(x, y) = γ(φ(x), y) ist eine symmetrische
Bilinearform

2. Ist γ′ : V × V → R eine symmetrische Bilinearform, dann existiert genau ein selbstadjungierter
Endormorphisums φ ∈ End(V )mit γ′(x, y) = γ(φ(x), y)∀x, y ∈ V

In diesem Fällen gilt bezüglich jeder Orthonormalbasis B von (V, γ):

MB
(
γ′
)
=MB(φ)

Beweis 1. φ selbstadjungiert =⇒ γ′(x, y) = γ(φ(x), y) = γ(x, φ(y)) = γ(φ(y), x) = γ′(y, x), γ′
bilinear klar.

2. Sei γ′ : V × V → R symmetrische Bilinearform, x ∈ V =⇒ ρx := γ′(x, ·) : V → R, γ 7→ γ′(x, y)
ist ein Element von V ∗. Nach 24.1 ist Γ : V → V ∗, w 7→ γ(·, w) ein Isomorphismus =⇒ Es existiert
genau ein z ∈ V mit Γ(z) = ρx, das heißt mit

γ(y, z) = Γ(z)(y) = ρx(y) = γ′(x, y)∀y ∈ V

Wir definieren φ : V → V, x 7→ k mit Γ(z) = ρx =⇒ Für alle x, y ∈ V ist γ(φ(x), y) =
γ(y, φ(x)) = γ′(x, y).
φ ist linear: Seien x1, x2, y ∈ V, λ, µ ∈ R

=⇒ Γ(φ(λx1 + µx2)− λφ(x1)− µφ(x2))(y) = γ(y, φ(λx1 + µx2)− λφ(x1)− µφ(x2))

= γ(y, φ(υx1 + µx2))− λγ(y, χ(x1))− µγ(y, φ(x2))

= γ′(λx1 + µx2, y)− λγ′(x1, y)− µγ′(x2, y)

γ′ bilnear

= 0

Das gilt für alle y ∈ V

=⇒ Γ(φ(λx1 + µx2)− λφ(x1)− µφ(x2)) = 0

=⇒ φ(λx1 + µx2) = λφ(x1) + µφ(x2)

φ selbstadjudgiert: Für x, y ∈ V ist

γ(φ(x), y) = γ′(x, y) = γ′(y, x) = γ(φ(y), x) = γ(x, φ(y)) =⇒ φ = φad

φ ist eindeutig: Sei φ̃ selbstadjudgiert mit γ′(x, y) = γ(φ(x), y) = γ(φ̃(x), y)∀x, y ∈ V

=⇒ Γ(φ(x))(y) = Γ(φ̃(x))(y)∀x, y ∈ V

=⇒ Γ(φ(x)) = Γ(φ̃(x))

Γ Isomorphismus

=⇒ φ(x) = φ̃(x)∀x ∈ V

=⇒ φ = φ̃

Darstellungsmatrizen: Sei B = (v1, . . . , vn) Orthogonalbasis von (V, γ).A =MB(φ) = (aij)

=⇒ γ′(vi, vj) = γ(φ(vi), vj) = γ

(
n∑
k=1

akivk, vj

)
= aji

φ selbstadjudgiert
= aij

=⇒ MB(γ
′) =MB(γ) □
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Anmerkung Interpretation für (Rn, ⟨·, ·⟩): IstA ∈M(n× n,R) symmetrisch, dann istA

• Darstellungsmatrix bezüglich (e1, . . . , en) des selbstadjungierten Endomorphismus Ã vonRn

• Darstellungsmatrix bezügilch (e1, . . . , en) der symmetrischen Bilinearform γ′ = ∆(A) : (x, y) 7→
xtAy

Es istγ′(x, y) = xtAy = xtAty = (Ax)ty = ⟨Ax, y⟩ = ⟨Ã(x), y⟩∀x, y ∈ Rn. Bezüglich jederOrthogonalbasis
von (Rn, ⟨·, ·⟩) giltMB

(
Ã
)
=MB(γ

′)

Bemerkung 24.10 φ ∈ End(V ) selbstadjungiert, U ⊆ V Untervektorraum mit φ(U) ⊆ U . Dann gilt
φ
(
U⊥) ⊆ U⊥

Beweis Sei v ∈ U⊥ =⇒ ∀u ∈ U : γ(u, φ(v)) = γ

φ(u)︸︷︷︸
∈U

, v︸︷︷︸
∈U⊥

 = 0 =⇒ φ(v) ∈ U⊥ □

Bemerkung 24.11 φ ∈ End(V ) selbstadjungiert. Dann zerfällt χcharφ überR in Linearfaktoren.

Beweis Sei B eine Orthonormalbasis von (V, γ), A = MB(φ) =⇒ χcharφ = χcharA , A = AT wegen φ
selbstadjungiert. Wir betrachet dieC-lineare Abbildung ÃC : Cn → Cn, z 7→ Az. Es ist

χcharA = χchar
ÃC

= (t− λ1) · . . . · (t− λn), λ1, . . . , λn ∈ C

Behauptung: λi ∈ R∀i = 1, . . . , n, denn: Sei z =

z1...
zn

 ∈ Cn ein Eigenvektor zum Eigenwert λi von ÃC.

Wir setzen z̄ :=

z̄1...
z̄n

 und erhalten

λiz
T z̄ = (λiz)

T z̄ = (Az)T z̄ = zTAT z̄ = zTAz̄ = zTAz = zTλiz = λ̄iz
T z̄

Es ist zT z̄ = (z1, . . . , zn)

z̄1...
z̄n

 = z1z̄1+· · ·+znz̄n = |z1|2+· · ·+|zn|2 ̸= 0 =⇒ λi = λ̄i =⇒ λi ∈ R□

Satz 24.12 (Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen) φ ∈ End(V ) selbstadjungierterEndomorphismus.
Dann existiert eine Orthonormalbasis von (V, γ) aus Eigenvektoren von φ. Sind λ1, . . . , λr die verschiedenen
Eigenwerte von φ, so ist

V = Eig(φ, λ1)⊕̂ . . . ⊕̂Eig(φ, λr)

Beweis per Induktion nach n = dimV .
Induktionsanfang: n = 0: trivial
Induktionsschritt: Sei n ≥ 1. Nach 24.11 existiert ein Eigenwert λ von φ und es sei w1 ein Eigenvektor von φ
zum Eigenwert λ. Setze

vi :=
w1

∥w1∥
, U := Lin((vi)) =⇒ φ(U) ⊆ U =⇒ φ

(
U⊥ ⊆ U⊥

)
Wir setzen ψ := φ

∣∣U⊥

U⊥ : U⊥ → U⊥. ψ ist selbstadjungiert, denn: Für alle x, y ∈ U⊥ ist

γ(ψ(x), y) = γ(φ(x), y) = γ(x, φ(y)) = γ(x, ψ(y))
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Nach 22.9 ist V = U⊕̂U⊥,dimU⊥ = dimV −dimU = n−1. Nach Induktionsvorrausetzung existiert eine
Orthonormalbasis von (v2, . . . , vn) vonU⊥ ausEigenvektoren vonφ =⇒ (v1, . . . , vn) ist vonOrthonormalbasis
(V, γ) aus Eigenvektoren von φ =⇒ V = Eig(φ, λ1)⊕̂ . . . ⊕̂Eig(φ, λr) □

Folgerung 24.13 γ′ : V×V : R symmetrischeBilinearform,n = dimV . Dann existiert eineOrthonormalbasis
B von (V, γ) bezüglich derer die Darstellungsmatrix von γ′ Diagonalgestalt hat:

MB
(
γ′
)
=

λ1 0
. . .

0 λn


Hierbei sindλi, . . . , λn dieEigenvektoren (mitVielfachen) des zuγ′ gehörenden eindeutig bestimmten selbstadjungierten
Endomorphismus φ ∈ End(V )mit γ′(x, y) = γ(φ(x), y)

Beweis Seiφ ∈ End(V ) der entsprechende Endomorphismus vonV nach 24.9. Spektralsatz =⇒ Es existiert
eine Orthonormalbasis B von (V, γ) aus Eigenvektoren von φ zu Eigenwerten λ1, . . . , λn (nicht notwendig
verschieden)

=⇒ MB
(
γ′
) 24.9

= MB(φ) =

λ1 0
. . .

0 λn


□

Folgerung 24.14 A ∈M(n× n,R) symmetrisch. Dann existiert ein T ∈ O(n), sodass

T−1AT =

λ1 0
. . .

0 λn


Hierbei sindλi, . . . , λn dieEigenwerte (mitVielfachheit) vonA. Die Spalten vonT bilden eineOrthonormalbasas
von (Rn, ⟨·, ·⟩) aus Eigenvektoren vonA.

Beweis Ã : Rn → Rn ist selbstadjungierter Endomorphismus von (Rn, ⟨·, ·⟩). Spektralsatz =⇒ es existiert
eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren vonA des (Rn, ⟨·, ·⟩)mit

MB

(
Ã
)
=

λ1 0
. . .

0 λn


Es ist

MB

(
Ã
)
=
(
TB
(e1,...,en)

)−1

︸ ︷︷ ︸
=T−1

M
(e1,...,en)
(e1,...,en)

(
Ã
)

︸ ︷︷ ︸
A

TB
(e1,...,en)︸ ︷︷ ︸
=:T

Es ist T ∈ O(n), da B Orthogonalbasis von (Rn, ⟨·, ·⟩) (vergleiche 23.7) □

Anmerkung Man kann sogar stets T ∈ SO(n) erreichen (indem man gegebenfalls eine Spalte vi von T durch
−vi ersetzt.)

Algorithmus 24.15 (Hauptachsentransformation) Eingabe:A ∈M(n× n,R) symmetrisch
Ausgabe: T ∈ O(n), sodass T−1AT Diagonalmatrix
Durchführung:
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1. Bestimme χcharA ∈ R[t] sowie eine Zerlegung

χcharA = (t− λ1)
T1 · . . . · (t− λk)

TA

mit λ1, . . . , λk paarweise verschieden

2. Bestimme für i = 1, . . . , k jeweils eine Basis von Eig(φ, λi)

3. Bestimmemit demGram-Schmidt-Verfahren für i = 1, . . . , k eineOrthonormalbasisBi = (vi,1, . . . , vi,ri)
von Eig(φ, λi)

4. Die Orthogonalbasis Bi, i = 1, . . . , k bilden zusammen eine Orthonormalbasis

B = (v1,1, . . . , v1,r1 , . . . , vk,1, . . . , vk,rk)

des (Rn, ⟨·, ·⟩) aus Eigenvektoren vonA

5. Schreibe die Basisvektoren aus B in Spalten von T . Es ist dann

T−1AT = (λ1, . . . , λ1, . . . , λk, . . . , λk)En

Anmerkung Um T ∈ SO(n) zu erreichen ersetze man gegebenfalls v1,1 durch−v1,1.

Beispiel 24.16

A =

 2 −1 2
−1 2 2
2 2 −1

 ∈M(3× 3,R)

Es ist χcharA = t3 − 3t2 − 9t+ 27 = (t− 3)2(t+ 3). Es ist Eig(A, 3) = · · · = Lin

2
0
1

 ,

−1
1
0

. Nach

Beispiel 22.12 ist

 1√
5

2
0
1

 , 1√
30

−1
5
2

 eine Orthonormalbasis von Eig(A, 3).

Eig(A,−3) = Lin

 1
1
−2

 =⇒

 1√
6

 1
1
−2

 ist Orthonormalbasis von Eig(A,−2).

=⇒

 1√
5

2
0
1

 ,
1√
30

−1
5
2

 ,
1√
6

 1
1
−2


ist Orthonormalbasis von

(
R3, ⟨·, _⟩

)
aus Eigenvektoren vonA. Mit

T =


2√
5

− 1√
30

1√
6

0 5√
30

1√
6

1√
5

2√
30

− 2√
6

 ist T−1AT =

3 0 0
0 3 0
0 0 −3


Es ist det(T ) = −1, also T ∈ O(3) \ (3). Setzt man

T ′ :=

− 2√
5

− 1√
30

1√
6

0 5√
30

1√
6

− 1√
5

2√
30

− 2√
6

 ist T−1AT =

3 0 0
0 3 0
0 0 −3


und es ist T ′ ∈ SO(3).
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25 Unitäre Räume
Definition 25.1 (Sesquilinearform) V C Vektorraum, h : V × V → C, (v, w) 7→ h(v, w) heißt eine
Sesquilinearform auf V genau dann wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

• (S1) h(v1 + v2, w) = h(v1, w) + h(v2, w), h(λv,w) = λ(h(v, w))

• (S2) h(v, w1 + w2) = h(v, w1) + h(v, w2), h(v, λw) = λ̄h(v, w)

für alle v1, v2, w1, w2, v, w ∈ V, λ ∈ C

Beispiel 25.2
h : Cn×Cn → C, h(x, y) := xtȳ ist eine Sesquilinearform aufCn (beachte h(x, λy) = xtλy = λ̄xty), aber
keine Bilinearform aufC ∗ n

Bemerkung 25.3 V CVektorraum,h : V×V → CSesquilinearformaufV . Dann induzierth eine „semilineare“
Abbildung

Γ : V → V ∗, w 7→ h(·, w)

das heißt Γ(w1 + w2) = Γ(w1) + Γ(w2),Γ(λw) = λ̄Γ(w)∀w1, w2, w ∈ V, λ ∈ C

Definition 25.4 (Darstellungsmatrix / Fundamentalmatrix) V endlichdimensional,CVektorraum,hSesquilinearform
auf V , B = (v1, . . . , vn) Basis von V

MB(h) = (h(vi, vj))1≤i≤n
1≤j≤n

heißt die Darstellungsmatrix (Fundamentalmatrix) von h bezüglich B

Bemerkung 25.5 V endlichdimensionalerC Vektorraum, B = (v1, . . . , vn) Basis von V .

Sesq(V ) := {h : V × V → C | h ist eine Sesquilinearform}

ist einCVektorraumundUntervektorraumvonAbb(V × V,C). Danngilt:DieAbbildunMB →M(n× n,C), h 7→
MB(h) ist ein Isomorphismus von C Vektorräumen mit Umkehrabbildung ∆B : M(n× n,C) → Sesq(V )
mit

∆B(A)(v, w) = Φ−1
B (v)TAΦ−1

B (w)

Satz 25.6 V endlichdimensionalerC Vektorraum,A,B Basin von V, h Sesquilinearform auf V . Dann gilt:

MB(h) =
(
TB
A
)T
MA(h)TA

B

Definition 25.7 (hermitesch) V C Vektorraum, h Sesquilinearform auf V . h heißt hermitesch genau dann
wenn:

h(w, v) = h(v, w)∀v, w ∈ V

Anmerkung In diesem Fall ist h(v, v) = h(v, v), das heißt h(v, v) ∈ R∀v ∈ V

Bemerkung 25.8 V endlichdimensionalerCVektorraum,hSesquilinearformaufV,BBasis vonV,A =MB(h).
Dann sind äquivalent:

1. h ist hermitesch

2. Āt = A

Anmerkung MatrizenA ∈M(n× n,C)mit ĀT = A heißen hermitesche Matrizen.
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Definition 25.9 V C Vektorraum, h hermitesche Form auf V . h heißt positiv definit genau dann wenn

h(v, v) > 0∀v ∈ V, v ̸= 0

Eine positiv definite hermitesche Form nennt man auch ein Skalarprodukt.

Beispiel 25.10
V = Cn, ⟨·, ·⟩ : Cn × Cn → C, ⟨x, y⟩ := xT ȳ ist ein Skalarprodukt aufCn (das Standardskalarprodukt
aufCn):

• ⟨·, ·⟩ ist sesquilinear (vergleiche 25.2)

• ⟨·, ·⟩ ist hermitesch: ⟨y, x⟩ = yT x̄ =
(
yT x̄

)T
= x̄T y = xT ȳ = ⟨x, y⟩

• ⟨·, ·⟩ ist positiv definit:

⟨x, x⟩ = xT x̄ =
(
x1 . . . xn

)x̄1...
x̄n

 = x1x̄1 + · · ·+ xnx̄n

= |x1|2 + · · ·+ |xn|2 > 0 für x ̸= 0

Definition 25.11 (Unitärer Raum) EinunitärerRaum ist einPaar (V, h), bestehend aus einemendlichdimensionalen
C Vektorraum V und einem Skalarprodukt h auf V .

Für den Rest des Abschnitts sei (V, h) stets ein unitärer Raum.

Anmerkung Analog zu Euklidischen Räumen definiert man die Begriffe: Norm, orthogonal, orthonormal,
Orthogonalbasis, Orthonormalbasis, orthogonales Komplement. Es gilt dabei:

• Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |h(v, w)| ≤ ∥v∥∥w∥∀v, w ∈ V

• Gram-Schmidt-Verfahren (mit h statt γ) liefert Orthonormalbasis

• V = UÛ⊥, U⊥⊥ = U für U ⊆ V Untervektorraum

Definition 25.12 (V, hV ), (W,hW ) unitäre Räume, φ : V → W lineare Abbildung. φ heißt unitär genau
dann wenn:

hW (φ(v1), φ(v2)) = hV (v1, v2)∀v1, v2 ∈ V

Bemerkung 25.13 n = dimV,BOrthonormalbasis von (V, h). Dann ist dasKoordinatensystemΦB : (Cn, ⟨·, ·⟩) →
(V, h) ein unitärer Isomorphismus.

Bemerkung 25.14 B Orthonormalbasisv on (V, h), φ ∈ End(V ), A =MB(φ). Dann sind äquivalent:

1. φ ist unitär

2. ĀTA = En

Bemerkung+Definition 25.15 A ∈M(n× n,C).A heißt unitär genau dann wenn: ĀTA = En.

U(n) := {A ∈M(n× n,C) | A ist unitär}

U(n) ist eine Gruppe bezüglich „·“, die unitäre Gruppe vom Rang n

SU(n) := {A ∈ U(n) | detA = 1}

ist eine Untergruppe von U(n), die spezielle unitäre Gruppe von Rang n.
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Bemerkung 25.16 B = (v1, . . . , vn) Orthonormalbasis von (V, h),B∗ = (v∗1, . . . , v
∗
n) duale Basis. Dann ist

die Abbildung
Γ : V → V ∗, w 7→ h(·, w)

ein Semiisomorphismus mit Γ(vi) = v∗i für i = 1, . . . , n.

Satz+Definition 25.17 (V, hV ), (W,hW )unitäreRäume,φ : V →W lineareAbbildung,AOrthonormalbasis
von (V, hV ), B Orthonormalbasis von (W,hW ). Dann gilt:

1. Es gibt genau eine lineare Abbildung φad : W → V mit hW (φ(v), w) = hV
(
v, φad(w)

)
∀v ∈ V,w ∈

W , φad heißt die zu φ adjungierte Abbildung

2. MB
A
(
φad
)
=MA

B (φ)
T

Beweis 1. Wie im reellen Fall betrachte man das Diagramm

V W

V ∗ W ∗

φad

ΓW

ΓV

φ∗

und setzten φad := Γ−1
V ◦ φ∗ ◦ ΓW . φad ist linear, da sowohl ΓV als auch ΓW semilinear sind. Rest wie

im reellen Fall

2. SeiA = (v1, . . . , vn),B = (w1, . . . , wn),M
A
B (φ) = (aij),M

B
A
(
φad
)
= (bij)

=⇒ φ(vj) =

m∑
k=1

akjwk, φ
ad =

n∑
k=1

bkivk

=⇒ aij = hW

(
m∑
k=1

akjwk, wi

)
= hW (φ(wj , wi)) = hV

(
vj , φ

ad(wi)
)

= hV

(
vj ,

m∑
k=1

bkivk

)
= hV (vj , bjivj) = bjih(vj , vj) = bji □

Bemerkung 25.18 φ ∈ End(V ). Dann gilt:

1. kerφad = (imφ)⊥

2. imφad = (kerφ)⊥

Definition 25.19 φ ∈ End(V ). φ heißt *selbstadjungierte genau dann wenn: φ = φad

Bemerkung 25.20 φ ∈ End(V ),B Orthonormalbasis von (V, h), A =MB(φ). Dann sind äquivalent:

1. φ selbstadjungiert

2. ĀT = A, das heißtA ist hermitesch

Bemerkung 25.21 φ ∈ End(V ) selbstadjungiert. Dann sind alle Eigenwerte von φ reell.
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Beweis Sei λ ∈ C Eigenwert von φ, v Eigenvektor zum Eigenwert λ.

=⇒ λh(v, v) = h(λv, v) = h(φ(v), v) = h
(
v, φad(v)

)
= h(v, φ(v)) = h(v, λv) = λ̄h(v, v)

=⇒ λ = λ̄ =⇒ λ ∈ R □

Definition 25.22 φ ∈ End(V ). φ heißt normal genau dann wenn: φad ◦ φ = φ ◦ φad. A ∈ M(n× n,C)
heißt normal genau dann wenn: ĀTA = AĀT

Anmerkung Ist B eine Orthonormalbasis von (V, h), dann: φ normal ⇐⇒ MB(φ) normal.

Bemerkung 25.23 φ ∈ End(V ). Dann gilt:

1. φ unitär =⇒ φ normal

2. φ selbstadjungiert =⇒ φ normal

FürA ∈M(n× n,C) gilt:A unitär =⇒ A normal,A hermitesch =⇒ A normal.

Beweis 1. Seien v, w ∈ V =⇒ h
(
v, φ−1(w)

)
= h

(
φ(v), φ

(
φ−1(w)

))
= h(φ(v), w) =⇒ φad =

φ−1 =⇒ φad ◦ φ = φ−1 ◦ φ = idV = φ ◦ φ−1 = φ ◦ φad

2. φ selbstadjungiert =⇒ φ = φad =⇒ φad ◦ φ = φ ◦ φ = φ ◦ φad □

Satz 25.24 φ ∈ End(V ) normal. Dann gilt:

1. kerφad = kerφ

2. imφad = imφ

Insbesondere ist V = kerφ⊕̂ imφ

Beweis 1. Es gilt:

v ∈ kerφ ⇐⇒ 0 = h(φ(v), φ(v)) = h
(
v, φad(φ(v))

)
= h

(
v, φ

(
φad(v)

))
= h(φ(φad(v)), v) = h

(
φad(v), φad(v)

)
⇐⇒ φad(v) = 0

⇐⇒ v ∈ kerφad

2. Es ist imφad = (kerφ)⊥ =
(
⊥ φad

)⊥
=
(
(imφ)⊥

)⊥
= imφ

=⇒ V = kerφ⊕̂(kerφ)⊥ = kerφ⊕̂ im
(
φad
)
= kerφ⊕̂ imφ □

Bemerkung 25.25 φ ∈ End(V ) normal, λ ∈ C. Dann gilt:

1. φ− λ idV ist normal

2. Eig(φ, λ) = Eig
(
φad, λ̄

)
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Beweis 1. Setze ψ := φ− λ idV . Für v, w ∈ V ist h(λv,w) = h
(
v, λ̄w

)
, das heißt (λ idV )ad = λ̄ idV

=⇒ ψad = φad − λ̄ idV

=⇒ ψad = φad − λ̄ idV

=⇒ ψad ◦ ψ =
(
φad − λ̄ idV

)
◦ (φ− λ idV ) = φad ◦ φ︸ ︷︷ ︸

=φ◦φad

−λ̄φ− λφad + λλ̄ idV

= (φ− λ idV ) ◦
(
φad − λ̄ idV

)
= ψ ◦ ψad

2. Eig(φ, λ) = kerψ = kerψad = ker
(
φad − λ̄ idV

)
= Eig

(
φad, λ̄

)
□

Satz 25.26 (Spektralsatz für normale Endomorphismen) φ ∈ End(V ). Dann sind äquivalent:

1. Es gibt eine Orthonormalbasis von (V, h) aus Eigenvektoren von φ.

2. φ ist normal

Beweis 1. =⇒ 2. Sei B = (v1, . . . , vn) eine Orthonormalbasis von (V, h) aus Eigenvektoren von φ zu
Eigenwerten λ1, . . . , λn ∈ C. Es ist

(
φ ◦ φad

)
(vi) = φ

(
φad(vi)

)
= φ

(
λ̄i, vi

)
= λ̄iφ(vi) = λ̄iλivi =(

φad ◦ φ
)
(vi)∀i = 1, . . . , n =⇒ φ ◦ φad = φad ◦ φ

2. =⇒ 1. per Induktion nach n = dimV .
Induktionsanfang: n = 0: trivial
Induktionsschritt: n ≥ 1: Sei λ1 ∈ C ein Eigenwert vonφ. SeiU = Eig(φ, λ1) = ker(φ− λ1 idV ). Sei

(v1, . . . , vr) eine Orthonormalbasis von
(
U, h

∣∣∣
n×n

)
. Nach 25.25 ist ψ := φ− λ1 idV normal

V = kerψ⊕̂ imψ

= Eig(φ, λ1)⊕̂ im(φ− λ1 idV )︸ ︷︷ ︸
=:W

Es istφ(W ) = φ(φ− λ1 idV )(V ) = ((φ− λ1 idV ) ◦ φ)(V ) = (φ− λ1 idV )

φ(V )︸ ︷︷ ︸
⊆V

 ⊆ im(φ− λ1 idV ) =

W . Außerdem:

φad(W ) = φad(φ− λ1 idV )(V ) =
(
φad ◦ φ− λ1φ

ad
)
(V )

=
(
φ ◦ φad − λ1φ

ad
)
(V ) =

(
(φ− λ1 idV ) ◦ φad

)
(V ) ⊆W

φ
∣∣∣W
W

ist normal, denn: Nach Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung ist
(
φ
∣∣∣W
W

)ad
=
(
φad
)∣∣∣W
W

(φ
∣∣∣W
W
)ad ◦ φ

∣∣∣W
W

=
(
φad
)∣∣∣W
W

◦ φ
∣∣∣W
W

=
(
φad ◦ φ

)∣∣∣W
W

=
(
φ ◦ φad

)∣∣∣W
W

= φ
∣∣∣W
W

◦
(
φad
)∣∣∣W
W

= φ
∣∣∣W
W

◦
(
φ
∣∣∣W
W

)ad
Nach Induktionsanfang existiert eineOrthonormalbasis (vr+1, . . . , vn) von

(
V, h

∣∣∣
W×W

)
ausEigenvektoren

von φ =⇒ (v1, . . . , vn) ist Orthonormalbasis von (V, h) aus Eigenvektoren von φ. □
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Anmerkung Insbesondere gilt:

• Für jedes selbstadjungierten / unitärenEndomorphismus existiert eineOrthonormalbasis ausEigenvektoren

• Jede reelle orthogonale Matrix ist überC diagonalisierbar.

Achtung: ÜberR reicht „normal“ nich aus: Es gibt orthogonale Matrizen, die überR nich diagonalisierbar sind

(zum Beispiel
(
0 −1
1 0

)
(Drehung um π/2))

Folgerung 25.27 A ∈M(n× n,C). Dann sind äquivalens:

1. A ist normal

2. Es gibt eis T ∈ U(n), sodass

T−1AT =

λ1 0
. . .

0 λn


λ1, . . . , λn Eigenwerte vonA

Beweis Wende 25.26 auf (Cn, ⟨·, ·⟩) und φ = Ã an. □

26 Ringe, Ideale und Teilbarkeit
In diesem Abschnitt seienR,S stets kommutative Ringe (bei uns immer mit Eins)

Definition 26.1 (Ringhomomorphismus) φ : R → S Abbildung. φ heißt Ringhomomorphismus genau
dann wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

• (RH1) φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)∀a, b ∈ R

• (RH2) φ(ab) = φ(a)φ(b)∀a, b ∈ R

• (RH3) φ(1R) = 1S

Definition 26.2 (Ideal) I ⊆ R. I heißt ein Ideal in R genau dann wenn die folgenden Bedingungen erfüllt
sind:

• (I1) 0 ∈ I

• (I2) a, b ∈ I =⇒ a+ b ∈ I

• (I3) r ∈ R, a ∈ I =⇒ ra ∈ I

Beispiel 26.3
1. {0}, R sind Ideale inR

2. FÜr n ∈ Z ist nZ{na | a ∈ Z} ist ein Ideal

Bemerkung+Definition 26.4 φ : R→ S Ringhomomorphismus. Dann gilt:

1. J ⊆ S Ideal =⇒ φ−1(J) ⊆ R Ideal

2. kerφ := {a ∈ R | φ(a) = 0} ⊆ R Ideal

3. φ injektiv ⇐⇒ kerφ = {0}
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4. I ⊆ R Ideal und φ surjektiv =⇒ φ(I) ⊆ S Ideal

5. imφ := φ(R) ist einUnterring vonS (das heißt einRing bezüglich der eingeschränktenVerknüpfungen.)

Beweis 1. (I1): 0 ∈ φ−1(J), denn φ(0) = φ(0 + 0) = φ(0) + φ(0) =⇒ φ(0) = 0 ∈ J =⇒ 0 ∈
φ−1(J)
(I2): a, b ∈ φ−1(J) =⇒ φ(a), φ(b) ∈ J =⇒ φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) ∈ J =⇒ a+ b ∈ φ−1(J)
(I3): r ∈ R, a.φ−1(J) =⇒ φ(a) ∈ J =⇒ φ(ra) = φ(r)φ(a) ∈ J =⇒ ra ∈ φ−1(J)

2. aus 1., wegen kerφ = φ−1({0}), {0} ⊆ S Ideal
3., 4., 5.: nachrechnen □

Anmerkung 4. wird falsch, wenn man die Vorraussetzung φ surjektiv weglässt: Die kanonische Inklusion
i : Z→ Q, x 7→ x ist ein Ringhomomorphismus,Z ist ein Ideal inZ, aberZ = i(Z) ist kein Ideal inQ,
denn:

1

3︸︷︷︸
∈Q

· 2︸︷︷︸
∈Z

=
2

3
∈̇Z

Z ist zumindest ein Unterring vonQ.

Satz+Definition 26.5 I ⊆ R Ideal. Dann ist durch r1 ∼ r2
Def⇐⇒ r1 − r2 ∈ I eine Äquivalenzrelation auf R

gegeben, welche die zusätzliche Eigenschaft

r1 ∼ r2, s1 ∼ s2 =⇒ r1 + s1 ∼ r2 + s2, r1s1 ∼ r2s2

hat („Kongruenzrelation“). Die Äquivalenzklasse von r ∈ R ist durch

r̄ := r + I := {r + a | a ∈ I}

gegeben und heißt die Restklasse von r modulo I . Die Menge die Restklassen bezeichnen wir mitR⧸I .

Beweis 1. „∼“ ist Äquivalenzrelation: nachrechnen

2. Verträglichkeit mit+, ·: Sei r1 ∼ r2, s1 ∼ s2 =⇒ r1 − r2 ∈ I, s1 − s2 ∈ I

=⇒ (r1 + s1)− (r2 − s2) = (r1 − r2)︸ ︷︷ ︸
∈I

+(s1 − s2)︸ ︷︷ ︸
∈I

∈ I =⇒ r1 + s1 ∼ r2 + s2

Außerdem:

r1s1 − r2s2 = r1(s1 − s2)︸ ︷︷ ︸
∈I

+ s2(r1 − r2)︸ ︷︷ ︸
∈I

∈ I ∈ r1s1 ∼ r2s2 □

Satz+Definition 26.6 I ⊆ R Ideal. Dann wirdR⧸I mit der Addition

+ : R⧸I ×
R⧸I → R⧸I, r̄ + s̄ := r + s

und der Multiplikation
· : R⧸I ×

R⧸I → R⧸I, r̄ · s̄ := rs

zu einem kommutativen Ring, dam Faktorring (Restklassenring)R⧸I . Die Abbildung π : R → R⧸I, r 7→ r̄
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit kerπ = I .
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Beweis Wohldefiniertheit von „+“,„·“: Nach 26.5 ist für r1, r2, s1, s2 ∈ R mit r1 ∼ r2, s1 ∼ s2 auch r1 +
s1 ∼ r2 + s2, r1s1 ∼ r2s2.
Ringeigenschaften: vererben sich aufgrund der vertreterweisen Definiton vonR.
π ist Ringhomomorphismus nach Konstruktion: π(a+ b) = a+ b = ā + b̄ = π(a) + π(b), analog für „·“,
π(1) = 1̄
kerπ = {r ∈ R | r̄ = 0̄} = {r ∈ R | r ∼ 0} = {r ∈ R | r − 0 ∈ I} = I □

Anmerkung Insbesondere sinddie Ideale inR genaudieKerne vonRinghomomorphismen, die vonR ausgehen.

Beispiel 26.7
IstR = Z, I = nZmit n ∈ N, dann erhält man die aus der LA1 bekannten RestklassenringeZ⧸nZ (vergleiche
6.4).

Satz 26.8 (26.8 (Homomorphiesatz für Ring)) φ : R→ S Ringhomomorphismus.Danngibt es einenRingisomorphismus

Φ : R⧸kerφ→ imφ, r̄ = r + kerφ 7→ φ(r)

Beweis Wohldefiniertheit vonΦ: Seien r1, r2 ∈ Rmit r̄1 = r̄2

=⇒ r1 − r2 ∈ kerφRφ(r1 − r2) = 0 =⇒ φ(r1) = φ(r2)

Φ ist Ringhomomorphismus:

Φ(r̄1 + r̄2) = Φ(r1 + r2) = φ(r1 + r2) = φ(r1) + φ(r2) = Φ(r̄1) + Φ({barr2})

analog für „·“,Φ(1̄) = φ(1) = 1
Φ ist injektiv: Sei r ∈ RmitΦ(r̄) = 0

=⇒ φ(r) = 0 =⇒ r ∈ kerφ =⇒ r̄ = r + kerφ = kerφ = 0̄

das heißt kerΦ = {0̄}.
Φ ist surjektiv: nach Konstruktion. □

Beispiel 26.9
K Körper, R = K[t], φ : K[t] → K, f 7→ f(0). φ ist Ringhomomorphismus (nachrechnen), imφ =
K, kerφ = {f ∈ K[t] | im f(0) = 0} = {fg | g ∈ K[t]} = tK[t]. Wir erhalten einen Ringisomorphismus

Φ : K[t]⧸tK[t] → K, f + tK[t] 7→ f(0)

Definition 26.10 (26.10) x ∈ R heißt Nullteiler Def⇐⇒ Es existiert y ∈ R, y ̸= 0 mit xy = 0. \ R heißt
Nullteiler (Integritätsbereich) Def⇐⇒R ̸= 0 und 0 ∈ R der einzige Nullteiler inR.

Anmerkung R ̸= 0 =⇒ 0 ist ein Nullteiler inR (wegen 0 · 1 = 0, 0 ̸= 1)

Beispiel 26.11
1. Z ist nullteilerfrei

2. 2̄ ∈ Z⧸6Z ist Nullteiler wegen 2̄ · 3̄ = 0̄ istZ⧸6Z

3. Analog zu K[t] kann man den Polynomring R[t] erklären. Es gilt dann: R nullteilerfrei =⇒ R[t]
nullteilerfrei. (Übungen)

Bemerkung+Definition 26.12 (Einheit) v ∈ R heißt Einheit Def⇐⇒ es existiert ein y ∈ Rmit xy = 1.R∗ :=
{x ∈ R | x ist Einheit } bildet eine abelsche Gruppe bezüglich „·“.
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Beweis nachrechnen. □
Beispiel 26.13

1. Z∗ = {1,−1}, dann: 1 · 1 = 1, (−1)(−1) = 1, ab = 1 =⇒ |a||b| = 1 =⇒ |a| = |b| = 1

2. K Körper =⇒ K∗ = K \ {0}

3. R[t]∗ = R∗ (Übungen)

Definition 26.14 a1, . . . , an ∈ R, I ⊆ R Ideal.

(a1, . . . , an) := {
n∑
i=1

airi | r1, . . . , rn ∈ R}

heißt das von a1, . . . , an erzeugte Ideal. I heißt Hauptideal Def⇐⇒ es existiert ein a ∈ R mit I = (a) = {ra |
r ∈ R} =: Ra.
R heißtHauptidealring (HIR) Def⇐⇒R ist nullteilerfrei und jedes Ideal inR ist ein Hauptideal.

Anmerkung (a1, . . . , an) ist ein Ideal inR (leicht nachzurechnen)

Bemerkung 26.15 Z ist ein Hauptidealring. Ist I ⊆ Z ein Ideal, dann existiert ein eindeutig bestimmtes n ∈
N0 mit

I = (n) = nZ

Beweis Z nullteilerfrei: klar.
Existenz: Sei I ⊆ Z Ideal.

1. Fall: I = {0} = (0), dann fertig

2. Fall: I ̸= {0}. Mat a ∈ I ist auch−a = (−1)a ∈ I somit I ∩N ̸= ∅. I ∩N besitzt ein kleinstes Element
b. Behauptung: I = (b)
„⊇“ x ∈ (b) =⇒ es existiert ein r ∈ Zmit x = rb =⇒ x ∈ I
„⊆“ Sei x ∈ I =⇒ es existieren q, r ∈ Z mit x = qb + r, 0 ≤ r < b =⇒ r = x − qb ∈ I . Wegen
Minimalität von b in I ∩N folgt r = 0 =⇒ x = qb ∈ (b)

Eindeutigkeit: Seien m,n ∈ N0 mit (m) = (n). Offenbar gilt: m = 0 ⇐⇒ n = 0. Im Folgenden seien
m,n ̸= 0. Wegen (m) = (n) istm ∈ (n), n ∈ (m) =⇒ es existieren r1, r2 ∈ Zmitm = r1n und n = r2m

=⇒ m = r1n = r1r2m =⇒ r1r2 = 1 =⇒ r1 = r2 = 1 ∨ r1 = r2 = −1
m,n∈N0
=====⇒

r1 = r2 = 1 =⇒ m = n □

Beispiel 26.16
Z[t] ist kein Hauptidealring: Es gibt f ∈ Z[t] mit (2, t) = (f), dann: Annahme: Es existiert f ∈ Z[t] mit
2 = hf =⇒ deg h = deg f = 0, das heißt f ist konstantes Polynom, etwa f = a für ein a ∈ Z. Außerdem
existiert h̃ ∈ Z[t] mit t = h̃f = ha =⇒ a = ±1 =⇒ f = ±1. Aber: ±1 ̸∈ (2, t), dann andernfalls
existieren u, v ∈ Z[t]mit±1 = 2u+ tv

t=0
==⇒ ±1 = 2u(0) + 0 · v(0) = 2u(0)

Definition 26.17 R nullteilerfrei, a, b ∈ R. b heißt ein Teiler von a (Notation: b | a) Def⇐⇒ es existiert ein c ∈ R
mit a = bc.
a, b heißen assoziiert (Notation: a ∧

= b) Def⇐⇒ a | b und b | a
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Beispiel 26.18
R = Z, a ∈ Z =⇒ a

∧
= −a

Bemerkung 26.19 R nullteilerfrei, a, b ∈ R. Dann sind äquivalent:

1. a ∧
= b

2. Es existiert e ∈ R∗ mit a = be

3. (a) = (b)

Beweis 1. =⇒ 2. Sei a ∧
= b =⇒ a | b und b | a =⇒ es existieren c, d ∈ Rmit b = ac, a = bd

=⇒ b = ac = bdc =⇒ b(1− dc) = 0

a) Fall: b = 0 =⇒ a = bd = 0. Setze e :=, fertig: a = b · 1
b) Fall: b ̸= 0 =⇒ 1− dc = 0 =⇒ dc = 1 =⇒ c, d ∈ R∗. Setze e := d, dann a = bd = bc

2. Sei a = bemit e ∈ R∗ =⇒ a ∈ (b) =⇒ (a) ⊆ (b). Wegen e ∈ R∗ ist b = e−1a =⇒ (b) ⊆ (a)

3. Sei (a) = (b) =⇒ a ∈ (b) =⇒ es existiert c ∈ Rmit a = bc =⇒ b | a. Analog: a | b also a ∧
= b □

Definition 26.20 Rnullteilerfrei,a1, . . . , an ∈ R.d ∈ Rheißt größter gemeinsamerTeiler vona1, . . . , an
Def⇐⇒

Die folgenden Bedingungen sind erfüllt:

• (GGT1) d | a1, . . . , d | an

• (GGT2) c | a1, . . . , c | an ⇐⇒ c | d

Beweis Wir bezeichnent dieMenge aller größten gemeinsamenTeiler vona1, . . . , anmitGGT(a1, . . . , an).□

Anmerkung • Seien d1, d2 ∈ GGT(a1, . . . , an), dann folgt d1 | d2 und d2 | d1, also d1
∧
= d2.

• Ist d ∈ GGT(a1, . . . , an) und d′ ∧
= d, dann ist d′ ∈ GGT(a1, . . . , an)

• Ohne zusätzlicheVorraussetzungen anRkannman imallgemeinennicht erwarten, dassGGT(a1, . . . , an) ≠
∅. Zum Beispiel ist R = Z[

√
−3] = {a + b

√
−3 | a, b ∈ Z} ⊆ C ist GGT

(
4, 2 ·

(
1 +

√
−3
))

= ∅
(Übungen)

Bemerkung 26.21 R Hauptidealring, a1, . . . , an ∈ R. Dann gilt:

1. GGT(a1, . . . , an) ̸= ∅

2. d ∈ GGT(a1, . . . , an) ⇐⇒ (d) = (a1, . . . , an)

Beweis 1. RHauptidealring =⇒ es existiert d̃ ∈ Rmit (a1, . . . , an) =
(
d̃
)
. Behauptung: d̃ ∈ GGT(a1, . . . , an),

denn:
(GGT1): a1 ∈ (a1, . . . , an) =

(
d̃
)

=⇒ d̃ | ai∀i = 1, . . . n

(GGT2): Wegen d̃ ∈ (a1, . . . , an) existieren r1, . . . , rn ∈ R mit d̃ = r1a1 + · · · + rnan. Ist c ∈ R mit
c | a1, . . . , c | an, dann folgt c | r1a1 + · · ·+ rnan = d̃

2. „ =⇒ “ d ∈ GGT(a1, . . . , an) =⇒ d
∧
= d̃ =⇒ (d) =

(
d̃
)

= (a1, . . . , an) „ ⇐= “ Sei
(d) = (a1, . . . , an) =⇒ d ∈ GGT(a1, . . . , an)mit Argument aus dem Beweis von 1. □
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Anmerkung • Im Fall R = Z, a1, . . . , an ∈ Z ist GGT(a1, . . . , an) ∩ N0 = {d} für ein d ∈ N0

(beachteZ∗ = {±1}). Mann nennt dann d den größten gemeinsamen Teiler von a1, . . . , an

d =: ggT(a1, . . . , an)

• Im FallR = K[T ] (wobeiK Körper, in 27, dies ein Hauptidealring), f1, . . . , fn ∈ K[t], nicht alle fi = 0,
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom d ∈ K[t] mit d ∈ GGT(f1, . . . , fn) (bechte:
K[t]∗ = K∗). Man nennt

d =: ggT(f1, . . . , fn)

den größten gemeinsamen Teiler von f1, . . . , fn und setzt

ggT(0, . . . , 0) := 0

Folgerung 26.22 R Hauptidealring, a, b ∈ R, d ∈ GGT(a, b). Dann existieren u, v ∈ Rmit d = ua+ vb.

Beweis aus 26.21: (d) = (a, b) □

Definition 26.23 R nullteilerfrei, p ∈ R \ (R∗ ∪ {0})

• p heißt irreduzibel Def⇐⇒ Aus p = abmit a, b ∈ R folgt stets a ∈ R∗ oder b ∈ R∗

• p heißt Primelement Def⇐⇒ Aus p | ab folgt stets p | a oder p | b

Anmerkung p irreduzibel / Primelement, p′ ∧
= p =⇒ p′ irreduzibel / Primelment

Beispiel 26.24
irreduzible Elemente innZ = Primzahlen p ausN sowie deren Negative−p. Primelelemente inZ?

Frage: Zusammenhang zwischen irreduziblen Elementen und Primelementen?

Bemerkung 26.25 R nullteilerfrei, p ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) Primelement. Dann ist p irreduzibel.

Beweis 1. Wir setzet S := R⧸(p). Behauptung S ist nullteilerfrei, denn: Wegen p ̸∈ R∗ ist (p) ̸= R, das
heißt S ̸= 0. Sind x̄, ȳ ∈ S mit x̄ȳ = 0̄ und ȳ ̸= 0̄, das heißt xy ∈ (p) und y ̸∈ (p) =⇒ p | xy und
p ∤ p =⇒ p | x =⇒ x̄ = 0̄

2. Sei p = ab mit a, b ∈ R. In s = R⧸(p) ist 0̄ = p̄ = āb̄ =⇒ ā = 0̄ ∨ b̄ = 0̄. Ohne Einschränkung
ā = 0̄ =⇒ Es existierte d ∈ Rmit a = pd =⇒ p = ab = pdb =⇒ p(1− db) = 0 =⇒ 1− db =
0 =⇒ db = 1 =⇒ b ∈ R∗ □

Anmerkung Es gibt Beispiele für irreduzible Elemente, die keine Primelemente sind (Übungen)

Satz 26.26 R Hauptidealring, p ∈ R \ (R∗ ∪ {0}). Dann sind äquivalent:

1. p ist irreduzibel

2. p ist Primelement

Beweis 2. =⇒ 1. aus 26.25

1. ⇐= 2. Sei p irreduzibel.
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a) Behauptung: Ist I ⊆ R mit (p) ⊊ I , dann ist I = R, denn: Sei (p) ⊊ I . Da R Hauptidealring
existiert a ∈ Rmit I = (a) =⇒ ∃c ∈ R : p = ac =⇒ a ∈ R∗ ∨ c ∈ R∗. Falls c ∈ R∗, dann
(p) = (a) = I` Also a ∈ R∗, das heißt (a) = I = R.

b) R⧸(p) ist ein Körper, denn: Sei x̄ ∈ R⧸(p), x̄ ̸= 0̄ =⇒ x ̸∈ (p) =⇒ I := (x, p) ist ein Ideal
in R mit (p) ⊊ I =⇒ I = R =⇒ 1 ∈ I =⇒ ∃u, v ∈ R : 1 = ux + vp =⇒ 1̄ =
ūx̄+ v̄ p̄︸︷︷︸

=0

= ūx̄

c) p ist Primelement, denn: Seien a, b ∈ Rmit p | ab =⇒ inR⧸(p) ist 0̄ = p̄ = āb̄. Nach 2. istR⧸(p)
ein Körper, also nullteilerfrei (6.11) =⇒ ā = 0̄ ∨ b̄ = 0̄ =⇒ p | a ∨ p | b □

Anmerkung • Beweis hat gezeigt: R Hauptidealring, p irreduzibles Element in R, dann ist R⧸(p) ein
Körper.

• Primelement inZ = irreduzibles Element inZ

Frage: Wann gilt inR ein Analogon des Satzes über die eindeutige Primfaktorzerlegung inZ?

Definition 26.27 R nullteilerfrei. R heißt faktoriell Def⇐⇒ Jedes a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) lässt sich eindeutig bis
auf Reihenfolge und Assoziiertheit als Produkt irreduzibler Elemente aus R schreiben, das heißt es existieren
irreduzible Elemente p1, . . . , pr ∈ R mit a = p1 · . . . · pr und sind q1, . . . , qs ∈ R irreduzible Elemente mit
a = q1 · . . . · qs, so ist r = s und nach Umordnen ist pi

∧
= qi für i = 1, . . . , r

Ziel: Hauptidealringe sind faktoriell.

Definition 26.28 R heißtnoethersch Def⇐⇒ Für jede aufsteigendeKette I1 ⊆ I2 ⊆ . . . von Idealen inR existiert
ein n ∈ Nmit Ik = In für alle k ≥ n

Bemerkung 26.29 R Hauptidealring. Dann istR noethersch.

Beweis Sei I1 ⊆ I2 ⊆ . . . eine aufsteigende Kette von Idealen ausR. Setze

I := ∪k≥1Ik

1. I ist ein Ideal inR, dann:
(I1) 0 ∈ Ik∀k ∈ N =⇒ 0 ∈ I
(I2) Seien a, b ∈ I =⇒ ∃k, l ∈ N : a ∈ Ik, b ∈ Il. Mitm := max{k, l} ist a, b ∈ Im =⇒ a+ b ∈
Im ⊆ I
(I3) a ∈ I, r ∈ R =⇒ ∃k ∈ N : a ∈ Ik =⇒ ra ∈ Ik ⊆ I

2. Wegen 1. und R Hauptidealring existiert ein a ∈ R mit I = (a), insbesondere a ∈ I =⇒ ∃n ∈ N :
a ∈ In =⇒ (a) ⊆ In ⊆ I = (a) =⇒ In = I =⇒ Ik = I = In∀k ≥ n □

Satz 26.30 R Hauptidealring. Dann istR faktoriell.

Beweis 1. Existenz von Zerlegung in irreduzible Elemente. Setze

M := {(a) | a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) | besitzt keine Faktorisierung in irreduziblen Elementen}

M ist wohldefiniert, da Bedingung an a invariant unter Assoziativitätheit.
Annahme:M ̸= ∅
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Wegen 26.29 existiert bezüglich „⊆“ maximales Element I ∈ M , denn: Anderenfalls existiert zu jedem
I ∈M ein I ′ ∈M mit I ⊊ I ′, das liefert eine unendliche strikt aufsteigende Kette von von Idealen inR
�zuR noethersch.
Es existiert a ∈ R mit I = (a). a ist nicht irreduzibel, denn für a irreduzibel wäre a selbst eine
Faktorisierung in irreduzible Elemente =⇒ I = (a) ̸∈ M �. =⇒ ∃a1, a2 ∈ R \ (R∗ ∪ {0})
mit a = a1a2 =⇒ (a) ⊆ (a1), (a) ⊆ (a2). Wäre (a) = (a1), dann existiert b ∈ R∗ mit
a = a1b = a1a2 =⇒ a2 = b ∈ R∗ �. Also (a) ⊊ (a1), analog (a) ⊊ (a2)
=⇒ (a1), (a2) ̸∈ M =⇒ a1, a2 haben Faktorisierung in irreduzible Elemente also auch a = a1a2 �.
AlsoM = ∅ =⇒ Existenz

2. Eindeutigkeit von Zerlegung: Sei a = p1 · . . . · pr = q1 · . . . · qs mit p1, . . . , pr, q1, . . . , qs irreduzibel.
Beweis per Induktion nach r:
Induktionsanfang: r = 0 =⇒ a = 1 =⇒ s = 0 (sonst q1, . . . , qs ∈ R∗`)
Induktionsschritt: Behauptung für 0, . . . , r − 1 bewiesen.

p1 | p1 · . . . · pr = q1 · . . . · qs =⇒ ∃j ∈ {1, . . . , s} : p1 | qj

Nach Umnummerierung sei j = 1 also p1 | q1, etwa q1 = cp1 mit c ∈ R. Da q1 irreduzibel folgt c ∈ R∗,
also p1

∧
= q1.

=⇒ p1 · . . . · pr = cp1q2 · . . . · qs =⇒ p1(p2 · . . . · pr − cq2 · . . . · qs) = 0

=⇒ p2 · . . . · pr = (cq2) · . . . · qs. Wegen c ∈ R∗ ist cq2 irreduzibel =⇒ r− 1 = s− 1 ( =⇒ r = s)
und nach Umnummerierung

p2
∧
= cq2 = q2, p3

∧
= q3, . . . , pr

∧
= qr □

Anmerkung • Fasstman in einer Zerlegung eines Elementes zueinander assoziierter Faktoren zusammen
und erlaubt einen Vorfaktor c ∈ R∗, so erhält man eine Darstellung für Elemente a ∈ R \ (R∗ ∪ {0})
der FOrm

a = cpe11 · . . . · perr
mit c.R∗, p1, . . . , pr irreduzibel, p1 ̸ ∧= pj für i ̸= j, e1, . . . , er ∈ N. Ist dann a = dqf11 · . . . · qfss
mit d ∈ R∗, q1, . . . , qs irreduzibel, qi ̸ ∧= qj FÜr i ̸= j, f1, . . . , fs ∈ N, dann ist r = s und nach
Umnummerierung ist pi

∧
= qi, ei = fi für i = 1, . . . , r.

27 Euklidische Ringe
In diesem Abschnitt seiR stets ein kommutativer Ring.

Definition 27.1 R nullteilerfrei. R heißt Euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung δ : R \ {0} → N0,
sodass gilt:

∀f, g ∈ R, g ̸= 0∃q, r ∈ R : f = qg + r ∧ (δ(r) < δ(g) ∨ r = 0)

δ heißt eineNormabbildung aufR.

Beispiel 27.2
1. R = Zmit δ = |·| ist ein Euklidischer Ring (vergleiche Elementare Zahlentheorie-Skript, Satz 1.3)

2. K Körper =⇒ R = K[T ]mit δ = deg ist ein Euklidischer Ring (vergleiche 7.6)

3. R = Z[i] = {a + bi | a, b ∈ C} ⊆ C mit δ(x+ iy) = x2 + y2 ist ein Euklidischer Ring (Ring der
ganzen Gaußschen Zahlen) (Übungen)
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4. K Körper mit δ : K \ {0} → N0, x 7→ 1 ist ein Euklidischer Ring (hier ist stets „r = 0“)

Satz 27.3 R Euklidischer Ring. Dann istR ein Hauptidealring.

Beweis Sei I ⊆ R Ideal, I ̸= 0. Es ist ∅ ̸= {δ(a) | a ∈ I \ {0}} ⊆ N0. Wähle a ∈ I , sodass δ(a) minimal.
Behauptung: I = (a), denn:
„⊇“: Wegen a ∈ I ist (a) ⊆ I
„⊆“ Sei f ∈ I =⇒ ∃q, r : f = qa + r und (δ(r) < δ(a) ∨ r = 0) =⇒ r = f − qa ∈ I . Wegen δ(a)
minimal folgt r = 0 =⇒ f = qa ∈ (a) □

Folgerung 27.4 R Euklidischer Ring. Dann istR faktoriell.

Beweis R Euklidisch =⇒ RHauptidealring =⇒ R faktoriell. □

Folgerung 27.5 K Körper, f ∈ K[t], f ̸= 0. Dann besitzt f eine bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Darstellung

f = cpe11 · . . . · perr
mit c ∈ K∗, r ≥ 0, e1, . . . , er ∈ N0 und paarweise verschiedenen irreduziblen normierten Polynomen
p1, . . . , pr .

Beweis K[t] ist Euklidischer Ring, also faktoriell nach 27.4. Wegen K[t]∗ = K∗ gilt für f, g ∈ K[t] : f
∧
=

g ⇐⇒ ∃λ ∈ K∗ : f = λg. Insbesondere existiert in jeder Äquivalenzklasse bezüglich „ ∧
=“ in K[t] \ {0}

genau ein normiertes Polynom =⇒ Behauptung. □

Satz 27.6 (Euklidischer Algorithmus) REuklidischerRingmitNormabstand δ, a, b ∈ R\{0}.Wir betrachten
eine Folge a0, a1, . . . von Elementen ausR, die induktiv wie folgt gegeben ist:

a0 := a

a1 := b

a0 = q0a1 + a2 mit δ(a2) < δ(a1) oder a2 = 0

Falls a2 ̸= 0:

a1 = q1a2 + a3 mit δ(a3) < δ(a2) oder a3 = 0

...

Falls ai ̸= 0:

ai−1 = qiai + ai+1 mit δ(ai+1) < δ(ai) oder ai+1 = 0

Dann existiert ein eindeutig bestimmter Index n ∈ Nmit an ̸= 0, an+1 = 0. Es ist dann

d := an ∈ GGT(a, b)

Durch Rückwärtseinsetzen lässt sich d als Linearkombination von a, b darstellen (vergleiche 26.22):

d = an = an−2qn−2an−1 = · · · = ua+ vb

mit u, v ∈ R („erweiterter Euklidischer Algorithmus“).
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Beweis Falls ai ̸= 0 für alle i ∈ N, dann wäre δ(a1) > δ(a2) > . . . eine streng monoton fallende unendliche
Folge inN0 �.
=⇒ es existiert ein eindeutig bestimmtes n ∈ Nmit an ̸= 0, an+1 = 0. Wir betrachten die Gleichungen

(G0) a0 = q0a1 + a2
...(Gn−2) an−2 = qn−2an−1 + an

(Gn−1) an−1 = qn−1an

Dann gilt: an | an−1 =⇒ an | (qn−2an−1 + an) = an−2 =⇒ . . . =⇒ an | a1, an | a0. Sei c ∈ R mit
c | a0 und c | a1 =⇒ c | (a0 − q0a1) = a2 =⇒ . . . =⇒ c | an. Also: an ∈ GGT(a0, a1) = GGT(a, b).
Es ist

an = an−2 − qn−2an−1 = an−2 − qn−2(qn−3 − qn−3an−2)

= (1 + qn−2qn−3)an−2 − qn−2an−3 = · · · = ua+ vb

mit geeigneten u, v ∈ R. □

Beispiel 27.7
R = Z, a = 24, b = 15.

24 = 1 · 15 + 9

15 = 1 · 9 + 6

9 = 1 · 6 + 3

6 = 2 · 3 + 0

=⇒ ggT(24, 15) = 3.

3 = 9− 1 · 6 = 9− (15− 1 · 9) = 2 · 9− 1 · 15 = 2 · (25− 1 · 15)− 15 = 2 · 24− 3 · 15

Anmerkung Für Matrizen aus M(n× n,R) kann man analog zu LA1 (vergleiche 10.5) elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen erklären.

Satz 27.8 (Gauß-Diagonalisierung für Euklidische Ringe) R Euklidischer Ring,A ∈M(m× n,R). Dann
gilt: A lässt sich durch wiederholte Anwendung von elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen vom Typ 3
(Addition des λ-fachen einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile / Spalte, λ ∈ R) sowie des Typ 4 (Zeilen /
Spaltenvertauschung) in eine Matrix der Gestalt

c1
. . . 0

cr
0 0

mit c1, . . . , cr.R \ {0}, c1 | c2 | · · · | cr . überführen.

Beweis (= Algorithmus zur Durchführung). Falls A = 0, dann fertig. Im Folgenden sei A ̸= 0. Sei δ eine
Normabberechnung aufR.

1. Schritt: Durch Zeilen und Spaltenvertauschung erreichen wir a11 ̸= 0 und δ(a11) ≤ δ(aij)∀i, j, aij ̸=
0.
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2. Schritt: BringA auf die Form
∗ 0

0 ∗

a) Fall: In der ersten Spalte / Zeile stehen keine Elemente ̸= 0 außer a11, dann fertig.
b) Fall: In der ersten Spalte / Zeile stehen noch Elemente ̸= 0, ohne Einschränkung a21 ̸= 0 =⇒

∃q ∈ R : a21 = qa11 oder δ(a21 − qa11) < δ(a11). Addiere das (−q)-fache der 1. Zeile zur
2. Zeile =⇒ Erhalte Matrix A′ =

(
a′ij

)
mit a′21 = 0 oder δ(a′21) < δ(a11). Falls a′21 ̸= 0,

dann erhalte durch Zeilen sowie gegebenenfalls Spaltenvertauchung eine Matrix A′′ =
(
a′′ij

)
mit

a′′11 ̸= 0, δ(a′′11) ≤ δ
(
a′′ij

)
für alle i, j mit a′′ij ̸= 0, mit δ(a′′11) < δ(a11). Dieser Prozess bricht

nach endlich vielen Iterationen ab und wir erhalten eine Matrix der From

d11 0

0 ∗

d11 ̸= 0, δ(d11) ≤ δ(dij) falls dij ̸= 0, δ(d11) ≤ δ(a11)

3. Schritt: Erreiche d11 | dij∀i, j:
a) Fall: Es gilt bereits d11 | dij∀i, j, dann fertig.
b) Fall: Es existiert i, jmitd11 ∤ dij =⇒ Es existiert ein q ∈ Rmitdij−qd11 ̸= 0und δ(dij − qd11) <
d11. Addiere erste Zeile vonD zur i-ten Zeile vonD, erhalte:

d11 0 . . . . . . . . . 0

0
... ∗
0
a11 diz . . . dij . . . din
0
...
0 ∗

Subtrahiere das q-fache der ersten Spalte von der j-ten Spalte diser Matrix, erhalte:

d11 0 . . . 0 −qd11 0 . . . . . . 0

0
... ∗
0
a11 ∗ dij − qd11 ∗
0
...
0 ∗

mit d′ij = dij − qd11, δ
(
d′ij

)
< δ(d11) ≤ d11. Wiederhole die gesamte bisherige Prozedur für die
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MatrixD′. Dieser Prozess bricht nach endlich vielen Schritten ab. Wir erhalten eine Matrix

C = (cij) =

c11 0

0 C ′

mit c11 ̸= 0, δ(c11) ≤ δ(a11), c11 | cij∀i, j

4. Schritt: Wende das Verfahren auf C ′ an (und iteriere dies). Operationen an C ′ erhalten die Teilbarkeit
durch c11, wir können daher die Matrix auf die Gestalt

c1
. . . 0

cr
0 0

mit c1 | c2 | c3 | · · · | cr bringen. □

Beispiel 27.9
1. R = Zmit δ = |·|:

A =

(
4 3
6 5

)
→
(
3 4
5 6

)
→
(
3 1
5 1

)
→
(
1 3
1 5

)
→
(
1 0
1 2

)
→
(
1 0
0 2

)
2. R = Q[t]mit δ = deg

A =

(
t− 1 0
−1 t− 1

)
→
(

−1 t− 1
t− 1 0

)
→
(
−1 t− 1
0 (t− 1)2

)
→
(
−1 0
0 (t− 1)2

)
Anmerkung Wir haben bei der Gauß-Diagonalisierung nur elementare Operationen vom Typ 3, 4 verwendet.
Umformungen von Typ 1 (Multiplikation von einer Zeile / Spalte mit λ ∈ R∗), sowie Typ 2 (Addition einer
Zeile / Spalte) auf eine andere Zeile oder Spalte.

Frage: Eindeutigkeitsaussage für c1, . . . , cr ?

Bemerkung+Definition 27.10 GL(n,R) := {A ∈ M(n× n,R) | ∃B ∈ M(n× n,R) : AB = BA =
En} ist eine Gruppe bezüglich „·“, die allgemeine lineare Gruppe überR vom Rang n. Es ist

GL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) | det(A) ∈ R∗}

Beweis Gruppeneigenschaft: klar.
A ∈ GL(n,R) ⇐⇒ det(A) ∈ R∗, denn: „ =⇒ “AB = En =⇒ det(A) det(B) = 1 =⇒ det(A) ∈ R∗

„ ⇐= “ sei det(A) ∈ R∗. Es istAA# ∈ R∗. Es istAA# = det(A)En = A#A

=⇒ A
1

det(A)
A# = En =

1

det(A)
A#A □

Bemerkung+Definition 27.11 A,B ∈M(m× n,R).A heißt äquivalent zuB (A ∼ B)

⇐⇒ ∃S ∈ GL(m,R), T ∈ GL(n,R) : B = SAT−1

Fallsm = n, dann heißtA ähnlich zuB (A ≈ B)

⇐⇒ ∃S ∈ GL(n,R) : B = SAS−1

∼,≈ sind Äquivalenzrelationen aufM(m× n,R) beziehungsweiseM(n× n,R).
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Erinnerung: In LA1 gezeigt (vergleiche 16.11): K Körper, A,B ∈ M(m× n,K), dann gilt A ∼ B ⇐⇒
Rang(A) = Rang(B). IstRangA = r, dann

A ∼
(
Er 0
0 0

)
Ziel: Klassifikation von Matrizen ausM(m× n,R), R Euklidischer Ring bis auf Äquivalenz.
Definition 27.12 A ∈ M(m× n,R), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n. B ∈ M(k × l, R) heißt eine Untermatrix
vonA Def⇐⇒ ausA durch Streichen vonm− k Zeilen und n− l Spalten. IstB ∈M(l × l, R) eine quadratische
Untermatrix vonA, dann heißt det(B) einMinor l-ter Stufe vonA.

Fitl(A) = (det(B) | B ist l × l-Untermatrix vonA) ⊆ R

(das von allen Minoren l-ter Stufe vonA erzeugte Ideal inR) heißt das l-te Fittingideal vonA.
Beispiel 27.13

A =

(
1 2
3 4

)
∈M(2× 2,Z)

Fit1(A) = (det(1), det(2),det(3), det(4)) = (1, 2, 3, 4) = (1) = Z

Fit2(A) =

(
det

(
1 2
3 4

))
= (−2) = (2)

Satz 27.14 (Fittings Lemma) A ∈ M(m× n,R), S ∈ GL(m,R), T ∈ GL(n,R), l ≤ min{m,n}. Dann
gilt:

Fitl(A) = Fitl(SA) = Fitl(AT )

Beweis 1. Fitl(SA) ⊆ Fitl(A), denn: A = (aij) ∈ M(m× n,R), S = (sij) ∈ GL(m,R), SA =
(bij) ∈ M(m× n,R). Seinen 1 ≤ 11 < i2 < · · · < il ≤ m, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jl ≤ n. Wir
betrachten die l × l-Untermatrix

B =

bi1,j1 . . . bi1,jl
...

...
bil,j1 . . . bil,jl


von SA.

=⇒ detB = det


∑m

r1=1 si1,r1ar1,j1 . . .
∑m

r1=1 si1,r1ar1,jl
bi2,j1 . . . bi2,jl

... 8
...

bil,j1 . . . bil,jl



=

si1,r1∑
r1=1

det


ar1,j1 . . . ar1,jl
bi2,j1 . . . bi2,jl

... 8
...

bil,j1 . . . bil,jl


=

m∑
rl=1

· · ·
m∑

r1=1

si1,r1 · . . . · sil,rl det

ar1,j1 . . . ar1,jl
...

...
arl,j1 . . . arl,jl


=

m∑
rl=1

· · ·
m∑

r1=1

si1,r1 · . . . · sil,rl det

{
0falls i ̸= j existiert mit ri = rj

I ein Minor l-ter Stufe vonA

∈ Fitl(A)
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2. Wende 1. auf S−1 ∈ GL(m,R), SA ∈ M(m× n,R) an: =⇒ Fitl
(
S−1(SA)

)
⊆ Fitl(SA), also

Fitl(A) ⊆ Fitl(SA). Außerdem: Fitl(A) = Fitl
(
AT
)
, also

Fitl(AT ) = Fitl

(
(AT )T

)
= Fitl

(
T TAT

)
= Fitl

(
AT
)
= Fitl(A) □

Folgerung 27.15 A,B ∈ M(m× n,R) mit A ∼ B. Dann gilt: Fitl(A) = Fitl(B) für alle 1 ≤ l ≤
min{m,n}.

Beweis A ∼ B =⇒ ∃S ∈ GL(m,R), T ∈ GL(n,R) : B = SAT−1

=⇒ Fitl(B) = Fitl
(
SAT−1

)
= Fitl

(
AT−1

)
= Fitl(A) □

Bemerkung 27.16 R nullteilerfreier Ring,

A =

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

∈M(m× n,R)

mit c1 | · · · | cr . Dann gilt:

Fitl(A) =

{
(c1 · . . . · cl) 1 ≤ l ≤ r

(0)

Insbesondere gilt: Fitl(A) ⊆ Fitr−1(A) ⊆ . . . ⊆ Fit1(A)

Beweis Für l > r enthält jede l × l-Untermatrix vonA stets eine Nullzeile, das heißt Fitl(1) = (0).
l ≤ r: Die einzige l × l Untermatrix vonA, die keine Nullzeile enthalten, sind von der Formci1 0

. . .
0 cil


mit 1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ r.

=⇒ Fitl(A) = (ci1 · . . . · cil | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ r)

=⇒ (c1 · . . . cl) ⊆ Fitl(A)

Umgekehrt folgt 1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ r: i1 ≥ 1, i2 ≥ 2, . . . , il ≥ l.

=⇒ c1 | ci1 , . . . , cl | cil =⇒ c1 · . . . · cl | ci1 · . . . · cil =⇒ (ci1 · . . . · cil) ⊆ (c1 · . . . · cl)
=⇒ Fitl(A) ⊆ (c1, . . . , cl)

=⇒ „=“ □

Satz+Definition 27.17 (Elementarteilersatz über Euklidischen Ringen) REuklidischerRing,A ∈M(mbn,R).
Dann existieren c1, . . . , cr ∈ R \ {0} mit c1 | c2 | · · · | cr , sodass

A ∼

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

r ist eindeutig bestimmt, c1, . . . , cr sind eindeutig bestimmtbis aufAssoziiertheit. c1, . . . , cr heißendieElementarteiler
vonA.
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Beweis 1. NachGauß-Diagonalisierung27.8 lässt sichAdurch elementareZeilen- undSpaltenumformungen
auf die Form

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

mit c1, . . . , cr ∈ R \ {0}, c1 | c2 | · · · | cr bringen. Wie in LA1 (Übungsblatt 8, Aufgabe 3) entsprechen
elementareZeilenoperationenMultiplikationmit speziellen invertierbarenMatrizen von links, Spaltenoperationen
mit speziellen invertierbaren Matrixen von rechts =⇒ ∃S ∈ GL(m,R), T ∈ GL(n,R) :

SAT−1 =

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

⇐⇒ A ∼

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

2. Eindeutigkeit von r: Sei

A ∼

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

, A ∼

d1 0
. . . 0

0 ds
0 0

mit c1, . . . , cr, d1, . . . , ds ∈ R \ {0}, c1 | · · · | cr, d1 | · · · | ds.

=⇒ Fitl(A) =

{
(c1 · . . . · cl) l ≤ r

(0) l > r
=


(d1 · . . . · dl)
l ≤ s

(0) l > s

für alle l ∈ {1, . . . ,min{m,n}}

=⇒ r = max{l ∈ {1, . . . ,min{m,n} | Fitl(A) ̸= (0)}} = s

3. cl
∧
= dl∀l = 1, . . . , r per Induktion nach l:

Induktionsanfang: Fit1(A) = (c1) = (d1) =⇒ c1
∧
= d1.

Indukitionsschritt:Fitl(A) = (c1 · . . . · cl) = (d1 · . . . · dl) =⇒ c1 ·. . .·cl
∧
= d1 ·. . .·dl =⇒ cl

∧
= dl

□

Satz 27.18 (27.18) R Euklidischer Ring,A,B ∈M(m× n,R). Dann sind äquivalent:

1. A ∼ B

2. Die Elementarteiler vonA undB stimmen bis auf Assoziiertheit überein.

3. Fitl(A) = Fitl(B)∀1 ≤ l ≤ min{m,n}

Beweis 1. =⇒ 2. aus 27.18

3. 2. Seien c1, . . . , cr beziehungsweised1, . . . , ds dieElementarteiler vonAbeziehungsweiseB. Insbesondere

A ∼

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

, B ∼

d1 0
. . . 0

0 ds
0 0

Argumentiere nun wie im Beweis von 27.17 in 2., 3..27.17 in 2., 3..



28 Normalformen von Endomorphismen 65

2. =⇒ 1. Sei

A ∼

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

, B ∼

d1 0
. . . 0

0 dr
0 0

mit c1
∧
= d1, . . . , cr

∧
= dr , etwa d1 = λ1c1, . . . , dr = λrcr mit λ1, . . . , λr ∈ R∗.

d1 0
. . . 0

0 dr
0 0

=



λ1
. . .

λr
1

. . .
1


c1 0

. . . 0
0 cr

0 0

=⇒ A ∼

c1 0
. . . 0

0 cr
0 0

∼

d1 0
. . . 0

0 dr
0 0

∼ B

□

Beispiel 27.19

A =

(
1 2
3 4

)
∈M(2× 2,Z) =⇒ Fit1(A) = (1),Fit2(A) = (2)

=⇒ Elementarteiler vonA: 1, 2, insbesondereA ∼
(
1 0
0 2

)
. Sei

B =

(
4 3
2 2

)
∈M(2× 2,Z) =⇒ Fit1(B) = (2, 3, 4) = (1),Fit2(B) = (2)

=⇒ A ∼ B

28 Normalformen von Endomorphismen
In diesem Abschnitt seiK stets ein Körper und n ∈ N.
Ziel:A,B ∈M(n× n,K)

• Wann istA ≈ B ?

• Suche möglichst einfache Vertreter der Äquivalenzklasse bezüglich „≈“ (→ Normalformen)

In Termen von Endomorphismen: Gegeben sei φ ∈ End(V ), V endlichdimensionaler K-Vektorraum. Wir
suchen Basis B von V , sodassMB(φ)möglichst eincah ist.

Definition 28.1 A ∈M(n× n,K).

PA := tEn −A ∈M(n× n,K[t])

heißt die charakteristische Matrix vonA.
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Anmerkung Insbesondere ist χcharA = det(PA).

Satz 28.2 (Satz von Frobenius) A,B ∈M(n× n,K). Dann sind äquivalent:

1. A ≈ B (inM(n× n,K))

2. PA ∼ PB (inM(n× n,K[t]))

Beweis 1. =⇒ 2. SeiA ≈ B =⇒ ∃S ∈ GL(n,K) : B = SAS−1

=⇒ PB = tEn −B = tEn − SAS−1 = StEnS−1− SAS−1

= S (tEn −A)︸ ︷︷ ︸
=PA

S−1

=⇒ PB ≈ PA =⇒ PB ∼ PA

2. =⇒ 1. Sei PA ∼ PB :
a) Wir konstruierenR ∈M(n× n,K) mitAR = RB:

=⇒ ∃S, T ∈ GL(n,K[t]) : PA = SPBT
−1, das heißt SPB = PAT

=⇒ S(tEn −B) = (tEn −A)T

Wir schreiben S, T in der folgenden Form:

S =
m∑
i=0

tiSi, T =
m∑
i=0

tiTi, Si, Ti ∈M(n× n,K)

=⇒ S(tEn −B) =
m∑
i=0

tiSi(tEn −B) =
m∑
i=0

(
ti+1Si − tiSiB

)
(tEn −A)T = (tEn −A)

m∑
i=0

tiTi =
m∑
i=0

(
ti+1dTi−tiATi

)
=⇒

m+1∑
i=0

(Si−1 − SiB)ti =
m+1∑
i=0

(Ti−1 −ATi)t
i
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wobei S−1, T−1, Sm+1, Tm+1 = 0

=⇒ Si−1 − Sib = Ti−1 − aTi 0 ≤ i ≤ m+ 1

=⇒ AiSi−1 −AiSiB = AiTi−1 −Ai+1Ti 0 ≤ i ≤ m+ 1

=⇒
m+1∑
i=0

(
AiSi−1 −AiSiB

)
=

m+1∑
i=0

(
AiTi−1 −Ai+1Ti

)
=
(
A0T−1 −AT0

)
+
(
AT0 −A2T1

)
+ · · ·+

(
Am+1Tm −Am+2Tm+1

)
= A0T−1 −Am+2Tm+1 = 0

=⇒
m+1∑
i=0

AiSi−1 =
m+1∑
i=0

AiSiB

=⇒
m+1∑
i=1

AiSi−1 =

m∑
i=0

AiSiB

=⇒ A

(
m∑
i=0

AiSi

)
=

(
m∑
i=0

AiSi

)
B

=⇒ R :=
m∑
i=0

AiSi

dannAR = RB.
a) Wir zeigen R ∈ GL(n,K) (wegen AR = RB ist dann A = RBR−1, also A ≈ B, fergit.) Nach

Vorraussetzung ist S ∈ GL(n,K[t]) =⇒ ∃M ∈ GL(n,K[lt]) : SM = En,M =
∑m

i=0 t
iMi

mitMi ∈M(n× n,K), ohne Einschränkung dasselbe n wie vorhin. Behauptung: Mit

N :=
m∑
j=0

BjMj ∈M(n× n,K)

giltRN = En alsoR ∈ GL(n,K), denn: Es ist

RN =
m∑
j=0

RBjMj

WegenRB = AR folgtRBj = RBBj−1 = ARBj−1 = · · · = AjR

=⇒ RN =
m∑
j=0

AjRMj =
m∑
j=0

Aj

(
m∑
i=0

AiSi

)
Mj =

m∑
i,j=0

Ai+jSiMj

Wegen SM = En folgt (
m∑
i=0

tiSi

) m∑
j=0

tjMj

 = En
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=⇒ S0M0 +

2m∑
k=1

 ∑
i+j=k

SiMj

tk = En

=⇒ S0M0 = En,
∑
i+j=k

SiMj = 0 k ≥ 1

=⇒ RN =
m∑

i,j=0

Ai+jSiMj = S0M0 +
2m∑
k=1

Ak
∑
i+j=k

SiMj︸ ︷︷ ︸
=0

= S0M0 = En □

Bemerkung+Definition 28.3 A ∈M(n× n,K). Dann gilt:

1. Es gibt eindeutig bestimmte normierte Polynome ci(A), . . . , cn(A) ∈ K[t]mit

PA ∼

c1(A) 3
. . .

0 cn(A)

 , c1(A) | c2(A) | · · · | cn(A)

c1(A), . . . , cn(A) heißen die Invariantenteiler vonA.

2. Es gibt eindeutig bestimmte normierte Polynorme d1(A), . . . , dn(A) ∈ K[t]mit

Fitl(A) = (dl(A)) l = 1, . . . , n

Es ist
dl(A) = ggT(det(B) | B ist l × l-Untermatrix von PA)

. Insbesondere ist dn(A) = χcharA . d1(A), . . . , dn(A) heißen dieDeterminantenteiler vonA.

Beweis 1. Existenz:K[t] ist ein Euklidischer Ring. Elementarteilersatz =⇒ ∃c̃1, . . . , c̃r ∈ K[t]:

Pa ∼



c̃1
. . .

c̃r
0

. . .
0


c̃1 | · · · | c̃r

Es ist Fitn(FA) = (det(PA)) =
(
χcharA

)
̸= (0) → r = 0 und

Fitn(PA) = (c̃1 · . . . · c̃n)

Da c̃1, . . . , c̃n ̸= 0 eindeutig bis auf Assoziiertheit, existieren eindeutig bestimmte normierte Polynome
c1(A), . . . , cn(A)mit c1(A)

∧
= c̃1, . . . , cn(A)

∧
= c̃n.

=⇒ PA ∼

c1(A) . . .
cn(A)
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2. K[t] Hauptidealring =⇒ Fitl(PA), l = 1, . . . , n sind Hauptideale und nach 27.16 ist Fitl(PA) =
(c1(A) · . . . · cl(A)) für l = 1, . . . , n, insbesondere Fitl(Pa) ̸= (0). Erzeuger der Hauptideale Fitl(PA)
sind eindeutig bis aufAssoziiertheit. =⇒ Es existieren eindeutig bestimmtenormierte Polynomed1(A), . . . , dn(A) ∈
K[t] mit Fitl(PA) = (dl(A)) für l = 1, . . . , n. $

=⇒ Fitl(PA) = (det(B) | B ist l × l-Untermatrix vonA) = (dl(A))

mit dl(A) normiert und ggT(. . .) normiert =⇒ Behauptung. □

Anmerkung Also:

• Invatriantenteiler vonA = normierte Elementarteiler von PA

• Determinatenteiler vonA = normierte Erzeuger der Fittingideale von PA.

Folgerung 28.4 A ∈M(n× n,K). Dann gilt: dl(A) = c1(A) · . . . · cl(A)∀l = 1, . . . , n. Insbesondere gilt:

χcharA = dn(A) = c1(A) · . . . · cn(A)

sowie
d1(A) | · · · | dn(A)

Satz 28.5 (Invariantenteilersatz) A,B ∈M(n× n,K). Dann sind äquivalent:

1. A ≈ B

2. Die Invatiantenteiler vonA stimmen mit den Invariantenteilern vonB überein:

c1(A) = c1(B), . . . , cn(A) = cn(B)

3. Die Determinantenteiler vonA stimmen mit den Determinantenteilern vonB überein:

d1(A) = d1(B), . . . , dn(A) = dn(B)

Beweis aus Satz von Probenius und Satz 27.18 □

Beispiel 28.6
Sei

A =

 0 1 3
3 1 −4
−2 1 5

 ∈M(3× 3,Q)

Es ist

PA =

 t −1 −3
−3 t− 1 4
2 −1 t− 5

 ∈M(3× 3,Q[t])

Bestimmung der Determinantenteiler vonA : d1(A) = ggT(−1, . . .) = 1

d2(A) = ggT((−1) · 4− (−3)(t− 1), (−3)(−1)− 2(t− 1), . . .)

= ggT(3t− 7,−2t+ 5, . . .) = 1

d3(A) = χcharA = (t− 2)3

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = (t− 2)3
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Sei

B =

 1 1 2
1 1 −2
−1 1 4

 ∈M(3× 3,Q) =⇒ PB =

t− 1 −1 −2
−1 t− 1 2
1 −1 t− 4


Bestimme Invariantenteiler vonB:

PB =

t− 1 −1 −2
−1 t− 1 2
1 −1 t− 4

 ∼

 −1 t− 1 2
t− 1 −1 −2
1 −1 t− 4


∼

−1 t− 1 2
0 (t− 1)2 − 1 −2 + 2(t− 1)
0 t− 2 t− 2

 ∼

−1 0 0
0 t2 − 2t 2t− 4
0 t− 2 t− 2


∼

−1 0 0
0 t− 2 t− 2
0 t2 − 2t 2t− 4

 ∼

−1 0 0
0 t− 2 0
0 t2 − 2t −t2 + 3t− 4


∼

−1 0 0
0 t− 2 0
0 0 −(t− 2)2

 ∼

1 0 0
0 t− 2 0
0 0 (t− 2)2


=⇒ c1(B) = 1, c2(B) = t− 2, c3(B) = (t− 2)2

d1(B) = 1, d2(B) = t− 2, d3(B) = (t− 2)3

Bemerkung 28.7 (28.7) A,B ∈ M(n× n,K),K Teilkörper eines Körpers L, dann sind folgende Aussagen
äquivalent

1. A ≈ B inM(n× n,K)

2. A ≈ B inM(n× n,L)

Beweis Übung □

Ziel: Suchmöglichst einfacheMatrizen, die vorgegebne Invarianten- beziehungsweiseDeterminantenteiler haben.

Definition 28.8 g = t2 + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0 ∈ K[t], n ≥ 1

0 −a0
1 0 −a1

1
. . . ...
. . . 0 −an−2

1 −an−1


heißt die Begleitmatrix zu g.

Bemerkung 28.9 g ∈ K[t] nicht konstant, normiert. Dann ist c1(Bg) = · · · = cn−1(Bg) = 1, cn(Bg) = g,
also

PBg ∼


1

. . .
1

g


d1(Bg) = · · · = dn−1(Bg) = 1, dn(Bg) = χcharBg

= g
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Beweis Sei g = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a0

=⇒ PBg =


t a0
−1 t a1

−1
. . . ...
. . . t an−2

−1 t+ an−1


streiche erste Zeile, letzte Spalte von PBg , erhalte Untermatrix

C =


−1 t

. . . . . .
. . . t

−1


mit det(C) = (−1)n−1 =⇒ dn−1(Bg) = 1 =⇒ d1(Bg) = · · · = dn−1(Bg) = 1, sowie c1(Bg) = · · · =
cn−1(Bg) = 1. Wir zeigen per Induktion nach n, dass dn(Bg) = χcharBg

= g.
Induktionsanfang: n = 1: g = t+ a0, Bg = (−a0) =⇒ χcharBg

= t+ a0 = g
Induktionsschritt:

χcharbg = det


t a0

−1
. . . ...
. . . t an−2

−1 t+ an−1



= t · det


t a1

−1
. . . ...
. . . t an−2

−1 t+ an−1


︸ ︷︷ ︸
=a1+a2t+···+an−1tn−2+tn−1=:g̃

+(−1)n+1a0 det


−1 t

. . . . . .
. . . t

−1


︸ ︷︷ ︸

=(−1)n−1

= a1t+ a2t
2 + · · ·+ an−1t

n−1 + tn + a0 = g □

Bemerkung+Definition 28.10 g1, . . . , gr ∈ K[t] normiert, nichtkonstant mit g1 | g2 | · · · | gr , n :=
deg(g1) + · · ·+ deg(gr)

Bg1,...,gr :=


Bg1

Bg2
. . .

Bgr

 ∈M(n× nK)

Dann gilt:

c1(Bg1,...,gr) = 1, . . . , cn−1(Bg1,...,gr) = 1

cn−r+1(Bg1,...,gr) = g1, . . . , cn(Bg1,...,gr) = gr
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Beweis

PBg1,...,gr
=

PBg1

. . .
PBgr

 ∼



1
. . .

1
g1

. . .
1

. . .
1

gr



∼



1
. . .

1
g1

. . .
gr


□

Satz 28.11 (Frobenius-Normalform) A ∈ M(n× n,K). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes r ∈ N
sowie eindeutig bestimmte normierte nichtkonstante Polynome g1, . . . , gr ∈ K[t] mit g1 | · · · | gr und A ≈
Bg1,...,gr . g1, . . . , gr sind genau die nichtkonstanten Invariantenteiler von A. Bg1,...,gr heißt die Frobenius-
Normalform (FNF) vonA.

Beweis 1. Existenz: Setze

k := max{l ∈ {1, . . . , n} | cl(A) = 1}
r := n− k

gi := gk+i(A)∀i = 1, . . . , r

=⇒ n = deg
(
χcharA

)
= deg(dn(A)) = deg(c1(A) · . . . · cn(A)) = deg(g1 · . . . · gr)

= deg(g1) + · · ·+ deg(gr)

=⇒ Die Invariantenteiler vonA stimmen mit den Invariantenteilern vonBg1,...,gr überein =⇒ A ≈
Bg1,...,gr

2. Eindeutigkeit:A ≈ Bg1,...,gr ≈ Bk1,...,ks =⇒ r = s ∧ g1 = k1, . . . , gr = kr □

Beispiel 28.12
1.

A =

 0 1 3
3 1 −4
−2 1 5

 ∈M(3× 3,Q)

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = (t− 2)3 = t3 − 6t2 + 12t− 8 =: g1

=⇒ A ≈ Bg1 =

0 0 8
1 0 −12
0 1 6
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2.

A =

 1 1 2
1 1 −2
−1 1 4

 ∈M(3× 3,Q)

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = t− 2 =: g1, c3(A) = (t− 2)2 = t2 − 4t+ 4 =: g2

=⇒ A ≈ Bg1,g2 =

2 0 0
0 0 −4
0 1 4


3.

A =


4 −1 −2 −3
−1 5 2 −4
0 1 3 −1
−1 2 2 1

 ∈M(4× 4,Q)

c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = t− 3 =: g1, c3(A) = (t− 3)3(t− 2) = t3 − 8t3 + 21t− 18 =: g2

=⇒ A ≈ Bg1,g2 =


3 0 0 0
0 0 0 18
0 1 0 −21
0 0 1 8


Bemerkung 28.13 A ∈M(n× n,K). Dann ist cn(A) = χminA

Beweis Übung. □

Bemerkung 28.14 g ∈ K[t], g = h1 · . . . · hk mit h1, . . . , hk ∈ K[t] normiert, nicht konstant, paarweise
teilerfremd

=⇒ Bg ≈

Bh1 . . .
Bhk


Beweis 1. SeiC definiert als die rechte Seite, dann ist

Pc =

PBh1

. . .
BBhk

 ∼



1
. . .

1
h1

. . .
1

. . .
1

hk


∼



1
. . .

1
h1

. . .
hk


=: H

PBg ∼


1

. . .
1

g

 =: G
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2. G,H haben dieselben Fittingideale, denn: Sei n = deg(g), insbesondereG,H ∈M(n× n,K[t])

• Fitn(H) = (det(H)) = (h1 · . . . · hk) = (g) = (det(G)) = Fitn(G)

• Fit1(G) = · · · = Fitn−1(G) = (1)

• Fitn−1(H) ⊇ (h1 · . . . · hi−1 · hi+1 · . . . · hk | i = 1, . . . , k) = (1), also Fitn−1(H) = (1)
(da h1, . . . , hk) paarweise teilerfremd. Analog: Fitn−k+i(H) = (1) für i = 1, . . . , k − 2. Klar:
Fitl(H) = (1) für l = 1, . . . , n− k

3. Wegen 2. istG ∼ H =⇒ PBg ∼ Pc =⇒ Bg ≈ C . □

Satz+Definition 28.15 (Weierstrass-Normalform) A ∈M(n× n,K). Dann existieren eindeutig bestimmte
m ∈ N, Polynome h1, . . . , hm ∈ K[t], die Potenzen von irreduziblen, normierten Polynomen sind, sodass

A ≈ Bh1,...,hm

h1, . . . , hm sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt und heißenWeierstrassteiler vonA.Bh1,...,hm heißt
eineWeierstrass-Normalform vonA (WNF). h1, . . . , hm sind die Potenzen irreduzibler Polynome, die in den
Primfaktorzerlegung der nichtkonstanten Invariantenteiler vonA auftauchen.

Beweis 1. Existenz: (Algorithmus zuv Herstellung der Weierstrassnormalform)
Seien g1, . . . , gr ∈ K[t] die nichtkonstanten Invariantenteiler vonA (mit g1 | · · · | gr)

A ≈ Bg1,...,gr =

Bg1 . . .
Bgr


Nach 27.5 ist K[t] ein faktorieller Ring, das heißt für i = 1, . . . , r existieren paarweise teilerfremde
Polynome hi,1, . . . , hi,ki , deii Potenzen irreduzibler Polynome sind, sodass gi = hi,1 · . . . · hi,ki

28.14
===⇒ A ≈



Bh1,1
. . .

Bh1,k1
. . .

Bhr,1
. . .

Bhr,kr


2. Eindeutigkeit vonm sowie von h1, . . . , hm bis auf Reihenfolge. Sei

A ≈

Bh1 . . .
Bhm


wobeih1, . . . , hm Potenzen irreduzibler Polynome.Wir sortierenh1, . . . , hm so, dassh1 = pe11 , . . . , bk =
pekk , p1, . . . , pk irreduzibel, normiert, paarweise verschieden, sodass alleweiterenhi Potenzenvonp1, . . . , pk
sind mit kleinerem oder gleichem Exponenten. Setze f1 := kgV(h1, . . . , hm) = h1 · . . . ·hk, h1, . . . , hk
paarweise teilerfremd, f1 normiert vom Grad ≥ 1.

A ≈


Bf1

Bhk+1

. . .
Bhm

 , f1 · hk+1 · . . . · hm = h1 · . . . · hm
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Wende dieses Verfahren auf die Matrix Bhk+1

. . .
Bhm


an: Nach Umsortieren von hk+1, . . . , hm wie oben erhalten wir f2 ∈ K[t]mit

A ≈


Bf1

Bf2
Bhl

. . .
Bhm

 , f2 | f1, f1f2hl · . . . · hm = h1 · . . . · hm

f2 normiert vomGrad≥ 1. Iteriere diesesVerfahren, dies bricht ab, erhalte normierte Polynomef1, . . . , fr
vom Grad ≥ 1, sodass fr | fr−1 | · · · | f1, f1 · . . . · fr = h1 · . . . · hm und

A ≈

Bf1 . . .
Bfr

 ≈

Bfr . . .
Bf1

 = Bfr,...,f1

Eindeutigkeit der Frobeniusnormalform =⇒ f1, . . . , fr eindeutig bestimmt. Über die Faktoren von
f1, . . . , fr bekommt manm und h1, . . . , hn (bis auf Reihenfolge) zurück. =⇒ m eindeutig bestimmt,
h1, . . . , hm eindeutig bis auf Reihenfolge. □

Beispiel 28.16
1.

A =

−2 1 5
1 1 −2
3 1 6

 ∈M(3× 3,Q)

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = (t− 1)(t− 2)2. Mit h1 = t− 1, h2 = (t− 2)2 = t2 − 4t+ 4
ist

A ≈ Bh1,h2 =

1 0 0
0 0 −4
0 1 4


(Weierstrassnormalform vonA)

2. (vergleiche 28.6.2)

A =


4 −1 −2 3
−1 5 2 −4
0 1 3 −1
−1 2 2 1

 ∈M(4× 4,Q)

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = t − 3, c4(A) = (t− 3)2(t− 2). Mit h1 := t − 3, h2 :=
(t− 3)2 = t2 − 6t+ 9, h3 := t− 2 ist

A = Bh1,h2,h3 =


3 0 0 0
0 0 −9 0
0 1 6 0
0 0 0 2


(Weierstrassnormalform vonA)
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Ziel: Einfachere Normalform, falls χcharA in Linearfakotren zerfällt (und damit alle Weierstrassteiler Potenzen
linearer Polynome sind.)

Bemerkung+Definition 28.17 λ ∈ K, f = (t− λ)e ∈ K[t]. Dann gilt:

Bf ≈


λ 0

1
. . .
. . . . . .

0 1 λ

 =: J(λ, e) ∈M(e× e,K)

(e = 1 : J(λ, 1) = (λ)). Eine Matrix der Form J(λ, e) heißt Jordanmatrix überK .

Beweis Sei J := J(λ, e)

=⇒ PJ =


t− λ

−1
. . .
. . . . . .

−1 t− λ

 =⇒ de(J) = (t− λ)e

Es ist

det



t− λ

−1
. . .
. . . . . .

−1 t− λ


 = (−1)e−1 =⇒ de−1 = 1

28.4
==⇒ d1(J) = · · · = de−2(J) = 1. =⇒ Determinantenteiler von J stimmen mit Determinatenteilern von
Bf überein Invariantenteilersatz

==========⇒ Bf ≈ J □

Satz+Definition 28.18 ( Jordansche Normalform) A ∈M(n× n,K), χcharA zerfalle inK[t] inLinearfaktoren.
Dann existieren Jordanmatrixen J1 = J(λ1, e1), . . . , Jm = J(λm, em) überK , sodass

A ≈

J1 . . .
Jm

 =: J

Hierbei sindλ1, . . . , λm die (nicht notwendigerweise verschiedenen)Eigenwerte vonA (=Nullstellen vonχcharA ).
J1, . . . , Jm sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt. Die Matrix J heißt eine Jordansche Normalform
( JNF) vonA.

Beweis 1. Existenz: Es ist χcharA = dn(A) = c1(A) · . . . · cn(A) =⇒ c1(A), . . . , cn(A) zerfallen alle in
Linearfaktoren. =⇒ Alle Weierstrassteiler h1, . . . , hm von A sind Potenzen von linearen Polynomen
hi = (t− λi)

ei für ein λi ∈ K, ei.N. Wegen h1 · . . . · hm = c1(A) · . . . · cn(A) = χcharA sind die λi
genau die Eigenwerte vonA. Setze Ji := J(λi, ei)

28.17
===⇒ Bhi ≈ J(λi, ei)∀i = 1, . . . ,m.

=⇒ A ≈

Bh1 . . .
Bhm

 ≈

J1 . . .
Jm


2. Eindeutigkeit von J1, . . . , Jm bis auf Reihenfolge: folgt aus Eindeutigkeit der Weierstrassnormalform bis

auf Reihenfolge von h1, . . . , hm □
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Anmerkung • Üblicherweise gruppiert man in der Jordanschen Normalform Jordanmatrizen zu gleichen
Eigenwerten zusammen. (zu einem Block mit aufsteigenden ei ’s)

• Es gilt: A diagonalisierbar ⇐⇒ Jordansche Normalform von A ist eine Diagonalmatrix (denn: „ ⇐= “
trivial „ =⇒ “ da Diagonalmatrizen bereits in Jordanscher Normalform sind) (mit 1×1- Jordanmatrizen)

Algorithmus 28.19 (Algorithmus zur Jordanschen Normalform) Eingabe:A ∈M(n× n,K), sodassχcharA

in Linearfaktoren zerfällt.
Ausgabe: Jordansche Normalform vonA.
Durchführung:

1. Bestimme die nicht konstanten Invariantenteiler von g1, . . . , gr vonA.

2. Bestimme die Primfaktorzerlegung

gi = (t− λi,1)
mi,1 · . . . · (t− λi,ki)

mi,ki

3. Erhalte:

A ≈

J(λ1,1,m1,1)
. . .

J(λr,kr ,mr,kr)


4. Gruppiere Jordanmatrizen zu gleichenEigenwerten zusammen (jeweils nach aufsteigenderGröße geordnet.)

Beispiel 28.20 (28.20)
1. (vergleiche 28.16.2)

A =


4 −1 −2 3
−1 5 2 −4
0 1 3 −1
−1 2 2 1

 ∈M(4× 4,Q)

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = t − 1 =: g1, c4(A) = (t− 3)2(t− 2) =: g2. Weierstrassteiler
vonA: h1 = t− 3, h2 = (t− 3)2, h3 = t− 2

=⇒ A ≈ Bh1,h2,h3 =

Bh1 Bh2
Bh3

 ≈

J(3, 1) J(3, 2)
J(2, 1)

 =


3 0 0 0
0 3 0 0
0 1 3 0
0 0 0 2


2. (vergleiche 28.6)

A =

 0 1 3
3 1 −4
−2 1 5

 ∈M(3× 3,Q) =⇒ c1(A) = 1, c2(A) = 1, c3(A) = (t− 2)3

=⇒ Weierstrassteiler vonA: h1 = (t− 2)3

=⇒ A ≈ Bh1 = J(2, 3) =

2 0 0
1 2 0
0 1 2
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3.

A =

 1 1 2
1 1 −2
−1 1 4

 ∈M(3× 3,Q)

=⇒ c1(A) = 1, c2(A) = t − 2, c3(A) = (t− 2)2 =⇒ Weierstrassteiler von A: h1 = t − 2, h2 =
(t− 2)2

=⇒ A ≈ Bh1,h2 =

(
Bh1

Bh2

)
≈
(
J(2, 1)

J(2, 2)

)2 0 0
0 2 0
0 1 2


29 Moduln
In diesem Abschnitt seiR sets ein kommutativer Ring.

Definition 29.1 (Modul) Eine MengeM zusammen mit einer Verknüpfung

+ :M ×M →M, (x, y) 7→ x+ y

(genannt Addition) und einer äußeren Verknüpfung

· : R×M →M, (a, x)× ax

(genannt skalare Multiplikation) heißt ein R-Modul, wenn gilt:

• (M1) (M,+) ist eine abelsche Gruppe, Das neutrale Element bezeichnen wir mit 0, das Inverse zu x ∈M
mit−x.

• (M2) Die skalare Multiplikation ist in folgender Weise mit den Verknüpfungen aufM undR verträglich:
– (a+ b)x = ax+ bx

– a(x+ y) = ax+ ay

– (ab)x = a(bx)

– 1 · x = x

∀a, b ∈ R, x, y.M

Beispiel 29.2
1. K Körper, V K-Vektorraum =⇒ V ist ein K-Modul.

2. (G,+) abelsche Gruppe wird zumZ-Modul durch

Z×G→ G, (n, g) 7→



g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
n -mal

n ∈ N

0 n = 0

− (g + · · ·+ g)︸ ︷︷ ︸
n -mal

−n ∈ N

Umgekhert ist jederZ-Modul eine abelsche Gruppe bezüglich „+“.

3. I ⊆ R Ideal =⇒ I ist einR-Modul (Addition: auf I eingeschränkteAddition vonR, skalareMultiplikation:
R× I → I, (a, x) 7→ ax). Insbesondere istR einR-Modul.
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4. I ⊆ R Ideal =⇒ R⧸I ist einR-Modul (skalare Multiplikation:R×R⧸I → R⧸I, (a, x̄) 7→ ax)

5. K Körper, V K-Vektorraum, φ ∈ End(V ) =⇒ V istK[t]-Modul via skalare Multiplikation:

K[t]× V → V, (f, v) 7→ f(φ)(v)

Definition 29.3 M,N R-Moduln, φ : M → N . φ heißt R-Modul-Homomorphisum Def⇐⇒ Für alle x, y ∈
M,a ∈ R gilt:

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

φ(ax) = aφ(x)

φ heißt (R-Modul)-Isomorphimus Def⇐⇒ φ ist ein bijektiver R-Modul-Homomorphismus. ∃ ein Isomorphismus
zwischenM,N , so scheiben wirM ∼= N .

Definition 29.4 M R-Modul, N ⊆ M . N heißt ein Untermodul von N Def⇐⇒ Folgende Bedingungen sind
erfüllt:

• (U1) 0 ∈ N

• (U2) x, y ∈ N =⇒ x+ y ∈ N

• (U3) a ∈ R, x ∈ N =⇒ ax ∈ N

Beispiel 29.5
1. K Körper, V K-Vektorraum =⇒ Untermoduln von V = Untervektorraum von V

2. M = R als R-Modul =⇒ Untermodul vonM = Ideale inR.

Bemerkung+Definition 29.6 M R-Modul,N ⊆ M Untermodul. Dann gilt: Durch x ∼ y
Def⇐⇒ x − y ∈ N

ein eine Äquivalentzrelation definiert. Die Äquivalenzklasse x̄ von x ∈M ist gegeben durch

x̄ = x+N = {x+ y | y ∈ N}

Die Menge aller Äquivalenzklassen bezeichenn wir mitM⧸N .M⧸N wird mit den Verknüpfungen

+ :M⧸N ×M⧸N →M⧸N, x̄+ ȳ := x+ y

· : R×M⧸N →M⧸N, a · x̄ := ax

zu einem R-Modul, dem FaktormodulM⧸N . Die kanonische Projektion

π :M →M⧸N,x 7→ x̄

ist ein surjektiver R-Modulhomomorphismus

Beweis analog zu K-Vektorraum, vergleiche 13.7,13.8 □

Bemerkung+Definition 29.7 M,N R-Moduln, φ :M → N Homomorphismus. Dann gilt:

1. kerφ := {x ∈M | φ(x) = 0} ist ein Untermodul vonM .

2. φ ist injektiv ⇐⇒ kerφ = {0}

3. imφ := φ(M) ist ein Untermodul vonN .
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4. cokerφ := N⧸imφ heißt der Cokern von φ, es gilt: φ surjektiv ⇐⇒ cokerφ = {0}

5. (Homomorphiesatz) φ induziert einen Isomorphismus

Φ :M⧸kerφ→ imφ, x+ kerφ 7→ φ(x)

Beweis analog wie für K-Vektorraum. □

Bemerkung+Definition 29.8 M R-Modul, (Mi)i∈I Familie von Untermoduln vonM . Dann gilt:
1. ∑

i=I

Mi := {
∑
i∈I

xi | xi ∈MI , xi = 0 für fast alle i ∈ I}

ist ein Untermodul vonM und heißt die Summe derMi, i ∈ I .
2.

∩i∈IMi

ein ein Untermodul vonM .

Beweis nachrechnen. □

Bemerkung+Definition 29.9 (Mi)i∈I Familie von R-Moduln. Dann gilt:
1. ∏

i∈I
Mi := {(xi)i∈I | xi ∈Mi}

wird mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation ein R-Modul, das direkte Produkt
derMi, i ∈ I

2.

⊕i∈IMi := {(xi)i∈I | xi ∈Mi, xi = 0 für fast alle i ∈ I}

wird mit komponentenweiser Addiiton und skalarer Multiplikation ein R-Modul, die direkte Summe
derMi, i ∈ I

Falls I endlich, dann ist ∏
i∈I

Mi = ⊕i∈IMi

Spezialfall:
Rn = ⊕n

i=1R

Beweis nachrechnen. □

Anmerkung Zusammenhang zur direktenSummevonUntervektorräumen ausLA1: SeiM R-Modul,M1,M2 ⊆
M Untermoduln

M1 ⊕M2 = {(m1,m2) | m1 ∈M1,m2 ∈M2}
=⇒ Erhaltne surjektiven Homomorphisums

φ :M1 ⊕M2 →M1 +M2, (m1,m2) 7→ m1 +m2

istM1 ∩M2 = {0}, dann ist

kerφ = {(m1,m2) ∈M1 ⊕M2 | m1 +m2 = 0} = {0}

denn:m1 +m2 = 0 =⇒ m1 = −m2 ∈M1 ∩M2 = {0}, alsom1 = m2 = 0. das heißt wir erhalten einen
Isomorphismus von R-ModulnM1 ⊕M2

∼= M1 +M2. Insbesondere: istM1 +M2 = M,M1 ∩M2 = {0},
dann istM1 ⊕M2

∼=M .
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Bemerkung+Definition 29.10 I ⊆ R Ideal,M R-Modul, (xi)i∈I Familie von Elementen ausM . Dann gilt:

1.

JM := {
n∑
i=1

ai · xi | ai ∈ I, xi ∈M,n ∈ N}

ist ein Untermodul vonM .
2.

Lin
(
(xi)i∈I

)
:= {

∑
i∈I

aixi | ai ∈ R, ai = 0 für fast alle i ∈ I}

ist ein Untermodul vonM , die lineare Hülle von (xi)i∈I .

Definition 29.11 M R-Modul, (xi)i∈I Familie von Elementen ausM . (xi)i∈I heißt

• Erzeugendensystem vonM Def⇐⇒M = Lin
(
(xi)i∈I

)
.

• linear unabhängig Def⇐⇒ aus ∑
i∈I

aixi = 0

wobei ai ∈ R, ai = 0 für fast alle i ∈ I folgt ai = 0∀i ∈ I

• Basis vonM Def⇐⇒ (xi)i∈I ist ein linear unabhängiges Erzeugendessystem vonM .

M heißt

• endlicherzeugt Def⇐⇒M besitzt ein endliches Erzeugendessystem

• frei Def⇐⇒M besitzt eine Basis

• endlichfrei Def⇐⇒M besitzt eine endliche Basis

Beispiel 29.12
1. K Körper =⇒ Jeder K-Vektorraum ist frei

2. R ist freier R-Modul ((1) ist eine Basis)

3. Sei n ∈ N, n > 1

• Z⧸nZ ist endlicherzeugtesZ-Modul, denn:

– Z⧸nZ ist als abelsche Gruppe einZ-Modul.

– Lin((1̄)) = {r · 1̄ | r ∈ Z} = {r̄ | r ∈ Z} = Z⧸nZ. (1̄) ist ein Erzeugendessystem von Z
alsZ-Modul.

– Z⧸nZ ist kein freier Z-Modul, denn: Sei x = ā ∈ Z⧸nZ =⇒ nx = nā = na = 0̄, aber
n ̸= 0. =⇒ (x) linear abhängig =⇒ Jede Familie ̸= () von Z⧸nZ ist linear abhängig.
Insbesondere kannZ⧸nZ keine Basis alsZ-Modul haben.

Beachte: AlsZ⧸nZ-Modul istZ⧸nZ frei (siehe 2.)

Fazit: Es gibt Moduln, die keine Basis haben.
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Bemerkung 29.13 M freier R-Modul, B = (xi)i∈I Basis vonM . Dann existiert ein Modulisomorphisums

ΦB : ⊕i∈IR→M, (ai)i∈I 7→
∑
i∈I

aixi

(beachte: ai = 0 für fast alle i ∈ I )

Beweis • ΦB Homomorphismus: klar

• ΦB surjektiv, denn: B Erzeugendessystem vonM

• ΦB injektiv, denn: B linear unabhängig □

Anmerkung • Man kann zeigen: Sind (xi)i∈I , (yj)j∈J Basen des freien R-ModulsM , dass existiert eine
Bijektion I → J , das heißt |I| = |J |. Wir werden obige Aussage in 30 für endlich freie Moduln über
Hauptidealringe zeigen.

• Man kann zeigen:M endlicherzeugt ⇐⇒ M endlich frei

• Achtung: Es gilt im Allgemeinen kein Analogon des Basisauswahlsatzes: (2, 3) ist ein Erzeugendensystem
des freienZ-ModulsZ wegen 1 = (−1) · 2 + 1 · 3, aber weder (2) noch (3) sind Basen vonZ.

Anmerkung Man kann zeigen: Sind M,N endlich freie R-Moduln, dann kann man ananlog zu LA1 jeden
Modulhomomorphismusφ :M → N nachWahl von BasenA vonM ,B vonN durch eine Darstellungsmatrix
MA

B (φ) beschreiben. Es gilt die Basiswechselformel

MB′
B′ (φ) = TB

B′MA
AT

A′
A

wobei TA′
A =MA′

A (idM ), TB
B′ =MB

B′(idM ) (Beweis analog zu LA1).

Bemerkung 29.14 M,N R-Moduln, φ : M → N Homomorphismus, sodass ker(φ), im(φ) endlich erzeugt.
Dann istM ein endlich erzeugtes R-Modul.

Beweis Sei (x1, . . . , xm) ein Erzeugendensystem von kerφ ⊆ M , (y1, . . . , yn) ein Erzeugendensystem von
imφ ⊆ N . Wir wählen ỹi ∈ φ−1({yi}) für i = 1, . . . , n. Behauptung: (x1, . . . , xm, ỹ1, . . . , ỹn) ist ein
Erzeugendensystem vonM , denn: Seim ∈M =⇒ φ(m) ∈ imφ, das heißt ∃a1, . . . , an ∈ R, sodass

φ(m) = a1y1 + · · ·+ anyn = a1φ(ỹ1) + · · ·+ anφ(ỹn)

= φ(a1ỹ1 + · · ·+ anỹn)

=⇒ m− (a1ỹ1 + · · ·+ anỹn) ∈ kerφ

=⇒ ∃b1, . . . , bm ∈ R : m− (a1ỹ1 + · · ·+ anỹn) = b1x1 + . . . bmxm

=⇒ m = b1x1 + · · ·+ bmxm + a1ỹ1 + · · ·+ anỹn □

Bemerkung+Definition 29.15 M R-Modul. x ∈ M heißt ein Torsionselement vonM Def⇐⇒∃a ∈ R, a kein
Nullteiler, mit ax = 0.

T (M) = {x ∈M | x ist ein Torsionselement}

ist ein Untermodul vonM , der Torsionsuntermodul vonM .M heißt
Torsions-R-Modul Def⇐⇒ T (M) =M

torsionsfreier R-Modul Def⇐⇒ T (M) = {0}
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Beweis U1: 0 ∈ T (M) wegen 1R · 0 = 0.
U2: x, y ∈ T (M) =⇒ ∃a, b ∈ R, a, b keine Nullteiler mit ax = 0, by = 0.

=⇒ abx = 0, aby = 0 =⇒ ab(x+ y) = 0

Wegen a, b keine Nullteiler ist ab auch kein Nullteiler =⇒ x+ y ∈ T (M).
U3: Sei x ∈ T (M), a ∈ R =⇒ ∃b ∈ R, b kein Nullteiler mit bx = 0

=⇒ b(ax) = 0 = (ba)x = (ab)x = a (bx)︸︷︷︸
=0

= 0 =⇒ ax ∈ T (M)

□

Anmerkung FallsR nullteilerfrei, dann T (M) = {x ∈M | ∃a ∈ R, a ̸= 0 : ax = 0}

Beispiel 29.16
1. K Körper, V K-Vektorraum =⇒ V ist torsionsfreier K-Modul, denn:

T (V ) = {x ∈ V | ∃λ ∈ K,λ ̸= 0 : λx = 0} = {0}

2. Z ist ein torsionsfreierZ-Modul, denn:

T (Z) = {x ∈ Z | ∃a ∈ Z, a ̸= 0 : ax = 0} = {0}

3. Für n ∈ N, n > 1 istZ⧸nZ ist ein Torsions-Z-Modul, denn für alle ā ∈ Z⧸nZ ist

n · ā = na = 0̄

das heißt
T
(
Z⧸nZ

)
= Z⧸nZ

Bemerkung 29.17 F freier R-Modul. Dann sit F torsionsfrei, das heißt T (F ) = {0}

Beweis Sei (xi)i∈I eine Basis von F, y ∈ T (F ), a ∈ R kein Nullteiler mit ay = 0. =⇒ ∃bi1 , . . . , bij : y =
bi1xi1 + · · ·+ bisxis .

=⇒ 0 = ay = abi1xi1 + · · ·+ abisxis =⇒ abi1 = · · · = abis = 0

=⇒ bi1 = · · · = bis = 0 =⇒ y = 0, also T (F ) = {0} □

Anmerkung Die Umkehrung ist falsch:Q ist torsionsfreierZ-Modul, aber kein freierZ-Modul.

• Q ist torsionsfreierZ-Modul, denn: T (Q) = {x ∈ Q | ∃a ∈ Z, a ̸= 0 : ax = 0} = {0}

• Q ist kein freierZ-Modul, denn:
– Sinda, b ∈ Q, dann ist die Familie (a, b)Z-linear abhängig, da: Ista = m1/n1 ̸= 0, b = m2/n2 ̸=

0, dann ist
m2n1a−m1n2b = 0

– Leere Familie, beziehungsweise einelementige Familien sind keine Erzeugendensysteme vonQ als
Z-Modul.

Definition 29.18 (Länge) M R-Modul.

lR(M) := sup{l ∈ N0 |M0 = {0} ⊊M1 ⊊M2 ⊊ · · · ⊊Ml =M ist eine Kette von Untermoduln vonM} ∈ N0∪{∞}

heißt die Länge vonM .
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Beispiel 29.19
1. K Körper, V K-Vektorraum =⇒ LK(V ) = dimK(V ), denn:

• dimK(V ) = n <∞ =⇒ Wähle Basis (v1, . . . , vn) von V , dann ist

M0 = {0} ⊊ Lin(v1) ⊊ Lin(v1, v2) ⊊ · · · ⊊ Lin(v1, . . . , vn) = V

eine Kette von Untervektorräumen von V =⇒ lK(V ) ≥ n.
Ist M0 = {0} ⊊ M1 ⊊ · · · ⊊ Ml = V eine Kette von Untermoduln, dann ist 0 < dimM1 <
· · · < dimMl = dimV = n, insbesondere dimV = dimMl ≥ l, also lK(V ) ≤ n.

• dimK(V ) = ∞ =⇒ lK(V ) = ∞.

2. lZ(Z) = ∞, dann: für alle n ∈ N ist 0 ⊊ 2nZ ⊊ 2n−1Z ⊊ · · · ⊊ 2Z ⊊ Z eine Kette von Untermoduln
vonZ.

3. lZ
(
Z⧸6Z

)
= 2, dann: Für ā ∈ Z⧸6Z ist

Lin(ā) =


Z⧸6Z ā ∈ {1̄, 5̄}
{0̄} ā = 0̄

{0̄, 3̄} ā = 3̄

{0̄, 2̄, 4̄} ā ∈ {2̄, 4̄}

=⇒ Die beiden Ketten {0} ⊊ Lin({3̄}) ⊊ Z⧸6Z, {0̄} ⊊ Lin(2̄) ⊊ Z⧸6Z können nicht weiter
verfeinert werden, also lZ

(
Z⧸6Z

)
= 2

4. lR(M) = 0 ⇐⇒ M = {0}

Bemerkung 29.20 M R-Modul,N ⊆M Untermodul. Dann gilt: lR(N) ≤ lR(M).

Beweis Ist 0 ⊊ N1 ⊊ N2 ⊊ · · · ⊊ Nl = N eine Kette von Untermoduln vonN , dann ist 0 ⊊ N1 ⊊ · · · ⊊
Nl = N ⊆M eine Kette von Untermoduln vonM gleicher oder gröherer Länge. □

Bemerkung 29.21 M ′,M ′′ R-Moduln. Dann gilt: lR(M ′ ⊕M ′′) = lR(M
′) + lR(M

′′).

Beweis 1. Es genügt zu zeigen:M R-Modul,M ′,M ′′ ⊆M Untermoduln mitM =M ′ ⊕M ′′, dann ist

lR(M) = lR
(
M ′)+ lR

(
M ′′)

(Setze M = M ′ ⊕M ′′, ersetze M ′,M ′′ durch isomorphen Moduln M ′ ⊕ {0}, {0} ⊕M ′′, M ist die
direkte Summe dieser Untermoduln)

2. Beweis von „≥“
Seien {0} ⊊ M ′

1 ⊊ · · · ⊊ M ′
r = M ′, {0} ⊊ M ′′

1 ⊊ · · · ⊊ M ′′
s = M ′′ Ketten von Untermoduln von

M ′ beziehungsweise vonM ′′.

=⇒ {0} ⊊M ′
1 ⊕ {0} ⊊ · · · ⊊M ′

r ⊕ {0} ⊊M ′
r ⊕M ′′

1 ⊊ · · · ⊊M ′
r ⊕M ′′

s =M

ist eine Kette von Untermoduln vonM .

3. Beweise von „≤“
Sei 0 ⊊M1 ⊊ · · · ⊊Ml =M eine Kette von Untermoduln vonM . Wir betrachten die Abbildung

π :M =M ′ ⊕M ′′ →M ′′, a+ b 7→ b
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Behautung: Für alle 0 ≤ i < l gilt:

Mi ∩M ′ ⊊Mi+1 ∩M ′ oder π(Mi) ⊊ π(Mi+1)

Annahme: Es existiert i mit Mi ∩ M ′ = Mi+1 ∩ M ′ und π(Mi) = π(Mi+1). =⇒ Für alle a ∈
Mi+1∃b ∈Mi : π(a) = π(b).

=⇒ a− b ∈ kerπ =M ′ =⇒ a− b ∈Mi+1 ∈Mi+1 ∩M ′ =Mi ∩M ′ ⊆Mi

a = (a− b) + b ∈Mi =⇒ Mi+1 ⊆Mi ⊆Mi+1 =⇒ Mi+1 =Mi`

Wegen der Behautung gibt es in den Ketten 0 ⊆ π(M1) ⊆ . . . ⊆ π(Ml) = M ′′ und 0 ⊆ M1 ∩M ′ ⊆
. . . ⊆ Ml ∩M ′ = M ′ zusammen mindestens l echte Inklusionen, höchstens aber lR(M ′′) + lR(M

′)
echte Inklusionen. =⇒ l ≤ lR(M

′) + lR(M
′′) □

30 Moduln über Hauptidealringen
In diesem Abschnitt seiR stets ein Hauptidealring.
Ziel: Struktursatz für endlich erzeugte R-Moduln.

Bemerkung+Definition 30.1 F endlich freierR-Modul.Danngilt: Je zweiBasen vonF habendieselbeKardinalität.
Diese heißt Rang von F .

Beweis 1. FallsRKörper, dannF endlichdimensionalerR-Vektorraum,Behautung folgt aus 9.8. ImFolgenden
seiR kein Körper.

2. Da F endlich frei, existiert endliche Basis (v1, . . . , vs) von F . Sei (wi)i∈I eine beliebige Basis von F

=⇒ F ∼= Rs, F ∼= ⊕i∈IR =:M

=⇒ ∃ R -Modulisomorphismus ρ : Rs →M .

3. Es existiert irreduzibles Element p ∈ R. dann:R kein Körper =⇒ ∃a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) =⇒ a lässt
sich als Produkt irreduzibler Elemente schreiben =⇒ es existieren irreduzible Elemente p ∈ R.

4. Wir betrachten Abbildung ρ̄ : Rs →M⧸pM, x 7→ ρ(x) + pM

• ρ̄ ist Homomorphismus, da ρHomomorphismus
• ρ̄ ist surjektiv, da ρ surjektiv
• ker ρ̄ = pRs, denn: „⊇“: Sei x ∈ pRs∃y ∈ Rs : x = py =⇒ ρ̄(x) = ρ(x) + pM =
ρ(py) + pM = pρ(y)︸ ︷︷ ︸

∈pM

+pM =⇒ x ∈ ker ρ̄

„⊆“ Sei x ∈ ker ρ̄ =⇒ ρ(x) ∈ pM =⇒ ∃y ∈M : ρ(x) = py =⇒ ∃ỹ ∈ Rs :

y = ρ(ỹ) =⇒ ρ(x) = pρ(ỹ) = ρ(pỹ) =⇒ x = pỹ ∈ pRs

Nach Homomorphiesatz erhalten wir einen Isomorphismus

Rs⧸pRs →
M⧸pM

von R-Moduln

5. Die Abbildung θ : R
s
⧸pRs →

(
R⧸pR

)s
, (x1, . . . , xs) + pRs 7→ (x1 + pR, . . . , xs + pR) ist ein

Isomorphismus von R-Moduln:
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• θ Homomorphismus: klar
• θ surjektiv: klar
• θ injektiv: Sei θ((x1, . . . , xs) + pRs) = 0 = (pR, . . . , pR) =⇒ (x1 + pR, . . . , xs + pR) =
(pR, . . . , pR) =⇒ x1, . . . , xs ∈ pR =⇒ (x1, . . . , xs) + pRs = pRs.

Analog ist
M⧸pM = ⊕i∈IR⧸p⊕i∈I R

∼= ⊕i∈IR⧸pR

6. Aus 4., 5. erhalten wir IsomorphismusΦ :
(
R⧸pR

)s
→ ⊕i∈IR⧸pR von R-Moduln. Da p irreduzibel, ist

K := R⧸pR ein Körper (Anmerkung nach 26.26). Quelle / Ziel von Φ sind K-Vektorräume via skalarer
Multiplikation.

K×
(
R⧸pR

)s
→
(
R⧸pR

)s
, (a+ pR)·(x1 + pR, . . . , xs + pR) := (ax1 + pR, . . . , axs + pR) = a(x1 + pR, . . . , xs + pR)

analog für ⊕i∈IR⧸pR. Φ ist auch ein Isomorphismus von K-Vektorräumen, denn

Φ((a+ pR)(x1 + pR, . . . , xs + pR)) = Φ(a(x1 + pR, . . . , xs + pR)) = aΦ(x1 + pR, . . . , xs + pR)

= (a+ pR)Φ(x1 + pR, . . . , xs + pR)

7. Wegen 6. istΦ : Ks → ⊕i∈IK ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Wegen 1. folgt |I| = s. □

Satz+Definition 30.2 A ∈M(m× n,R). Dann existeren r ∈ N0, c1, . . . , cr ∈ R \ {0}, sodass

A ∼



c1
. . .

cr
0

. . .
0


mit c1 | · · · | cr . r ist eindeutig bestimmt, c1, . . . , cr sind eindeutigb bestimmt bis auf Assoziiertheut und heißen
die Elementarteiler vonA.

Beweis 1. Eindeutigkeit: Wie im Beweis von 27.17 über Fittingideale

2. Existenz:Wir gehen ähnlich vorwie beiGauß-Diagonalisierung (vergleicheBeweis von27.8) undmodifizieren
das Verfahren wie folgt: Setze δ : R \ {0} → N0, a 7→ Anzahl der Primfaktoren von a (mit Vielfachheit
gerechnet). (insbesondere δ(a) = 0 für a ∈ R∗)

a) Schritt: Erreiche durch Zeilen- und Spaltenvertauschung, dass δ(a11) ≤ δ(aij)∀i, j mit aij ̸= 0

b) Schritt: BringeA auf die Form 
a11 0

0 ∗


Falls a11 | a1i und a11 | aj1 für alle i, j, dann erreiche obige Form durch elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen. Andernfalls: Ohne Einschränkung gelte a11 ∤ ai1 für ein i > 1. Da
RHauptidealring, istGGT(ai1, a11) ̸= ∅. Sei β ∈ GGT(a11, ai1). Da a11 ∤ ai1 ist δ(β) < δ(a11)
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(β kann nicht gleich viele Primteiler wie a11 haben, sonst β ∧
= a11 =⇒ a11 | ai1`) Nach 26.22

existieren u, v ∈ Rmit β = ua11 + vai1, und es existieren ũ, ṽ ∈ Rmit

a11 = βũ, ai1 = βṽ =⇒ β = uβũ+ vβṽ = β(uũ+ vṽ) =⇒ β(1− (uũ+ vṽ)) = 0

=⇒ uũ+ vṽ = 1. Es ist

u v
1

. . .
1

−ṽ ũ
1

. . .
1


︸ ︷︷ ︸

=:B



u −v
1

. . .
1

ṽ ũ
1

. . .
1


=



1 0
1

. . .
1

0 1
1

. . .
1



das heißtB ∈ GL(n,R). Multiplikation vonB von links bewirkt folgende Zeilenoperationen:
• neue erste Zeile = u-faches der alten ersten Zeile + v-faches der alten i-ten Zeile
• neue i-te Zeile =−ṽ-faches der alten ersten Zeile + ũ-faches der alten i-ten Zeile

In derMatrixBA steht links obendasElementβmit δ(β) < δ(a11). Erhalte durchZeilen-/Spaltenvertauschung
an A′ = BA eine Matrix A′′ =

(
a′′ij

)
mit δ(a′′11) < δ

(
a′′ij

)
für alle i, j, a′′ij ̸= 0 und δ(a′′11) <

δ(a11). Dieser Prozess bricht nach endlich vielen Iterationen ab. Wir erhalten eine Matrix der Form

D =


d11 0

0 ∗

, d11 ̸= 0, δ(d11) ≤ δ(a11), δ(d11) ≤ δ(dij)∀i, j, dij ̸= 0

c) Schritt: Führe das Verfahren analog zu derGauß-Diagonalisierung über EuklidischenRingenweiter
(mit Modifikationen analog zu oben). □

Bemerkung 30.3 R Hauptidealring, a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}), a = p1 · . . . · pr mit irreduziblen Elementen
p1, . . . , pr (nicht notwendig paarweise verschieden). Dann ist

lR

(
R⧸aR

)
= r

insbesondere ist lR
(
R⧸aR

)
<∞

Beweis 1. Nach Übungen induziert die kanonische Projektion π : R→ R⧸aR eine Bijektion

Φ : {Ideale I ⊆ R, I ⊇ aR} → {Ideale vonR⧸aR}

Hierbei: Ideale inR⧸aR=R⧸aR-Untermoduln vonR⧸aR=R-Untermoduln vonR⧸aR (skalareMultiplikation:
R×R⧸aR→ R⧸aR, (b, x+ aR) 7→ bx+ aR)

2. Aus 1. folgt:

lR

(
R⧸aR

)
= sup{l ∈ N0 | (a) ⊊ I1 ⊊ · · · ⊊ Il = R, Ik Ideale inR}

= sup{l ∈ N0 | (a) ⊊ (a1) ⊊ · · · ⊊ (al) = R, ai ∈ R}

= sup{l ∈ N0 | al | al−1 | · · · | a1 | a0 := a, ai ∈ R, al ∈ R∗, ai ̸
∧
= ai+1, i = 0, . . . , l − 1}
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3. Wegen 1 | p1 | p1p2 | · · · | p1 · . . . · pr = a folgt lR
(
R⧸aR

)
≥ r

Da R Hauptidealring und insbesondere faktoriell, hat a bis auf Assoziiertheit nur endlich viele Teiler,
insbesondere lR

(
R⧸aR

)
<∞. Annahme:

lR

(
R⧸aR

)
= s > r =⇒ ∃a1, . . . , as ∈ R \ {0} : as | as−1 | · · · | a1 | a0 = 0

ohne Einschränkung as = 1, ai ̸
∧
= ai+1 für i = 0, . . . , s− 1. =⇒ ∃c1, . . . , cs ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) mit

a = c1a1 = c1c2a2 = · · · = c1 · . . . · cs−1as−1 = c1 · . . . · cs`

zu a = p1 · . . . · pr, R faktoriell. □

Bemerkung 30.4 c1, . . . , cr ∈ R \ (R∗ ∪ {0})mit c1 | c2 | · · · | cr .M R-Modul mit

M ∼= ⊕r
i=1
R⧸ciR

Dann gilt: r ist eindeutig bestimmt, c1, . . . , cr sind eindeutig bestimmt bis auf Assoziertheit durchM .

Beweis Sei
M ∼= ⊕s

i=1
R⧸(αi)

∼= ⊕t
j=1

R⧸(βj)
mit
αs | αs−1 | · · · | α1, αi ∈ R \ (R∗ ∪ {0})
βt | βt−1 | · · · | β1, βi ∈ R \ (R∗ ∪ {0})

1. Behautung: Für alle k ≤ min{s, t} ist (αk) = (βk), das heißt αk
∧
= βk , denn:

Annahme: Dies gilt nicht, ohne Einstränkung sei k ≤ min{s, t} mit (αk) ̸= (βk). =⇒ für 1 ≤ i ≤ k
ist (αi) = (βi).

=⇒ αkM ∼= ⊕s
i=1αk

R⧸(αi) = ⊕k−1
i=1 αk

R⧸(αi)
denn für i = k, . . . , s ist αi | αk und somit (αk) ⊆ (αi). Andererseits:

αkM ∼= ⊕t
j=1αk

R⧸(βj) = ⊕k−1
j=1αk

R⧸(βj)⊕⊕t
j=kαk

R⧸(βj)

= ⊕k−1
j=1αk

R⧸(αj)⊕⊕t
j=kαk

R⧸(βj)

Es ist

lR(αkM) ≤ lR(M) =

r∑
i=1

lR

(
R⧸ciR

)
<∞

=⇒ Längen aller auftretenden Moduln sind endlich. Es ist

lR(αkM) =
k−1∑
i=1

lR

(
αk
R⧸(αi)

)
=

k−1∑
j=1

lR

(
αk
R⧸(αj)

)
+

t∑
j=k

lR

(
αk
R⧸(βj)

)

=⇒ lR

(
αk
R⧸(βj)

)
= 0, j = k, . . . , t

=⇒ αk
R⧸(βj) = 0 j = k, . . . , t

insbesondere αkR⧸(βk) = 0 =⇒ (αk) ⊆ (βk) Durch Vertauschen der Rollen von αi, βi im obigen
Beweis erhalten wir (βk) ⊆ (αk) =⇒ (αk) = (βk)`
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2. Nach 1. ist (αi) = (βi), das heißt αi
∧
= βi∀1 ≤ i ≤ min{s, t}, ohne Einschränkung s ≤ t. Annahme:

s < t
=⇒ M ∼= ⊕s

i=1
R⧸(αi)⊕⊕k

j=s+1
R⧸(βi)

∼= ⊕s
i=1
R⧸(αi)

=⇒ 0 = lR

(
⊕t
j=s+1

R⧸(βj)
)
=

t∑
j=s+1

lR

(
R⧸(βj)

)
=⇒ R⧸(βj) = 0 j = s+ 1, . . . , t

=⇒ βs+1, . . . , βt ∈ R∗`. Also s = t. □

Satz+Definition 30.5 (Elementarteilersatz) F endlich freier R-Modul,M ⊆ R Untermodul. Dann existiert
eine Basis (x1, . . . xm) von F sowie s ∈ N0, c1, . . . , cs ∈ R \ {0}mit folgenden Eigenschaften

1. (c1x1, . . . , csxs) ist eine Basis vonM .

2. c1 | c2 | · · · | cs

s ist eindeutig, c1, . . . , cs sind eindeutig bis ausAssoziiertheit durchM bestimmt. (sind insbesondere unabhängig
von der Wahl der Basis (x1, . . . , xm)) und heißen die Elementarteiler vonM ⊆ F .

Beweis Existenz: Sei (y1, . . . , ym) eine Basis von F .

1. Behauptung:M ist endlich erzeugt, denn: Beweis per Induktion nachm
m = 1: dann existiert ein Isomorphismus φ : F → R,φ(M) ⊆ R ist ein Untermodul, insbesondere
endlich erzeugt, daR Hauptidealring =⇒ M endlich erzeugt.
m > 1:Wir setzenF ′ := Lin((y1, . . . , ym−1)), F

′′ := Lin((ym)).Wir betrachtendie Projektiosabbildung
π : F = F ′ ⊕ F ′′ → F ′′, a + b → b sowie π

∣∣
M

. Es ist ker
(
π
∣∣
M

)
= ker(π) ∩M = F ′ ∩M ⊆

F ′, im
(
π
∣∣
M

)
= π(M) ⊆ F ′′. Nach Induktionsvorrausetzung sind die Untermoduln ker

(
π
∣∣
M

)
⊆ F ′,

sowie im
(
π
∣∣
M

)
⊆ F ′′ endlich erzeugt =⇒ M endlich erzeugt.

2. Sei (z1, . . . , zn) ein endlichesErzeugendensystemvonM .Wir betrachtendenR-Modulhomomorphismus
φ : Rn → F, ej 7→ zj , j = 1, . . . , nmit e1, . . . , en wie üblich. imφ = Lin((z1, . . . , zn)) =M . Setze

A :=M
(e1,...,en)
(y1,...,ym)(φ) = (αij) =⇒ zj =

m∑
i=1

αijyi j = 1, . . . , n

nach 30.2 existieren S, T invertierbare Matrizen überR, c1, . . . , cs ∈ R \ {0}mit

SAT−1 =


c1

. . . 0
cs

0 0

, c1 | · · · | cs

=⇒ Es existieren Basen (x1, . . . , xm) von F, (v1, . . . , vn) vonRn mit

Mv1,...,vn
(x1,...,xm)(φ) =


c1

. . . 0
cs

0 0


=⇒ (c1x1, . . . , csxs) ist ein Erzeugendensystem von imφ =M .
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3. (c1x1, . . . , csxs) ist linear unabhängig, denn: Sei

λ1c1x1 + · · ·+ lscsxs = 0 =⇒ λ1c1 = · · · = λscs = 0

R nullteilerfrei =⇒ λ1 = · · · = λs = 0. Somit: (c1x1, . . . , csxs) ist eine Basis vonM .

*Eindeutigkeitsaussage: Setze T ′ := Lin((x1, . . . , xs))

1. Behauptung: F ′ = {a ∈ F | ∃λ ∈ R \ {0} : λa ∈M}, insbesondere hängt F ′ nur vonM ab, denn:
„⊆“ Sei x ∈ Lin((x1, . . . , xs)) = F ′, etwa x = λ1x1+ · · ·+λsxs. =⇒ csx = λ1csx1+ · · ·+λscsxs.
Wegen c1 | c2 | · · · | cs existiert µi ∈ Rmit cs = µici, i = 1, . . . , s.

=⇒ csx = λ1µ1c1x1 + · · ·+ λs1µs−1cs−1xs−1 + λscsxs ∈ Lin((c1x1, . . . , csxs)) =M

„⊇“ Sei a ∈ F , etwa a = µ1x1 + · · ·+ µmxm und λ ∈ R \ {0}, sodass λa ∈M .

=⇒ λa = λµ1x1 + · · ·+ λµmxm ∈M = Lin((c1x1, . . . , csxs)) ⊆ Lin((x1, . . . , xs)) = F ′

=⇒ ∃δ1, . . . , δs ∈ Rmit
λa = δ1x1 + · · ·+ δsxs

=⇒ 0 = (λµ1 − δ1)x1 + · · ·+ (λµs − δs)xs + λµs+1xs+1 + · · ·+ λµmxm

=⇒ λµs+1 = · · · = λµm = 0 =⇒ µs+1 = · · · = µm = 0 =⇒ a = µ1x1 + · · ·+ µsxs ∈ F ′

2. Wir betrachten die Abbildung

ψ : F ′ = Lin((x1, . . . , xs)) → ⊕s
i=1
R⧸ciR,α1x1 + · · ·+ αsxs 7→ (α1 + c1R, . . . , αs + csR)

ψ ist ein wohldefinierter Homomorphimus, ψ ist surjektiv.

kerψ = {α1x1 + · · ·+ αsxs ∈ F ′1 | c1 | α1, . . . , cs | as}Lin((c1x1, . . . , csxs)) =M

=⇒ Erhalten Isomorphismus
ψ̄ : F

′
⧸M → ⊕s

i=1
R⧸ciR

von R-Moduln, die linke Seite ist wegen 1. nur von M abhängig. Ist c1 ∈ R∗, dann ist c1R = R,
also R⧸ciR = 0. Wegen 30.4 sind damit die Nichteinheiten unter c1, . . . , cs eindeutig bestimmt bis auf
Asoziiertheit, ihre Anzahl ist eindeutig bestimmt. Da (c1x1, . . . , csxs) Basis vonM , ist s = Rang(M)
eindeutig bestimmt. =⇒ Anzahl der Einheiten unter c1, . . . , cs eindeutig bestimmt, Einheiten unter
c1, . . . , cs sind eindeutig bis aus Asoziiertheit. □

Folgerung 30.6 F endlich freier R-Modul,M ⊆ F Untermodul. Dann istM endlich frei und Rang(M) ≤
Rang(F ).

Anmerkung • AusM ⊊ folgt nicht Rang(M) < Rang(F ): zum Beispiel istZ ein freierZ-Modul vom
Rang 1, 2Z ⊊ Z ist ein freierZ-Modul, aber Rang(2Z) = 1 = Rang(Z).

• Man kann zeigen (unter Verwendung des Auswahlaxiom):F freier R-Modul,M ⊆ F Untermodul =⇒
M frei (R Hauptidealring!)

• ohne die Vorraussetzung, dann R ein Hauptidealring ist, wird 30.6 falsch: Beispiel: F = Q[X,Y ] als
F = Q[X,Y ]-Modul (R ist kein Hauptidearing!),M = Lin((X,Y )) ist nicht frei als R-Modul.

Satz+Definition 30.7 (Hautsatz für endlich erzeugte Modult über Hauptidealringen, Variante 1) M eindlich
erzeugt. Dann gilt:
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1. Es gibt einen endlich freien Untermodul F ⊆ M , etwa F ∼= Rd mit M = F ⊕ T (M). Hiebei ist
d = RangF eindeutig bestimmt.

2. Es gibt s ∈ N0, c1, . . . , cs ∈ R \ (R∗ ∪ {0})mit

T (M) ∼= ⊕s
j=1

R⧸cjR

mit c1 | c2 | · · · | cs

3. Die Zahl s ist eindeutig bestimmt, c1, . . . , cs sind eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit und heißen
die Elementarteiler vonM .

Also:
M ∼= Rd ⊕R⧸c1R⊕ · · · ⊕R⧸csR

Beweis 1. Existenz: Setze (z1, . . . , zm) ein endliches Erzeugendensystem vonM . Wir betrachten den R-
Modulhomomorphismus

φ : Rm →M, ei 7→ zi, i = 1, . . . ,m

φ ist surjektiv =⇒
M ∼= Rm⧸kerφ

NachElementarteiler-Satz fürkerφ ⊆ Rm existiert eineBasis (x1, . . . , xm) vomRm, sowie c1, . . . , ct ∈
R \ {0}, sodass (c1x1, . . . , ctxt) eine Basis von kerφ ist. Setze ct+1 = · · · = cm := 0, außerdem

ρ : Rm → R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cm), α1x1 + · · ·+ αmxm 7→ (α1 + (c1), . . . , αm + (cm))

=⇒ ρ istwohldefinierterR-Modulhomomorphismus,ρ ist surjektivmitker ρ = Lin((c1x1, . . . , ctxt)) =
kerφ.

=⇒ M ∼= Rm⧸kerφ = Rm⧸ker ρ ∼= R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cm)
∼= R⧸(c1)⊕

R⧸(ct)⊕Rm−t

Setze d := m − t. Für ci ∈ R∗ ist ciR = R, also R⧸(ci) = 0. Nach Weglassen der Einheiten aus
c1, . . . , ct und Umordnen zu c1, . . . , cs ∈ R \ (R∗ ∪ {0})mit c1 | · · · | cs ist

M ∼= Rd ⊕R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cs)

2. Eindeutigkeit: Wir betrachten die Abbildung:

δ :M
∼=−→
γ
Rd ⊕R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cs)

π−−−−−→
kan. Proj.

Rd

σ ist surjektiver R-Modulhomomorphismus mit

ker(δ) = γ−1(kerπ) = γ−1
(
R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cs)

)
γ−1

(
T
(
R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cs)⊕Rd

))
= T (M)

Homomorphiesatz:M⧸T (M)
∼= Rd =⇒ d eindeutig bestimmt.WegenT (M) ∼= R⧸(c1)⊕· · ·⊕R⧸(cs)

sind nach 30.4 auch s eindeutig bestimmt sowie c1, . . . , cs eindeutig bis auf Assoziiertheit.

3. Existenz (Teil 2): Es ist

M = γ−1
(
Rd ⊕R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cs)

)
= γ−1

(
Rd
)

︸ ︷︷ ︸
=:F

⊕ γ−1
(
R⧸(c1)⊕ · · · ⊕R⧸(cs)

)
︸ ︷︷ ︸

=T (M) □
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Anmerkung OhneVorraussetzung „Mendlich erzeugt“wirddieAussage falsch:Q ist ein (nicht endlich erzeugter)
Z-Modul mit T (Q) = {0}, aberQ ist kein freierZ-Modul (vergleiche Annahme nach 29.17)

Folgerung 30.8 M R-Modul. Dann sind äquivalent:

1. M ist endlich erzeugt und frei

2. M ist endlich frei

Beweis 2. =⇒ 1. trivial

1. =⇒ 2. Nach Hautsatz existiert eindlich freier UntermodulF ⊆M mitM = F ⊕T (M). Wegen 29.17
ist T (M) = {0}, alsoM = F =⇒ M endlich frei. □

Folgerung 30.9 (Hautsatz über endich erzeugte abersche Gruppen, Variante 1) G endlich erzeugte abersche
Gruppe (= endlich erzeugterZ-Modul). Dann existiert ein Isomorphismus

G ∼= Zd ⊕ Z⧸c1Z⊕ · · · ⊕ Z⧸csZ
mit d ∈ N0, c1, . . . , cs ∈ N>1, c1, . . . , cs. d sowie s, c1, . . . , cs sind eindeutig bestimmt. Es ist G endlich
⇐⇒ d = 0. In diesem Fall ist |G| = c1 · . . . · cs
Beispiel 30.10

1. abelsche Grueen mit 4 Elementen bus auf Isomorphie:

a) Fall: s = 1, c1 = 4 : Z⧸4Z
b) Fall: s = 2, c1 = 2, c2 = 2 : Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z

=⇒ bis auf Isomorphie gibt es 2 abelsche Gruppen mit 4 Elementen.

2. abelsche Gruppen mit 24 Elementen bis auf Isomorphie

a) Fall: s = 1, c1 = 24 : Z⧸24Z
b) Fall: s = 2, c1 = 2, c2 = 12:Z⧸2Z⊕ Z⧸12Z
c) Fall: s = 3, c1 = 2, c2 = 2, c3 = 6:Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z⊕ Z⧸6Z

=⇒ Bis auf Isomorphie gibt es 3 abelsche Gruppen mit 24 Elementen.

Frage: Z⧸3Z ⊕ Z⧸8Z ist ebenfalls eine abelsche Gruppe mit 24 Elementen. Zu welcher der Gruppen aus der
Liste von 30.16.b ist diese isomorph?

Bemerkung 30.11 (Spezialfall des Chinesischen Restsatzes) a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}), a = cpn1
1 · . . . · pnr

r mit
c ∈ R∗, p1, . . . , pr irreduzibel, paarweise nicht-assoziiert.

πi : R→ R⧸(pni
i ), b 7→ b+ (pn1

i )

kanonische Projektion für i = 1, . . . , r. Dann ist die Abbildung

φ : R→ R⧸(pn1
i )× . . .×R⧸(pnr

r ), b 7→ (π1(b), . . . , πr(b))

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit kerφ = (a), das heißt wir erhalten einen Ringisomorphismus

Φ : R⧸(a)
∼=−→ R⧸(cn1

1 )× . . .×R⧸(pnr
r )

Hierbei istR⧸(cn1
1 )×. . .×

R⧸(pnr
r ) via komponentenweiserAdditionundMultiplikation einRing. Insbesondere

erhalten wir einen Isomorphismus von R-Moduln
R⧸(a) ∼=

R⧸(pn1
1 )× . . .×R⧸(pnr

r )
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Beweis 1. φ Ringhomomorphismus, da π1, . . . , πr Ringhomomorphismus

2. φ surjektiv: Es ist 1 ∈ GGT
(
p
nj

j , p
n1
i · . . . · pnj−1

j1
p
nj+1

j+1 · . . . · pnr
r

)
.

=⇒ ∃uj , vj ∈ R : 1 = ujp
nj

j︸ ︷︷ ︸
=:dj

+ vjp
n1
i · . . . · pnj−1

j1
p
nj+1

j+1 · . . . · pnr
r︸ ︷︷ ︸

ej

=⇒ πi(ej) = 0̄ für i± j, πj(ej) = πj(1− dj) = πj(1)− πj(dj) = 1̄− 0̄ = 1̄

=⇒ φ(ej) = (0̄, . . . , 0̄, 1̄, 0̄, . . . , 0̄)

Für (ā1, . . . , ār) ∈ R⧸(pn1
1 )× . . .×R⧸pnr

r
ist

φ(a1e1 + · · ·+ arer) = φ(a1)φ(e1)︸ ︷︷ ︸
(ā1,0̄,...,0̄)

+ · · ·+ φ(ar)φ(er)︸ ︷︷ ︸
=(0̄,...,0̄ār)

= (ā1, . . . , ār)

3.

kerφ = {a ∈ R | pn1
1 | a, . . . , pnr

r | a} = {a ∈ R | pn1
1 ·. . .·pr | a} = (pn1

1 · . . . · pnr
r ) = (ppn1

1 · . . . · pnr
r ) = (a)

4. Rest aus Homomorphiesatz für Ringe □

Beispiel 30.12
Nach 30.11 istZ⧸24Z ∼= Z⧸3Z⊕ Z⧸8Z

Satz 30.13 (Hautsatz für endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen, Variante 2) M endlich erzeugter
R-Modul,P sei ein Vertretersystem der Primelelemente vonR bis auf Assoziiertheit, für p ∈ P sei

Mp := {x ∈M | ∃n ∈ N : pnx = 0} ⊆ T (M)

(ist offenbar ein Untermodul). Dann gilt:

1. Es gibt einen endlich erzeugten freien Untermodul F ⊆ M , sodassM = F ⊕ T (M), d := RangF ist
eindeutig bestimmt.

2. T (M) = ⊕p∈PMp, wobeiMp = 0 für fast alle p ∈ P

3. Für jedes p ∈ PmitMp ̸= 0 gibt es eindeutig bestimmte natürliche Zahlen 1 ≤ np,1_eq · · · ≤ np,sp mit

M ∼= Rd ⊕⊕p∈P

(
R⧸pnp,1R⊕ · · · ⊕R⧸pnp,spR

)
Beweis 1. folgt aus 30.10

2., 3.:

1. Nach Hauptsatz für endlich erzeugte R-Moduln (Variante 1) istM = F ⊕ T (M), T (M) ∼= R⧸(c1) ⊕

· · ·⊕R⧸(cs)mit c1, . . . , cs ∈ R\(R∗ ∪ {0}), c1 | · · · | cs.Wir faktorisieren c1, . . . , cs inR:{p1, . . . , pr} ⊆
P sei dieMengederPrimteiler von cs (bis aufAssoziiertheit). Sei cj = εjp

n1,j

1 ·. . .·pnr,j
r , εj ∈ R∗, n1,j , . . . , nr,j ∈

N0 (j = 1, . . . , r).

=⇒ T (M) ∼= ⊕s
j=1

R⧸(cj)
∼= ⊕s

j=1 ⊕r
i=1

R⧸pni,j

i

∼= ⊕r
i=1 ⊕s

j=1
R⧸(pni,j

i

)
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2. Es sei ein Isomorphismus γ : T (M) → ⊕r
i=1 ⊕s

j=1
R⧸(pni,j

i

) fixiert. Behauptung:

γ(Mpi) = ⊕s
j=1

R⧸(pni,j

i

)
denn: „⊆“ Sei a ∈Mpi , etwa pmi a = 0 =⇒ γ(pmi a) = 0 =⇒ pmi γ(a) = 0. Es ist γ(a) von der Form

γ(a) =


x̄1,1
↓

R⧸(pn1,1

i

)
, . . . , x̄1,s

↓
R⧸(pn1,s

i

)
, . . . , x̄r,1

↓
R⧸(pnr,1

i

)
, . . . , x̄r,s

↓
R⧸(pnr,s

i

)


Für j ̸= i ist 1 ∈ GGT

(
pmi , p

nj,k

j

)
, k ∈ {1, . . . , r}. =⇒ ∃u1, vi ∈ R : 1 = uip

m
i + vip

nj,k

j . In
R⧸(

p
nj,k

j

) ist 1̄ = ūip̄
m
i , das heißt p̄mi ist Einheit in R⧸(

p
nj,k

j

). Aus pmi γ(a) = 0 folgt für j ̸= i, k =

1, . . . , s : pmi x̄j,k = 0 =⇒ p̄mi x̄j,k = 0 =⇒ x̄j,k = 0

=⇒ γ(a) ∈ ⊕s
j=1

R⧸(pni,j

i

)
„⊇“ Seix ∈ ⊕s

j=1
R⧸(pni,j

i

). Setzem := max{ni,1, . . . , ni,s} = ni,s, dannpmi x = 0. Setzey := γ−1(x).

Dann ist pmi y = pmi y
−1(x) = γ−1(pmi x) = 0. =⇒ y ∈Mpi und γ(y) = x, das heißt x ∈ γ(Mpi).

3. Aus 2. folgt:

T (M) = γ−1

(
⊕r
i=1 ⊕s

j=1
R⧸(pni,j

i

)) = γ−1(⊕r
i=1γ(Mpi)) = ⊕r

i=1Mpi

Behauptung: Mp = 0 für p ̸= p1, . . . , pr , denn: Sei p ̸= p1, . . . , pr =⇒ 1 ∈ GGT(pm, cj) für
j = 1, . . . , s,m ∈ N. =⇒ pm + (cj) ∈

(
R⧸(cj)

)∗
für j = 1, . . . , s

=⇒ Aus pmx = 0 für x ∈ ⊕s
j=1

R⧸(cj) folgt x = 0

=⇒ Aus pmx = 0 für x ∈ T (M) folgt x = 0
=⇒ Aus pmx = 0 für x ∈M folgt x = 0
=⇒ Mp = 0 für p ̸= p1, . . . , pr, p ∈ P =⇒ Mp = 0 für fast alle p ∈ P und T (M) = ⊕p∈PMp

4. Nach Umbenennung erhalten wir
Mp

∼= ⊕sp
j=1

R⧸(pnp,j )

mit 1 ≤ np,1 ≤ · · · ≤ np,sp , falls sp ̸= 0.Mp mit p ̸= 0 hängt nur vonM,p b. Die Zahlennp1 , . . . , np,sp
sind wegen 30.4 eindeutig bestimmt. □

Folgerung 30.14 (Haupsatz für endlicherzeugte abelsche Gruppen, Variante 2) G endlich erzeugteGruppe,
PMenge der Primzahlen inN. Dass existiert ein Isomorphismus

G ∼= Zd ⊕⊕p∈P

(
Z⧸(pnp,1)⊕ · · · ⊕ Z⧸(pnp,sp )

)
, 1 ≤ np,1 ≤ · · · ≤ np,sp

Die Zahlen d, sp, npi sind eindeutig bestimmt. Es ist sp = 0 für fast alle p ∈ P. Es istG endlich ⇐⇒ d = 0.
In diesem Fall ist |G| =

∏
p∈P p

np,1+···+np,sp .
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Beispiel 30.15
Endliche abelsche Gruppen mit 24 Elementen, bis auf Isomorphie: Es ist 24 = 23 · 3 = 2 · 22 · 3 = 2 · 2 · 2 · 3
=⇒ Isomorphietypen:

Z⧸8Z⊕ Z⧸3Z,
Z⧸2Z⊕ Z⧸4Z⊕ Z⧸3Z,

Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z⊕ Z⧸3Z

Es ist
Z⧸8Z⊕ Z⧸3Z ∼= Z⧸24Z

Z⧸2Z⊕ Z⧸4Z⊕ Z⧸3Z ∼= Z⧸2Z⊕ Z⧸12Z
Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z⊕ Z⧸3Z ∼= Z⧸2Z⊕ Z⧸2Z⊕ Z⧸6Z
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