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1 Einleitung

Ubungsblitter/Losungen: jew. Donnerstag / folgender Donnerstag Abgabe Donnerstag 9:30 50% der Ubungsblitter

1.1 Plenariibung
Aufgeteilt

1.2 Moodle

Passwort: vektorraumhomomorphismus

1.3 Klausur

24.02.2017

2 Grundlagen

2.1 Naive Aussagenlogik

naive Logik: wir verwenden die sprachliche Vorstellung (% mathematische Logik: eigne Vorlesung) Eine Aussage
ist ein feststehender Satz, dem genau einer der Wahrheitswerte ,wahr” oder ,falsch” zugeordnet werden kann.
Aus einfachen Aussagen kann man durch logische Verkniipfungen kompliziertere Aussagen bilden. Angabe der
Wahrheitswerts der zusammengesetzten Aussage erfolgt durch Wahrheitstafeln (liefern den Wahrheitswert der
zusammengesetzten Aussage, aus dem Wahrheitswert der einzelnen Aussagen). Im folgenden seien A und B
Aussagen.

+ Negation (NICHT-Verkniipfung)

- Symbol: -

— Wabhrheitstafel:
A —-A
w f
f w

- Beispiel: A: 7 ist eine Primzahl (w) = A: 7 ist keine Primzahl (f)

+ Konjunktion (UND-Verkniipfung)

- Symbol A
— Wabhrheitstafel:
A B AAB
W W W
w f f
f w f
f f f

+ Disjunktion (ODER-Verkniipfung)
- Symbol: V
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— Wabhrheitstafel:

AR s
—E T gl
™ g s

- exklusives oder: (AV B) A (=(A A B))

+ Beispiel A: 7 ist eine Primzahl (w), B: 5 ist gerade (f)
- A A B 7 ist eine Primzahl und 5 ist gerade (f)
- AV B 7 ist eine Primzahl oder 5 ist gerade (w)

+ Implikation WENN-DANN-Verkniipfung)

Symbol: —
Wahrheitstafel:

A = B
W
f

w

™ E g
™E T 2w

w
Sprechweise: A impliziert B, aus A folgt B, A ist eine hinreichende Bedingung fiir B (ist A = B

wahr, dann folgt aus A wahr, B ist wahr), B ist eine notwendige Bedingung fiir A (ist A = B
wahr, dann kann A nur dann wahr sein, wenn Aussage B wahr ist)

Beispiel Es seinen m,n € N
0 A:mist gerade
O B:mn ist gerade

0 DanngiltVm,n € NA = B wahr
Fallunterscheidung:

- m gerade, n gerade, dann ist A wahr, B wahr,dh. A = B wahr

- m gerade, n ungerade, dann ist A wahr, B wahr,dh. A = B wahr

- m ungerade, n gerade, dann ist A falsch, B wahr,dh. A = B wahr

- m ungerade, n ungerade, dann ist A falsch, B falsch,dh. A = B wahr

. Aquivalenz (GENAU-DANN-WENN-Verkniipfung)

- Symbol <
— Wabhrheitstafel:
A B A< B
w W W
w f f
f w f
f f w

- Sprechweise: A gilt genau dann, wenn B gilt, A ist hinreichend und notwendig fiir B
Die Aussagen A <= Bund (A = B) A (B = A) sind gleichbedeutend:
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A B A< B A= B B=—=A (A= B)AN(B = A)
w W W w w w
w f f f w f
f w f W f f
f w f w f f
f f w w w w
— Beispiel: Es sei n eine ganze Zahl

A:n—-2>1

B:n>3

VneNgiltA < BC: n>0

D:n%?>0

Fiir n = —1 ist die Aquivalenz C' <= falsch (C falsch, D wahr)
Fiir alle ganzen Zahlen n gilt zumindest die Implikation C = D

2.2 Beweis

Mathematische Sitze, Bemerkungen, Folgerungen, etc. sind meistens in Form wahrer Implikationen formuliert

2.2.1 beweisen

Begriinden warum diese Implikation wahr ist
Beweismethoden fiir diese Implikation A =—> B

o direkter Beweis (A =— B)
+ Beweis durch Kontraposition (2 B = —A)
« Widerspruchsbeweis (—=(A A = B))

Diese sind dquivalent zueinander

A B -A -B A= B -B = -A —(AA-DB)

f
w
f
w

£ £ ™%
£ £ ™Z
£ £ ™Z

w f
f f
ww
f w

Beispiel m,n natiirliche Zahlen

A m? < n?
B:m<n

Wir wollen zeigen, dass A == B fiir alle natiirlichen Zahlen m, n wahr ist

« direkter Beweis:

A:m?<n® = 0<n®>—m?> = 0<(n—-m)(n+m) = 0<n—-m = m<n

~——
>0
+ Beweis durch Kontraposition:
-B:m>n = m’>nmAmn>n> = m?>n? = —-A
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+ Beweis durch Widerspruch:

AN—-B = m2<n2/\n§m — m2<n2/\mn§m2/\n2§mn — mn§m2<n2§mn

Widerspruch

2.3 Existenz- und Allquantor
2.3.1 Existenzquantor

A(x) Aussage, die von Variable x abhingt
Jz : A(z) ist gleichbedeutend mit ,Es existiert ein x, fiir das A(x) wahr ist” (hierbei ist ,existiert ein x*“ im Sinne
von ,existiert mindestens ein x“ zu verstehen)
Beispiel:
dmeN:n>5 (w)

Jlz : A(x) ist gleichbedeutend mit ,Es existiert genau ein x, fiir dass A(x) wahr ist*

2.3.2 Allquantor

Vz: A(x) ist gleichbedeutend mit ,Fiir alle x ist A(x) wahr Beispiel:

Vn € N : 4n ist gerade

2.3.3 Negation von Existenz- und Allquantor

-3z : A(z)) <= Vo: -Ax)

(Vo A(z)) < Jz: -Ax)

2.3.4 Spezielle Beweistechniken fiir Existenz und Allaussagen

« Angabe eines Beispiel, um zu zeigen, dass deine Existenzaussage wahr ist.
Beispiel:
dn € N : n > bist wahr, denn fiir n = 7 ist die Aussage n > 5 wahr

+ Angabe eines Gegenbeispiel, um zu zeigen, dass eine Allaussage falsch ist.
Beispiel:
Vn € N : n < bist falsch, dann fiir n = 7 ist die Aussage n < 5 falsch
2.4 Naive Mengenlehre

Mengenbegriff nach Cantor:
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens (die Elemente genannt werden) zu einem Ganzen

2.4.1 Schreibweise

o x € M, falls x ein Element von M ist
« x & M, falls x kein Element von M ist

« M = N, falls M und N die gleichen Elemente besitzen, M C N AN C M
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2.4.2 Angabe von Mengen
« Reihenfolge ist irrelevant ({1, 2,3} = {1, 3,2})
+ Elemente sind wohlunterschieden {1, 2,2} = {1, 2}
« Auflisten der Elemente M = {a,b,c,...}

+ Beschreibung der Elemente durch Eigenschaften: M = {z | E(x)}
(Elemente x, fiir die E(x) wahr)

- Beispiel:
{2,4,6,8} = {x | z € N,z gerade, 1 < z < 10}

2.4.3 leere Menge
Die leere Menge () enthilt keine Elemente
Beispiel
{r]zeN,z<-5}=10

2.4.4 Zahlenbereiche

Menge der natiirlichen Zahlen:

N:={1,2,3,...}
Menge der natiirlichen Zahlen mit Null:
Ny :={0,1,2,3,...}

Menge der Ganzen Zahlen:
7 :={0,1,—-1,2, -2}

Menge der rationalen Zahlen:
m
Q::{z|m€Z,n€N}

Menge der reellen Zahlen: R

2.4.5 Teilmenge

A, B seien Mengen.

A heift Teilmenge von B (A C B) 2% 2 € A:z € B Aheift echte Teilmenge von B (A C B) 2L 4 c

BAA+B

Anmerkung Offenbar gilt fiir Mengen A, B:

A=B < ACBABCA
() ist Teilmenge jeder Menge
Beispiel

NCcCNycZcCc@Q
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2.4.6 Durchschnitt

ANB:={z|xz€ ANz € B}
Beispiel

A={2,3,57},B=1{3,4,6,7,ANB = {3,7}

2.4.7 Vereinigung

AUB:={x |z € AVzx € B}
Beispiel

A=1{2,3,5,7},B=1{3,4,6,7},AUB = {2,3,4,5,6,7}
2.4.8 Differenz

A\B:={z |z ANz & B}
Im Fall B C A nennt man A \ B auch das Komplement von B in A und schreibt | 4(B) = A\ B
Beispiel
A=1{2,3,5,7},B = {3,4,6,7}, A\ B = {2,5)

2.4.9 Bemerkung zu Vereinigung und Durchschnitt

A, B seien zwei Mengen. Dann gilt

AN(BUC) =(ANB)U(ANC)
Beweis

AN(BUC)C(ANB)U(ANCQO)

AN(BUC)2 (ANB)U(ANCQO)
,C“Seix € AN (BUC).Dannistx € ANz € BUC

e l.Fallz €e ANz € B

= z€ANB = z€(ANB)U(ANC)

« 2Fllx e ANz eC
— € ANC = z€(ANB)U(ANC)
Damit ist ,C“ gezeigt. ,0“Seiz € (AN B)U (AN C)
= x € ANBVx € ANC = (r € ANxeB)NV(rxeANre(l) = z€ ANz € BVaxel) = x € ANx ¢

Damit ist , O“ gezeigt.
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2.4.10 Bemerkung zu Aquivalenz von Mengen
Seien A, B Mengen, dann sind dquivalent:

1. AUB=B

2. ACB

Beweis Wir zeigen 1) = 2)und 2) = 1.
1 = 2: Esgelte AUB = B, zuzeigenist A C BSeir€ A = rz€ AN €B = € AUB=B
2 = 1: Esgelte AC B,zuzeigenist AUB =B

,C“Seir €c AUB — $€A\/LL‘EB£>$GB”Q“:BQAUBklar

2.4.11 Kartesisches Produkt

Seien A, B Mengen
Ax B:={(a,b) | a € Abe B}

heiflt das kartesische Produkt von A und B. Hierbei ist (a, b) = (a’,b’) 2 a=adnb=V

Beispiel

{1,2} x{1,3,4} = {(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4)}

R xR ={(z,y)| | z,y € R} = R?

2.4.12 Potenzmenge

A sei eine Menge

P(A) == {M | M C A}
heiflt die Potenzmenge von A
Beispiel

P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}{1,2,3,4}}
2.4.13 Kardinalitit
M sei eine Menge. Wir setzen

M = n  falls M eine endliche Menge ist und n Elemente enthalt
" oo falls M nicht endlich ist

| M | heiflt Kardinalitit von A
Beispiel

< |{7,11,16}| = 3

N| = o0
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2.4.14 Bemerkung zu natiirlichen Zahlen

Fiir die natiirlichen Zahlen gilt das Induktionsaxiom Ist M C N eine Teilmenge, fiir die gilt:
leMAVRneM:neM = n+1eM

dannist M = N

2.4.15 Prinzip der vollstindigen Induktion

Fiirjedes n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Die Aussagen A(N ) gelten fiir alle n € N, wenn man folgendes
zeigen kann:

« (IA) A(1) ist wahr
« (IS) Firjedesn € Ngilt: A(n) = A(n+1)

Der Schritt (IA) heifit Induktionsanfang, die Implikation A(n) = A(n + 1) heift Induktionsschritt

Beweis Setze M := {n € N | A(n) ist wahr} Wegen (IA)ist 1 € M, wegen(IS) giltn € M — n+1¢€
M
Nach Induktionsaxiom folgt M = N, das heifit A(n) ist wahr fiir allen € N

Beispiel Fiirn € N sei A(n) die Aussage: 1 + ... +n = w

und zwar durch vollstindige Induktion

Wir zeigen: A(n) ist wahr fiir allen € N,

« (IA) A(1) ist wahr,denn 1 = w

« (IS) zu zeigen: A(n) = A(n+1)
Es gelte A(n),dasheifit 1 + ... +n = n(n;l) ist wahr

n(n+1)
2

F(nt1) = n(n+1)—21—2(n+1) _ (71—%1)2(n+2)D

= 1+...+n+(n+1)=

2.5 Relationen
2.5.1 Definiten

Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M Wir schreibena ~ b B (a,b) € R (,asteht in Relation
zu b“)

« anschaulich: eine Relation auf M stellt eine ,Beziehung“ zwischen den Elementen von M her.

- Fiir a,b € M gilt entweder a ~ b oder a 7 b, denn: entweder ist (a,b) € R oder (a,b) ¢ R

Anmerkung Aufgrund der obigen Notation spricht man in der Regel von Relation ,~“ auf M als von der
Relation R C M x M

Beispiel M = {1,2,3}.Durch R = {(1,1),(1,2),(3,3

, ) € M x M} ist eine Relation auf M gegeben. Es
giltdann: 1 ~ 1,1 ~ 2,3 ~ 3 (aber zum Beispiel: 1 £ 3,2 £ 1,

2 4 2)
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2.5.2 Eigenschaften von Relationen

M Menge, ~ Relation auf M
~ heif3t:

. reflexiv 2L firr alle a € M gilta ~a

+ symmetrisch 24 fiir alle a,be Mgilta~b = b~a

« antisymmetrisch 2L fiir alle a,be Mgiltta~bAb~a = a=b
. transitiV<D:e§>fﬁrallea,b,c eEMglta~bANb~v = a~c

. tota1<D:ef>fijrallea,b€Mgilt:awb\/brva

Beispiel Sei M die Menge der Studierenden in der LA1-Vorlesung

. . Def .
1. Fira,b € M seia ~ b <> a hat den selben Vornamen wie b
~ reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, transitiv, nicht total

.. . Def . . . . . .
2. Fiira,b € M seia ~ b < Matrikelnummern von a ist kleiner gleich als die Matrikelnummern von b
~ ist reflexiv, nicht symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv, total

. . Def .
3. Fiira,b € M seia ~ b < qsitzt auf dem Platz recht von b
~ ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht antisymmetrisch, nicht transitiv, nicht total

2.5.3 Halbordnung / Totalordnung
~ heifst

Def . . . . .
- Halbordnung auf M <> ~ ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
Def . . .
. Totalordnung auf M <> ~ ist eine Halbordnung und ~ ist total

In diesen Fillen sagt man auch: Das Tupel (M, ~) ist eine halbgeordnete, beziehungsweise totalgeordnete Menge.

Beispiel
1. <auf N ist eine Totalordnung
2. SeiM = P({1,2,3}). Cistauf M eine Halbordnung, aber keine Totalordnung (es ist zum Beispiel weder
{1} € {3} noch {3} € {})

Anmerkung Wegen der Analogie zur < auf N bezeichnen wir Halbordnungen in der Regel mit <

2.5.4 Grofites / kleinstes Element

(M, <) halbgeordnete Menge, a € M
a heifit ein

« grofites Element von M 24 Firallex € M giltr <a

+ Kleinstes Element von M 2% Fiiralle z € M gilta <=z
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Bemerkung (M, <) halbgeordnete Menge
Dann gilt: Existiert in M ein groftes (beziehungsweise kleinstes) Element, so ist dieses eindeutig bestimmt

Beweis Esseiena,b € M grofite Elemente von M
— zx < aqafirallex € M,alsoauchd < ¢
Auerdem: z < bfiiralle x € M, alsoaucha < b

Antisymmetrie
a=>b

Analog fiir kleinstes Element

Anmerkung Dies sagt nichts dariiber aus, ob ein grofites (beziehungsweise kleinstes) Element in M iiberhaupt
existiert.

Beispiel
1. In (N, <) ist 1 das kleinste Element, ein groites Element gibt es nicht

2. ({{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}, Q) ist eine halbgeordnete Menge ohne kleinstes beziehungsweise
grofites Element

2.5.5 maximales / minimales Element

(M, <) halbgeordnete Menge, a € M
a heifdt ein

. Def .
- maximales Element von M < firallex € M gilta <z —> a =2

.. Def .
. minimales Element von M < fiirallex € M gilt  <a = a ==z

Beispiel In ({{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}, Q) sind {1,2},{1,3},{2, 3} maximale Elemente und
{1}, {2}, {3} sind minimale Elemente.

Bemerkung (M, <) halbgeordnete Menge, a € M
Dann gilt: Ist a ein grofites (beziehungsweise kleinstes) Element von M, dann ist @ ein maximales (beziehungsweise
minimales) Element von M.

Beweis Sei a ein grofites Element von M.
zu zeigenist: Firallex € M gilta <& = a = x Seixz € M mita < x. Da a grofites Element von M ist,
giltauchz < a

Antisymmetrie
a=2x

Analog fiir kleinstes Element.

2.5.6 Aquivalenzrelation

M Menge, ~ auf M

e K s . Def . . . s .
~ heiflt Aquivalenzrelation <= ~ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. In dem Fall sagen wir fiir @ ~ b auch
a ist dquivalent zu b. Fiir a € M heifdt [a] := {b € M | b ~ a} heift die Aquivalenzklasse von a. Elemente aus
[a] nennt man Vertreter oder Reprisentanten von a
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Beispiel M Menge aller Biirgerinnen und Biirger Deutschlands.

Wir definieren fira,b € M a ~ b 24 4 und b sind im selben Jahr geboren.

~ ist ein Aquivalenzrelation.

Jerome Boateng wurde 1988 geboren.

[Jerome Boateng] = {b € M | bist im selben Jahr geboren wie Jerome Boateng} = {b € M | bwurde 1988 geboren}
Weitere Vertreter von [Jerome Boateng] sind zum Beispiel Mesut Ozil, Mats Hummels. Es ist [Jerome Boateng] =
[Mesut Ozil] = [Mats Hummels]. Man sieht in diesem Beispiel: Die Menge M zerfillt komplett in verschiedene
Aquivalenzklassen:

- Jeder Biirger / jede Biirgerin Deutschlands ist in genau einer Aquivalenzklasse enthalten

« Jede zwei Aquivalenzklasse sind entweder gleich oder disjunkt (haben leeren Durchschnitt)

Bemerkung M Menge, ~ Aquivalenzrelation auf M
Dann gilt:

1. Jedes Element von M liegt in genau einer Aquivalenzklasse
2. Je zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt

Man sagt auch: Die Aquivalenzklassen beziiglich ,~* bilden eine Partition von M.

Beweis
1. Seia € M
zu zeigen: Es gibt genau eine Aquivalenzklassen, in der a liegt
a) Es gibt eine Aquivalenzklasse, in der a liegt, denn a € [a], denna ~ a

b) Ista € [b] und a € [c], dannist [b] = [c] (d.h. a liegt in hochstens einer Aquivalenzklasse)

denn: Seien b,c € M mita € [bjunda € [¢] = a ~ bunda ~ ¢ MMM b ~ g und
o . beee
a ~ ¢ 2y e Behauptung [b] = [c] denn: ,C“Seix € [b] = x ~ b Lrapetici]
“a . Transitivitt €~0
r~c = x€[ddenn:,D“Seiz € [¢] = x~c—ro—= a~b = z€}
2. Sind b, ¢ € M mit [b] N [¢] # (), dann existiert ein a € [b] N [¢], und es folgt wie in 2.:
[b] = [¢] Fur b, c € M gilt also entweder [b] N [c] = () oder [b] = [¢] O

Faktormenge ) Menge, ~ Aquivalenzrelation auf M M/ ~:= {[a]|a € M} (Menge der Aquivalenzklassen)
heifdt die Faktormenge (Quotientenmenge) von M nach ~

Beispiel
M=1{1,2,3-1,-2,-3}
Fir a,b,c € M setzen wira ~ b 2L |z| = |b| Das ist eine Aquivalenzrelation auf M Es ist [1] =

{1, -1}, [2] = {2, -2}, [3] = {3, =3} Somit: M/ ~:= {[1], [2], [3]} = {{1, -1}, {2, -2}, {3, -3}}

Anmerkung Der Ubergang zur Aquivalenzklassen soll (fiir eine jeweils gegebene Relation) irrelevante Informationen
abstreifen.
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2.6 Abbildungen

naive Definition:
Eine Abbildung f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem n € M genau ein Element aus N zuordnet,
dieses wird mit f(n) bezeichnet. Notation:
f:M— N,mw~ f(m)

Zwei Abbildungen f, g : M — N sind gleich, wenngiltVn € M : f(n) = g(n) M heiflt die Definitionsmenge
von f, N heifit die Zielmenge von f
2.6.1 Definition
Eine Abbildung f von M nach N ist ein Tupel (M, N,G ), wobei G ¢ eine Teilmenge von M x N mit der
Eigenschaft ist, dass fiir jedes Element m € M genau ein Elementn € N mit (m,n) € G existiert. (fiir dieses
Element 7 schreiben wir auch f(m)). G heifdt der Graph von f.
2.6.2 Beispiel

. f:R—= R,z 22

2. fR—=R:zw (z,2+1)

3. M Menge,idys : M — M, m +— m heifSt Identitit (identische Abbildung) auf M

4. I,M Mengen: Eine iiber I indizierte Familie von Elementen von M ist eine Abbildung:
m : I — M,i — m(i) =: m;. Wir schreiben fiir die Familie auch kurz (1m;),.;. I heit Indexmenge
der Familie.

5. Spezialfallvon4:I =N, M =R : ((ml)zelN) nennt man auch Folge reeller Zahlen.

2.6.3 Anmerkung iiber den Begriff der Familie

Uber den Begriff der Familie lassen sich diverse Konstruktionen aus der naiven Mengenlehre verallgemeinern.
Ist (M;),c eine Familie von Mengen, dann ist:

UiertM; :={x | Jiel:x € M}
NierM; =={x |Viel:xe M}
1M =A@, | VieT:a€ M}
el
2.6.4 Bild

m, N Mengen, f : M — n Abbildung.
Sindm € M,n € N mitn = f(m) dann nennen wir n ein Bild von m unter f und wir nennen m ein Urbild
von n unter f.

Anmerkung In obiger Situation ist das Bild von m unter f eindeutig bestimmt (nach der Definition einer
Abbildung) Urbilder sind im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, und im Allgemeinen besitzt nicht jedes
Element aus NV ein Urbild.

Beispiel f: R — R,z + 2% dannist4 = f(2) = f(—2), das heift 2 und —2 sind Urbilder von 4, das
Element —5 hat kein Urbild unter f, denn es existiert kein z € R mit 22 = —5
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Definition M, N Mengen, f : M — N Abbildung, A C M, B C N
f(A) :=={f(a) | a € A} C N heiflt das Bild von A unter f.
fUB):={me M| f(m) € B} C M heift das Urbild von B unter f

Beispiel
f:R—= R,z 2?
f({17273}) = {1747 9}
f71({4,-5}) = {2, -2}
fFo1{4)) = {2, -2}

fT1{=5}) =0
fR)=2*|zcR={zcR|z>0}=Rso

2.6.5 Restriktion
M, N Mengen, f : M — N Abbildung, A C M
flatA— N,m— f(m)
heift die Restriktion von f auf A.Ist B C N mit f(A) C B, dann setzen wir
f153:A—= B,m— f(m)
Ist f(M) C B dann setzen wir:
F1P:=f [§ M — B,m — f(m)

2.6.6 Komposition
L, M, N Mengen, f : L - M,g: M — N Abbildung

gof:L— Nz (gof)(z):=g(f(r))
heifdt die Komposition (Hintereinanderausfithrung) von f und g
Beispiel

f RoRz—a2lg:R>R:z—az+1

= gOf:]R—>IR,xr—>g(f(x)):g(x2)=x2+1

Assoziativitit L, M, N, PMengen, f : L - M,g: M - N,h:n—p
Dann gilt
ho(gof)=(hog)of

das heifst die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ.

Beweis Fiirx € List

(ho(gof))=n((ge f)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x)T
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2.6.7 Eigenschaften von Abbildungen
M, N Mengen, f : M — N Abbildung

Injektivitit f heiflt injektiv:
(D:e{le,mg eM: f(m1)=f(ma) = mi=mg <= Ymy,mg € M :my #myg = f(m1)# f(ma)
Surjektivitit f heiflt surjektiv:

<]):e£‘v’n€M:E|m€M:f(m):n — f(M)=N

Bijektivitit [ heifdt bijektiv: 2L f ist injektiv und surjektiv

Beispiel

. f:R—= R,z 2?ist:
« nicht injektiv, denn f(2) = f(—2), aber 2 # —2
« nicht surjektiv, denn es existiert kein m € R mit f(m) = —1
+ nicht bijektiv
2. f: RZO - R,z z? ist:
« injektiv, denn fiir my, mg € R>g gilt: f(m1) = f(m2) = m? =m3 me2Q mi = mo
« nicht surjektiv, denn es existiere kein m € R mit f(m) = —1
« nicht bijektiv
3. f:R>0 = R>p, 2 — x2 ist:
- injektiv, denn fiir m1,mg € R>g gilt: f(m1) = f(m2) = m? = m3 % mi = mo
« surjektiv, denn fiir m € Rx>g ist f(y/m) = (\/%)2 =m
+ bijektiv
Bemerkung 4.12 M, N Mengen, f : M — N,g : n — M mit g o f = idj; Dann ist f injektiv und g
surjektiv.

Beweis

1. f istinjektiv, denn:
Seien m1,my € M mit f(m1) = f(me) = g(f(m1)) = g(f(m2)) = (go f)(m) =
(go f)(me) = idy(m1) =idpr(me) = my = my

2. g ist surjektiv, denn:
Seim € M Dannistm = idys(m) = (go f)(m) = g(f(m))
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Bemerkung Sei f : M — N, N, M Mengen Dann sind dquivalent:
1. f ist bijektiv
2. Zujedemn € N gibtes genaueinm € M mit f(m) =n
3. Es gibt genau eine Abbildung g : N — M mitgo f =idj; und fog =idy

In diesem Fall bezeichnen wir die Abbildung g : N — M aus 3. mit f ~! und nennen f~! die Umkehrabbildung
von f. Sie ist gegeben durch

f~': N = M,n — Das eindeutig bestimmte Element m € M mit f(m) =n

Beweis Stattl. <= 2.und 2. <= 3.zeigenl. = 2. = 3. = 1.

« 1. = 2. Sei f bijektiv
zu zeigen: Ist n € N, dann existiert genau einm € M mit f(m) =n

- Existenz folgt aus Surjektivitit von f
- Eindeutigkeit: Seien my, ms € M mit f(mq1) =n, f(m2) =n = f(m1) = f(ma) M
mp = msy

« 2. = 3.Zujedemn € M existiere genau einm € M mit f(m) =n
zu zeigen: Ex existiert genau eine Abbildung g : N — M mit f o f = idjp;und f o g = idy

- Existenz: Wir definiereng : N — M, n +— das nach 2. eindeutigbestimmte Element m € M mit f(m) =n
Dann gilt firm € M:

(g F)(m) = F(f(m)) = m, dasheiBt g o | = idyy
und firn € Nist (fog)(n) = f(g(n)) =nalso fog=idy
- Eindeutigkeit: Es seinen g1, g2 : N — M mitg; o f =idps, fog; = idy firi = 1,2
= g1 =g1oldy =g10(fogz) =(g10f)ogs=idryogs = g2

« 3. = 1. Wegen 3. existiertg : N — M mitgo f =idys, fog =idn
Bemerkung4.12
[Bemerkungd L ¢ iektiv |, f surjektiv —> f bijektiv —> 1.

Anmerkung

- Bitte stets aufpassen, ob mit f ! die Umkehrabbildung (falls existent) oder das Bilden der Urbildmenge
gemeint ist.

+ Im Beweis von 3. == 1. haben wir die Eindeutigkeit von g gar nicht verwendet, das heif’t wir haben
sogar gezeigt:
f bijektiv <= 3! Es existiert eine Abbildung g : N — M mit f o g = idy und f o f = idjs Solch
eine Abbildung g ist in diesem Fall automatisch bestimmt.

Beispiel Im Beispiel vorher habenwir gesehen f : R>¢g — R0,z — x? ist bijektiv. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch =1 : R>o9 — Rxq, 7+ /@
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Bemerkung M, N Mengen, f : M — N Dann gilt:

1. finjektiv <= Esexistiertg: N — M mitgo f =idys
Beweis:

. , <= “folgt aus

+ , = “Sei f injektiv. Sein x ein beliebiges Element aus M Wir definieren

g: N — M,nw— N n ¢ J(M)
’ das eindeutig bestimmte Element m € M mit f(m) =n n € f(M)

Fiir allem € M istdann (g o f)(m) = g(f(m)) = mdasheiflt go f = id

2. f surjektiv <= Esexistiertg : N — M mit f o g = idy
Beweis:

., <= “folgt aus .6.7

- , = “Sei f surjektiv. Fiir jedes Element n € N wihlen wir ein Element 72 € f~1({n}) # 0 und
seheng : N — M,n +— n.Dannist (f o g)(n) = f(g(n)) = nfirallen € N und das heiflt
fog=idn O

Anmerkung Das wir stets einen Auswahlprozess wie im Beweis von 2., = “ vornehmen konnen ist ein
Axiom der Mengenlehre (erkennen wir als giiltig an, ist jedoch nicht beweisbar), das Auswahlaxiom:
Ist I eine Indexmenge und (A;);.; eine Familie von nicht leeren Mengen, dann gibt es eine Abbildung y : I —
Uses Ai mity(i) € A, fiiralle ¢ € I (im obigen Beweis ist I = N, A, = f~'({n}) fir n € N)

Bemerkung 4.16 L, M, N Mengen, f: L — M,g: M — N
Dann gilt: g, f beide injektiv (beziehungsweise surjektiv oder bijektiv)] = ¢ o f injektiv (beziehungsweise
surjektiv oder bijektiv)

Definition 4.17

Bemerkung 4.19 M, N endliche Mengen mit |[M| = |N|, f : M — N Dann sind dquivalent:
1. f istinjektiv
2. f ist surjektiv

3. f ist bijektiv

Beweis
« 1. = 2.Sei finjektiv = |f(M)| = |M| = |N|wegen f(M) C N folgt f(M) =N = f

surjektiv

« 2. = 3.Sei f surjektiv, das heiflt f(M) = N
Annahme: f ist nicht bijektiv = f nicht injektiv = Imi,me € M : m1 # ma A f(M;) =
f(me) = |f(M)| < |M| = |N|Widerspruchzu f(M) = N

e 3. — 1.trivial
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3 Gruppen, Ringe, Korper

3.1 Gruppe
3.1.1 Verkniipfung
M Menge, Eine Verkniipfung (inverse Verkniipfung) auf M ist ein Abbildung

x: M x M — M
Anstelle von *(a, b) schreiben wir a * b
Beispiel
«+:RxR—=R,(a,b)—a+b
« - :RxR—=R,(a,b)—a-b
sind Verkniipfungen

3.1.2 Monoid

Ein Monoid ist ein Tupel (M, x), bestehend aus einer Menge M und einer Verkniipfung
x: M X M — M, welche folgende Bedingungen geniigt:

+ (M1) Die Verkniipfung ist assoziativ, das heift

Va,bce M :(axb)xc=ax(bxc)

« (M2) Ex existiert ein neutrales Element e in M, das heif3t
dee M :Vae Mexa=a=axe
Beispiel
+ (No, +), (%, +) sind Monoide (neutrales Element: 0)

+ (N, +) ist kein Monoid (ex existiert kein neutrales Element)

+ (N,+), (%, -) sind Monoide (neutrales Element: 1)
Bemerkung (M, %) Monoid. Dann gibt es in M genau ein neutrales Element.

Beweis
+ Existenz: Es existiert ein neutrales Element: folgt aus Definition eines Monoids
+ Eindeutigkeit: Seien e, € € M neutrale Element
— e—=exe—=¢€

3.1.3 Inverses

(M, ) Monoid mit neutralem Element e, @ € M Ein Element b € M heift Inverses zu a 2L gxb=c=bxa
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Beispiel
« In(7Z,+) ist —2 ein Inverseszu 2denn 2 + (—2) =0 = (—2) + 2
« In (N, +) existiert kein Inverses zu 2, denn es existiert keinn € Nomitn +n=0=n+ 2

« In (7Z, -) existiert kein Inverses zu 2, denn es existiert keinn € Zmit2-n=1=mn-2
Bemerkung (M, %) Monoid, a € M Dann gilt: besitzt a ein Inverses, dann ist dieses eindeutig bestimmt.

Beweis Seinen b, b Inversen zu a, sein e € M das neutrale Element

= bze*bz(i)*a)*bzg*(a*b):?)

3.1.4 Gruppe

Eine Gruppe ist ein Tupel (G, %), bestehen aus einer Menge G und einer Verkniipfung * : G x G — G, sodass
gilt:

+ (G1) (G, *) ist ein Monoid
+ (G2)Jedes Element aus G besitzt ein Inverses

In diesem Fall schreiben wir @’ fiir das nach B.1.3 eindeutig bestimmte Inverse eines Elements a € G

Beispiel

« (Z,+)isteine Gruppe, denn (Z, +) ist ein Monoid und fiir a € Z ist —a das inverse Element: a+(—a) =
0=(—a)+a

* (Z, ) ist keine Gruppe, denn das Element 2 € 7Z hat kein Inverses (vergleiche B.1.3).

« (Q\ {0},) ist eine Gruppe denn es ist ein Monoid mit neutralem Element 1 und fiir jedes Element

a € Q\ {0} existierteinb € Q \ {0} mita-b=1=b-aq,nimlichb = 1

a

Bemerkung 5.11 (G, *) Gruppe mit neutralem Element e, a, b, ¢ € G. Dann gilt

1. (Kiirzungsregel)
axb=axc = b=c

axc=bxc = a=0b>
2.axb=e = b=2d
3. () =a

4. (Regel von Hemd und Jacke) (a * b)" = V' x a’

Beweis

1. Seiaxb=axc = d*(axb) =d *(axc) = (d*a)xb=(dxa)xc = exb=
exc = b=c

2.ausl.axb=c=axad = b=4d

3. Esista xa’ = e = a’ % a, das heift a ist Inverses zua’ = (d)' = a

4. Esist(axb) (V' xd/) =a*(bxb)xd =axd =e = b xd = (a*b)
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3.1.5 Abelsche Gruppe
(M, %) Monoid / Gruppe heiflt kommutativ (abelsch)

gVa,bEM:a*b:b*a

Beispiel Alle bisher betrachteten Beispiele von Monoiden beziehungsweise Gruppen sind abelsch

Bemerkung 5.14 M Menge, Wir setzten S(M) := {f : M — M]|f bijektiv} Dann ist (S(M), o) eine
Gruppen, die symmetrische Gruppe auf M

Beweis

1. ,0"ist wohl definiert, das heift fiir f, g € S(M) ist f o g € S(M) folgt aus

2. ,0“istassoziativ f o (goh) = (fog)ohV f,g € S(M) nach 4.9

3. idps ist neutral: idps € S(M)undidpysof = f = foidy Vf € S(M)

4. Existenz von Inversen: f € S(M) == f bijektiv = Es existiert Umkehrabbildung f~! € S(M)

zu f fiir diese gilt: f o f~! = idy; = f~! o f dasheift f~! ist immer zu f beziiglich ,o*

3.1.6 Permutationen

neN
Sp=8S{1,....,n}) ={x{1,...,n} = {1,...,n} | 7ist bijektiv}

(Sh, o) heiflt die symmetrische Gruppe auf n Ziffern, Elemente aus .S;, heifen Permutationen. Wir schreiben
Permutationen 7w € S,, in der Form:

”:<7r(11) 77(22) N W?n)) M

Beispiel In Ssist

das heiflt (S5, o) ist nicht abelsch.

3.1.7 Restklassen

Motivation Im tiglichen Leben verwendet man zur Bestimmung von Urzeiten das Rechnen ,modulo 24", zum
Beispiel 22Uhr + 7h = 5Uhr. Wir wollen dies mathematisch prizisieren und verallgemeinern



3 Gruppen, Ringe, Korper 22

Bemerkung 5.17 n € N. Dann ist durch

awb(D:ef)EIqu:a—b:qn

eine Aquivalenzrelation auf 7 gegeben. Anstelle von a ~ bschreiben wiraucha = b( mod n) (,n ist kongruent
b modulo n“) Die Aquivalenzklasse von a € 7 ist durch

a:={beZ|b=a( modn)}=a+nZ:={a+nq|qc}

gegeben und heifit die Restklasse von a modulo n. Die Menge aller Restklassen modulo n wird % bezeichnet
(,Z modulo nZ“) Es ist:

Z _ -
— =1{0,1,...,n—1
TLZ { Y Y Y }
und die Restklassen 0, . .., n — 1 sind paarweise verschieden
Beweis
1. ,=“ist eine Aquivalenzrelation, denn:
« ,="istreflexiv: Fira € Zista = a( mod n)denna —a =0=0n

. ,="ist symmetrisch: Seien a,b € Z mita =b( mod n)Ig € Z:a—b=qn
= b—a=(—¢)n = b=a( modn)

. ,="ist transitiv: Seien a, b, ¢ € Z mita = b( mod n),b = ¢( mod n)
- = dqi1,q2 € Zmita—b=qin,b—c=qn
- = a—c=(a-b+b—c)=qgn+gn=(q +1l2)n = a=c( mod n)
2. Die Aquivalenzklasse von n € Z ist gegeben durch
{beZ|b=a( modn)}
={beZ|3qeZ:b—a=qn}
={beZ|IqeZ:b=a+qgn}
=a-+ni

4 ~ -
— = 1,...,n—1
n7Z {077 , T }

denn:

+ Ist a € Z beliebig, dann liefert Division mit Rest durch n:
Esgibtq,r € Zmita=gn+r,0<r <n

= a—r=qn = g=r( modn) = a=r

Das heifit: Jede Restklasse ist von der Form 7 mitr € {0,...,n — 1}

« Die Restklassen 0, 1, ...,n — 1 sind paarweise verschieden denn:
Seiena,b € {0,...,n—1}mita=b — a=b( modn) — Iqg€Z:a—b=qgn =
|a — 0] = |q]n.

- Wireq # 0,dann |g| > 1wegeng € Z = |a—b| > n Widerspruch zu a,b €
{0,...,n—1}
Also: ¢ = 0 das heifita = b
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Beispiel n=3:a=b( mod3) < Jg€Z:a—b=3q

zum Beispiel: 11 = 5( mod 3),denn11 —5=6=2-3

zum Beispiel: 7 # 2( mod 3),denn 7 — 2 = 5 und es gibt kein ¢ € Z mit 5 = 3¢

0={a€Z|a=0( mod3d)}={a€Z|FqeZ:a=3¢} =3%Z2={...,—6,-3,0,3,6,...}

1={a€Z|a=1( mod3)}={a€Z|Iq€Z:a—1=3¢q}=1+3Z={...,—5,-2,1,4,7,...}

2={a€Z|a=2( mod3)}={a€Z|Iq€Z:a—2=3¢q}=2+3Z={...,—4,-1,2,5,8,...}

3={a€Z|a=3( mod3)}={a€Z|qe€Z:a-3=3q}={a€Z|Iq€Z:a=3(qg+1)}3Z=0
1=2

4=1,5=2,

Bemerkung 5.18 n € N wir definieren eine Verkniipfung (Addition) auf % wie folgt:
Fira,b € % setzen wir @ + b = a + b Dann gilt (%, +) ist eine abelsche Gruppe

Beweis

1. Die Verkniipfung ist wohldefiniert:
Problem: Die Addition verwendet Vertreter von Restklassen. Es ist zum Beispiel in % :3+4=3+4=
7 = 2, aber man konnte auch Rechnen: 3 +4 =8 +9=8+9=17=2
Wir miissen nachweisen, dass die Wahl der Vertreter keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, das heifit die
Verkniipfung ist "Vertreter unabhingig”™:
Seien a1, as, b1, by € Z,a1 = Gz, b1 = by

—> a1 =az( mod n),by =be( mod n) (
= Jdq1,92 € Z a1 —az = q1n, by — b = q@ann, by — ba = qon (
= (a1 +b1) — (a2 + b2) = (a1 —az) + (b1 —b2) = qin + gan = (¢1 + q2)n (6)
= a1 +b; =az+ba( mod n) (
— (

a1+ by = az + by

2. (%) ist eine abelsche Gruppe:

« Assoziativgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € Z ist

(@a+b)+c=a+b+c=(a+b+c=a+(b+c)=a+btc=a+ (b+¢)

« Qist neutrales Element,dennVa € Z:0+a=0+a=a =

a
« Fiira € Z ist —a das inverse Element zu g, denna + —a = a+ (—a) =0 =—a+a

. Kommutativgesetz:Va,b€ Z :a+b=a+b=b+a=b+a

Beispiel Wir tragen die Ergebnisse der Verkniipfung ,+“ in einer Verkniipfungstafel zusammen: n = 3

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
n=4
+ 0 1 2 3
0 01 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2
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3.1.8 Gruppenhomomorphismus
(G, %), (H,®),¢ : G — H Abbildung
¢ heiflt ein Gruppenhomomorphismus 2lvabed: wlaxb) = p(a) ® p(b)
 heifdt ein Gruppenisomorphismus 2  ist bijektiver Gruppenhomomorphismus
Beispiel
1. ¢ : Z — Z,a — 2a ist Gruppenhomomorphismus von (Z, +) nach (Z, +) denn:
ela+b)=2(a+0b)=2a+2b=y(a)+pb)Va,beZ

¢ ist aber kein Gruppenisomorphismus, denn ¢ ist nicht surjektiv (1 & ¢ = @Z)

2.n € N.Danngiltyp : Z — %, a + @ ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z, +) nach (%, +),
denn -
Va,beZ:pla+b)=a+b=a+b=¢p(a )+<p(b)
¢ ist kein Gruppenisomorphismus, denn ¢ ist nicht injektiv (p(0) = 0 = ©(n), aber 0 # n)

3. ¢ : Z — Z,a — a+ 1ist kein Gruppenhomomorphismus von (Z, +) nach (Z, +), denn

©(246) =p(8) =9, aber p(2) + p(6) =3+ 7 =10

4. exp : R = R>q, x — exp x = €” ist ein Gruppenisomorphismus von (IR, +) nach (R>o, -), denn:

exp(a+b) = exp(a) exp(b)Va,b € R
« exp ist bijektiv (vgl. Anal - Vorlesung)

Bemerkung 5.23 (G, ), (H, ®) Gruppen mit neutralen Elementen e¢; beziehungsweise ef7, 0 : G — H
Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

1. p(eq) =en
2. Va € G: p(a') = p(a) (Hierbeiist” das Inverse)

-1

3. Ist o Gruppenisomorphismus, dann gilt =" : H — G ebenfalls Gruppenisomorphismus

(G, %), (H, ®) heiflen isomorph 2L By existiert ein Gruppenisomorphismus ¢ : G — H Wir schreiben dann
(G *) = (H,®)

Beweis
1. Eseny ® p(eq) = pleq) = plea * eq) = p(ec) ® (eq) = en = p(eq)
2. Seia € G Dannistey = p(eg) = plaxa’) = ¢(a) ® (d/) = ¢(d') = p(a)

1 ist bijektiv, noch zu zeigen: ! ist ein Gruppenhomomorphismus, das heift

3. ¢~
o ewd) =p He)xp N d)Ve,de H
Seien ¢, d € H Weil ¢ bijektiv: Ja,b € G : p(a) = ¢, ¢(b) =d

= ¢ (c®d) =9 (p(a) xp(b) =¢ plaxb) =axb=¢ ' (c)xp ' (d)O
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3.2 Ring

Ein Ring ist ein Tupel (R, +, -), bestehend aus einer Menge R und 2 Verkniipfungen:
«+:RXxR—R,(a,b)—~a+b genannt Addition
« - :RXR— R, (a,b)—~a-b genannt Multiplikation

welche den folgenden Bedingungen gentigen
« (R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe
+ (R2) (R, -) ist ein Monoid
+ (R3) Es gelten die Distributivgesetz, das heift

Va,bce R:a-(a+b)=a-b+a-c,(a+b)-c=a-c+b-c
Ein Ring heiffit kommutativ 2L die Multiplikation ist kommutativ, das heift Va,b€ R:a-b=0b-a

3.2.1 Anmerkung

+ ohne Klammerung gilt die Konvention ,-“ vor ,+*“ Das Zeichen ,-“ wird hiufig weggelassen.

+ das neutrale Element beziiglich ,+*“ bezeichnen wir mit 0 (Nullelement), das neutrale Element beziiglich
,-“mit 1 p (Einselement). Daszua € R beziiglich ,+“inverse Element bezeichnen wir mit —a, fiir a+(—b)
schreiben wir a — b. Existiert zu a € R ein Inverses beziiglich - so bezeichnen wir dieses mit a !

« Wir schreiben hiufig verkiirzend , R Ring” statt (R, +, -) Ring"
+ In der Literatur wird gelegentlich die Forderung der Existenz eines neutralen Elements beziiglich -

weggelassen, ,unser” Ringbegriff entspricht dort dem Begriff ,Ring mit Eins“

3.2.2 Beispiel
1. (Z,+, ) ist ein kommutativer Ring
2. Nullring ({0}, +, ) mit0 + 0 = 0,0 - 0 = 0 ist ein kommutativer Ring

(hier ist Nullelement = Einselement = 0). Wir bezeichnen den Nullring kurz mit 0.

3.2.3 Bemerkung 6.3

R Ring. Dann gilt:
1. 0pra=0gr=a-0gVa€R
2.a-(—a)=—ab=(—a)-bVa,be R

3. Ist R # 0,dannist 1g # Og
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Beweis
1 OR +0R o= OR o= (OR 1 OR) o= OR a+ OR- okiirzen s. [[Bemerkung 5.11]]" OR _ OR aa- OR _ OR
analog
2.0p,=0g-b=(a+(—a))-b=a-b+(—a)-b = [[Bemerkung5.11]]—ab = (—a)-b,a-(—b)0—ab
analog
3. Beweis durch Kontraposition: Sei 1z = Op

— VaceR:a=a-1gp=a-0gr =0g

dasheilt R =0 O

3.2.4 Bemerkung 6.4

n € N Fira,b € % setzenwira + b := a + b,a - b := ab, dann ist (%, =+, ) ein kommutativer Ring.

Wenn wir ab jetzt vom Ring % sprechen, dann meinen wir (%, =+, ) mit den obigen Verkniipfungen

Beweis

1.

o

N

u

Multiplikation ist wohldefiniert (das heifit ,vertreterunabhéngig’, vergleiche B.1.7)
Seiay,as, by, by € Zmitay = ag, by = by

— a; =az( modn),b; =by( mod n) )
= dq1,¢2 €% a1 —az = qn,by — by = gan (10)
= a1by — agby = a1(by — b2) + ba(a1 — a2) = agqen + baqin = (a1q2 + bagi)n (11)
= a1b1 = agb2( mod n) (12)
— a1b1 = a262 (13)
Multiplikation ist assoziativ, Fiir a, b, ¢ € 7 ist
a-(b-ée)=a-ac=a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c=(a-b)-c
Existenz eines Einselement:Va € Z :1-a=1-a=a=a-1
Multiplikation ist kommutativ:
Va,b€Z:a-b=a-b=b-a=b-a
. (%, +) ist abelsche Gruppe nach .17
Distributivgesetz:
a-(b+c¢)=a-b+c (14)
=a-(b+c) (15)
=a-bta-c (16)
=a-b+a-c =a-b+a-c (17)

(d + l;) € =a-C+ b-cfolgt wegen Kommutativitit der Multiplikation
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Beispiel 6.5 Verkniipfungstafel fiir % n=3:

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
-0 1 2
00 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1
n=4:
+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Ol O DI O DI
WI NI = O =
N DN O NI
N W Ol Wl

W NI =D

In%ist?-? =0, aber 2 # 0.
3.2.5 Integrititsbereich
ist ein kommutativer Ring (R, +, -) mit R # 0, in dem gilt:

Va,be R:a-b=0r =— a=0rVb=0pg

beziehungsweise dquivalent dazu:

a#0rANb#0r = a-b#0g

Beispiel 6.7

Z

Z st ein Integritétsbereich, 17 st kein Integrititsbereich, denn 2 - 2 = 0, aber

' 3%
Bemerkung 6.8 n € N Dann sind dquivalent
1. % ist ein Integrititsbereich

2. nist eine Primzahl

2

4

0
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Beweis [ = [} zeigen wir durch Kontraposition, das heifit -} = -l
Sein € NN keine Primzahl. Falls n = 1 dann ist % = {(_)} (Nullring), das heift % ist kein Integritatsbereich.
Seim im Folgenden n > 1 und keine Primzahl.

= da,beN:1 <a,b<nAn=a-b (18)

— O0=n=ab=a-b (19)

und es ist bara,b # 0 = % kein Integritatsbereich.
P = [[: Sein n eine Primzahl = n > 1, insbesondere % # 0.Seiena, b € % mita-b=0

= dqg€Z:ab=qn

Da n Primzahl, kommt n n der Primfaktorzerlegung von ab als Primfaktor vor
= n kommt in der Primfaktorzerlegung von a oder b als Primfaktor vor

= nlavn|b = a=0Vvb=0

3.3 Korper

Ein Korper ist ein kommutativer Ring (K, +, -), in dem gilt K # 0 und jedes Element a € K, a # 0 besitzt ein
Inverses in K beziiglich - das heift: 3b € K : a - b = 1. Wir setzen K* := K \ {0}

3.3.1 Beispiel
1. (R,+,-),(Q,+, ) sind Kérper (mit den iiblichen +, -)
2. % ist ein Korper (betrachte Verkniipfungstafel)

3. é ist ein kein Korper: Das Element 2 besitzt kein Inverses beziiglich ,-“

3.3.2 Bemerkung 6.11
K Korper, Dann gilt:
1. Og # 1k
2. K ist ein Integrititsbereich

3. (K™, ") ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1

Beweis
1. folgt aus
2. K # 0 nach Definition. Seien a,b € K mit ab = Og. Falls a # 0 dann
b=1g-b= (a_la) -b=a"%(ab) = a ' 0xg =0x
Insbesondere gil: a =0V b =0

3. K* x K* — K* ist wohldefiniert nach P (aus a, b € K* folgt ab € K*)
Da (K, -) abelscher Monoid mit neutralem Element 1 ist auch (K*, -) abelscher Monoid mit neutralem
Element 1. Nach B3 besitzt jedes Element a € K™ ein Inverses b € K mit ab = 1 Wegen O # 1g
istb # O (sonstab = a - 0 = Ox # 1k), dasheillt b € K* O
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3.3.3 Bemerkung 6.12

R Integritétsbereich, der nur endlich viele Elemente hat. Dann ist R ein Korper.

Beweis R Integrititsbereich = R # 0
Noch zu zeigen: @ € R\ {Og} = Jb € R:ab=1rSeia € R\ {Or}. Wir betrachten die Abbildung
e R— R,x— ax

1. Behauptung: ¢, ist injektiv, denn:

Seien z,y € R mit
va() = 0aly) = ax =ay = ax + (—(ay)) =0g (20)
Mit [[Bemerkung 6.3]] folgt:
= ar+a(—a)=—-R = a(r —y)=0g 21)
Aus R Integrititsbereich und a # 0 folgt:

r—y=0 = z=y (22)

2. Da R endlich ist und ¢, injektiv ist, ist ¢, nach [.6.7 surjektiv

= FbER:pu(b) =1 = ab=1p

3.3.4 Folgerung 6.13

n € N Dann sind dquivalent
7 . . ..
1. -7 ist ein Kdrper
2. nist eine Primzahl
Beweis — [ durch Kontraposition: # — -l

Sei n keine Primzahl —- % kein Integritatsbereich =— % kein Korper
= [[| Sein eine Primzahl =—- % Integritétsbereich, der nur endlich viele Elemente hat =—- % Korper

Notation p Primzahl. Man nennt [F'p := ]% auch den endlichen Koérper mit p Elemente

3.3.5 Definition 6.14

R Ring
0 S 1p£0¥neN
min{n € N| > ;_;1gp =0r} sonst

char(R) := {
heifst die Charakteristik von R
Beispiel 3.1
1. char(Z) = char(Q) = char(R) =0

(an]]

2. char(:Z) =n,denn > _; I=n=0und > ' I=m#0firme {1,...,n—1}
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Bemerkung 3.2 R Integrititsbereich. Dann ist char(R) = 0 oder char(R) ist eine Primzahl

Beweis Beweis durch Widerspruch. Annahme: char(R) # 0 und char(R) ist keine Primzahl.
Da R Integrititsbereich ist ist 1z # Op also char(R) # 1

—> Ja,b € N, 1 < a,b < char(R) : char(R) = ab

char(R) a b
= 0r= > la=) la-) 1z
k=1 k=1 k=1
R Integrititsbereich - b
ntegrititsbereic
k=1 k=1
= char(R) < aVchar(R) <b" zua,b < char(R) O

Bemerkung 3.3 K Korper, dann ist char(K) = 0 oder char(K) ist Primzahl.

Beweis Folgt aus B.2 und O
Beispiel 3.4 p Primzahl, dann ist char(IF,) = p

4 Polynome

Definition 4.1 (7.1 Polynome) K Korper, ein Polynom in der Variablen ¢ tiber K ist ein Ausdruck der Form
n
f= Z axt”
k=0

mitn € N (das heifSt insbesondere nur endliche Summanden), a, . . . , a,, € K (fehlende a = 0, ebenso setzen
wir ag~n, = 0). Die a; heiflen die Koeffizienten von f

—00 f=0
max{kElNg]ak;éO} f;éO

heiflt Grad von f. fiir f # 0 heift [(f) := ageg(s) heift der Leitkoeffizient von f, (0) := 0. f heifit normiert

2 I(f) = 1 Hierbei sind zwei Polynome f = Y 1_,axt®, g = S 1L, bt® gleich (f = g) 2 deg(f) =

deg(g) =: runda, = b,,...,a1 =by,ap = by

Bemerkung 4.2 Man kann das auch prizise machen (Algebra 1, WS15/16, Blatt 5, Aufgabe 3)
Beispiel 4.3 (7.2)

1. f= %:UQ — Tz + % € Qlx] = deg(f) =2,I(f) = %,fist nicht normiert

2. f=a — %SE + % € Qx] = deg(f) =5,I(f) =1, f ist normiert

Bemerkung 4.4 (7.3) K Korper, f,g € K[t], f =) 1, apth, g = Yo by tF. Wir setzen r := max{m, n}
und definieren
fH+g="(ar+b)t" + ...+ (a1 +b1)t + (a0 + bo)
f-g=cpymt"™ 4+ ... +ecit +co,cp = Z a;b;
i7j€N0
i+j=k

Mittels der Verkniipfung +, - wir die Menge aller Polynome iiber K in der Variablen ¢(=: K[t]) zu einem
kommutativen Ring, dem Polynomring iiber K in der Variablen ¢
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Beweis Man rechnet die Ringaxiome nach 4
Bemerkung 4.5 (7.4) K Korper, f, g € K|[t], Dann gilt:

1. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

2. deg(fg) = deg(f) + deg(g)
(Hierbei setzt man Formel fiirn € Ny : —o0 < n,n+ (—00) = —00 = (—00) +n, (—00) + —(00) = —00)

Beweis Falls f = 0oder g = 0,dannsind 1.und 2.klar. Im Folgendenseien f, g # O,etwa f = > }'_, apth, g =
> it o bith mit ay,, by, # O (insbesondere deg(f) = n,deg(g) = m)

1. Wir setzen k := max{m, n}

— f+g="(ar+b)t* +... 4 (a1 + b))t + (ao + bo)
= deg(f+9) <k (beachte: Es konnte aj, + by, = 0 sein)

2. Essei fg = apb,t"™™ + ... 4+ agbg und es ist apb,, # 0 da K als Korper ein Integrititsbereich ist
= deg(fg) =n+m O

Folgerung 4.6 (7.5) K Korper, dann ist K [t] ein Integrititsbereich

Beweis K|[t] # O klar (zum Beispiel ¢ € t) Seien f,g € K|[t], f,g # 0 = deg(f),deg(g) > 0 =
deg(fg) = deg(f) +deg(g) 20 = fg #0 O

Bemerkung 4.7 K[t] ist kein Korper: Das Polynom ¢ € K[t] besitzt kein Inverses beziiglich ,-, denn:
Wire f € K|[t] invers zu t, dann wire ft = 0 = deg(1l) = 0deg(ft) = deg(f) + deg(t) = deg(f) +
1 = deg(f) =-1"

Satz 4.8 (7.6 Polynomdivision) K Korper, f,g € K[t],g #0
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, 7 € K[t], mit f = qg + 7 und deg(r) < deg(g)

Beispiel 4.9 (7.7) f =313+ 5t + 1,9 =t + 1 € Q[t]
(3> +5t+1): (B +1) =3t
Also3t3 +5t+1=3"(t*+1) +2t+1,q=3t,r =2t +1

Beweis 1. Existenz:
Falls f = 0, setzen wir g := 0, := 0 fertig.
Im Folgenden sei f # 0, das Polynom g sei fixiert. Wir zeigen die Existenz von ¢, r per Induktion nach

deg(f) € No

« Induktionsanfang: (etwas unkonventionell, geht aber auch): deg(f) € {0,...,deg(g) — 1} (das
heift deg(f) < deg(g))
Setze ¢ := 0,7 := g,dannist f = qg + r,deg(r) = deg(f) < deg(g).

« Induktionsschritt: Es sei deg(f) > deg(g) und die Behauptung sei fiir alle Polynome aus K [t] von
Grad < deg( f) schon gezeigt.
Wir setzen n := deg(f), m := deg(g) und schreiben:

f=1(f)t" + Terme kleineren Grades
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g = 1l(g)t"™ + Terme kleineren Grades

Bsist f — gl mg =

l
I(f)t" + Terme kleineren Grades — lifit”_ml(g)tm + Terme kleineren Grades
g

e

= deg<f - %‘gt"‘”v <n

Nach Induktionsannahme gilt: Es existiert ¢, 71 € K [t] mit

o))

T

t"""g = q19 + r1, mit degr; < deg(g)

— f= <q1 + ég;ﬂ‘l)g—kn
i)

Setze ¢ := q1 + (o) t"=™ r:=ry,dannist f = qg + r und deg(r) < deg(g)

2. Eindeutigkeit: Seienqi, g2, 71,72 € K[T|mit f = q1g+r1+q2g+r2unddeg(ry) < deg(g),deg(r2) <
deg(g)

= (1 —q)g=r2—11
— deg(g1 — q2) + deg(g) = deg(r1 — r2)

Falls q1 # g2, dann sind beide Seiten der Gleichung in Ny und es wire

deg(g) < deg(ry — 1)
Nach f.3 ist deg(ra — 1) < max{deg(r2),deg(—r1)} < deg(g)" Also g1 = go, somit 7y — 1] =
g1 —gq29 = 0,alsory =19 0
=0

Definition 4.10 (7.8, Nullstelle) € K[t|, f = apt™ + ...+ a1t + ap, A € K
Wir setzen f(A) := ap,A\" + ... + a1\ + ag € K X heift Nullstelle von f 2 fA) =0

Bemerkung 4.11 (7.9) K Korper, f € K]Jt|,\ € K Nullstelle von f. Dann gibt es in K[t] ein eindeutig
bestimmtes Polynom ¢ mit f = (t — A)q. Esist deg(q) = deg(f) — 1

Beweis Existenz: Nach f.§ existiert ¢, € K[t] mit f = (¢t — \)g + r und deg(r) < deg(t — \)
=1
— r ist konstantes Polynom und es gilt

0=fAN)=A=Ng+r(N)=r(\) = r=0 = f=(t—Ng
=0

Eindeutigkeit: aus Eindeutigkeit aus {.§ O

Folgerung 4.12 K Korper, f € K|[t], f # 0,n := deg(f)
Dann besitzt f in K hochstens n Nullstellen.
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Beweis perInduktion nach n Induktionsanfang: n = 0 Ein konstantes Polynom # 0 besitzt keine Nullstellen.
Induktionsschritt: Es sein 7 > 0 und die Aussage sei fiir alle Polynome von Grad < n schon gezeigt. Falls f
keine Nullstelle besitzt, dann fertig. Im Folgenden besitze f eine Nullstelle sei A\ € K eine solche, daraus folgt

mit @.11]
dge Kt]: f(t—N)g,degg=n—1

Ist e # A eine weitere Nullstelle von f dann ist

0=fle)=¢g_Aale)
#0

Da K als Korper ein Integrititsbereich ist folgt: g(¢) = 0, das heift  ist Nullstelle von g. Nach Induktionsvoraussetzung
hat ¢ hochstens n — 1 Nullstellen = f hat hochstens n Nullstellen U

Definition 4.13 (7.11) K Korper, f € Kt|, f #0,A € K
u(f,\) :==max{e € No|Jge K[t]: f = (t—\)g}
heift die Vielfachheit der Nullstelle A von f.

Bemerkung 4.14 « Esist u(f,A\) =0 <= f(A\) # O\ keine Nullstelle von f (denn: f(\) = 0 <
Sqe Kl : f=(t— N > p(f.)) #0)

+ Die Vielfachheit von A gibt an, wie oft der Linearfaktor £ — A in f vorkommt

« Sind A, ..., A\, € K simtliche verschiedene Nullstellen von f und esiste; := u(f, \;),i=1,...,m
dann existiert ein Polynom g € K [t] mit

f=0—=—2)" .. (t—An)"g
und den Eigenschaften, dass g in K kein Nullstelle besitzt und, dass deg(g) = deg(f)—(e1 + ... + em).

« ,bester Fall:“ deg(g) = 0 (,f zerfillt in Linearfaktoren®): Dann existiert a € K \ {0}, A1, ..., A\, € k
paarweise verschieden, ey, ..., e, € IN mit

f=alt—= )" .. (t—=An) ™ €1+ ...+ em = deg(f)
Alternative Darstellung:
f= a(t - 5\1) e (t — an) ,n = deg(f), AL, ... An nicht notwendig verschieden
Satz 4.15 (7.12 Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom f € C[t] mitdeg(f) > 1besitzteine Nullstelle.
Beweis Zum Beispiel in Vorlesung Funktionentheorie 1, Algebra 1 O
Folgerung 4.16 (7.13) f € CJt], f # 0 Dann zerfillt f in Linearfaktoren.

Beweis Induktionsanfang:n = 0 = f ist konstantes Polynom, fertig
Induktionsschritt: Sei n > 1 und die Aussage sei fiir alle Polynome vom Grad < n bereits bewiesen. Nach
Fundamentalsatz der Algebra existiert eine Nullstelle A von f

= dgeClt]: f=(t—N)g,deg(g) =n—1
Nach Induktionsannahme 3a € C, A1, ..., A1 € C (nicht notwendig verschieden)
g=a(t—X)-...-(t— A1)
Setze A\, ;=2 = f=g(t—Ap)=alt—XA)-...-(t =X 1)(t = A\p) O
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Definition 4.17 (7.14) K Korper, f € K[t] f induziert eine Abbildung f : K — K, A — f()), f heiflt die
Polynomfunktion zum Polynom f

Beispiel 4.18 (7.15) Es ist wichtig zwischen dem Polynom f € K[t] und der dazugehorigen Polynomfunktion
[+ K = K zuunterscheiden Sei f = t* + ¢ € Fy[t]. Danniist f(0) = 0 +0 =0, f(1) = 1> + 1 = 0 das
heifdt f : [Fy — Iy ist die Nullabbildung, aber f ist nicht das Nullpolynom

Bemerkung 4.19 (7.16) K Korper mit unendlich vielen Elementen. )
Dann ist die Abbildung *K[t] — Abb(K, K) := {g : K — K Abbildung}, f + f injektiv, das heift: Ist K
unendlich und sind fi, fo € K[t], danngilt f1 = fo <= f1 = fo

Beweis Es seien f1, f» € K[t] mit f; = fo wir setzen g := f1 — fo
K unendlich

— Firallea € Kistg(a) = (fi — f2)(a) = fila) — f2(a) = fila) — fa(a) = 0 ="2=2 g hat
unendlich viele Nullstellen, mit folgtt g =0 = f1 = fo O

Bemerkung 4.20 + Liasstman die Voraussetzung K hat unendlich viele Elemente weg, wird die Aussage
falsch, siehe Beispiel

+ Mitdem Wissen vonf.T§und .19 im Hintergrund bezeichnet man die vom Polynom f induzierte Polynomfunktion
mit f anstelle von f

5 Vektorraume

In diesem Kapitel sei /K stets ein Korper
Definition 5.1 (8.1) Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V, +, -) bestehend aus
+ einer Menge V'
« einer Verkniipfung + : V x V = V, (v,w) — v+ w (Addition)
« und einer duferen Verkniipfung - : K x V — V, (\,v) = A - v (skalare Multiplikation)
Welche folgende Bedingungen geniigen:
1. (V1) (V, +) ist eine abelsche Gruppe

2. (V2) Die skalare Multiplikation ist in folgender Weise mit der anderen Verkniipfung (auf V' und K) vertriglich:

Vipe KvweV

A4+p)-v=Xv+pu-v

A(v+w)= v+ A-w

A. M-w):(A«M)-U
l-v=v

Bemerkung 5.2 + Esistwichtig, zwischen Addition ,+“und skalarer Multiplikation ,-“auf V und Addition
und Multiplikation in K zu unterschieden: In der Gleichung (A\+ ) - v = A - v + p - v sind die
Verkniipfungen wie folgt zu verstehen:

skakare Multiplikation Addition in V
T T
)\ + Iu, . v = )\ . v _|_ /"L . v
3 \ 3

Addition in K skal. Mult. skal. Mult.
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+ Das neutrale Element beziiglich ,+“ auf V' bezeichnen wir mit 0, (Nullvektor), das inverse zuv € V

beziiglich ,+“ mit —v. Das Zeichen ,-“ fiir die skalare Multiplikation lassen wir ab jetzt meistens weg und
schreiben Avstatt A-v (VA € K,v € V)

« Wir schreiben meist verkiirzend ,V K-Vektorraum® (beziehungsweise: ,V K-VR®) anstelle von (V, +,-)
K-Vektorraum.

Beispiel 5.3 (8.2)
1.

K" :={(z1,...,2p) | 21,..., 2, € K}

(1, yxn) + (Y1, ooy Yn) = (T1+ Y1, - oy Ty + Yn)
)\'(1’1,...,{61) = ()\xl,...,)\xn)
e K, (x1,...,2n), (Y1, .., yn) € K"

ist ein K-Vektorraum, der so genannte Standardvektorraum iiber & Die Axiome rechnet man nach, exemplarisch:
sind \, p € K, (x1,...,2,) € K" dann ist

A+p)-(z=1,....2p) = ( A+ w1, ..., A+ p)zp)
Mit dem Distributivgesetz in K folgt:
(Ax1, .. Ay + (px, - py) = M, -y ) + p(en, -0 )
Der Nullvektor ist gegeben durch Ogn = (0,...,0), firz = (x1,...,2y) ist —x = (—x1, ..., —2p)

2. Cistein R-VR beziiglich
+ + = iibliche Addition auf C
« skalare Multiplikation - : R x C — €, A(a + 2b) := Aa + 1\b

3. K|[t] Polynomring iiber K in der Variablen ¢ wird zum K -VR durch
+ + = Addition von Polynomen

- skalare Multiplikation, - : K x K[t] — K[t] : A - S_p_g at® := S _p_ Aagt”

4. M Menge, Abb(M,K) := {f : M — K Abbildung} wird zum K -Vektorraum durch die folgende
Verkniipfungen:

« Addition: Zu f,g € Abb(M, K) wird f + g : M — K definiert iiber
(f +9)(x) = f(z) + g(x),x € M
« skalare Multiplikation: Zu A € K, f € Abb(M, K) wird \f : M — K definiert iiber
(Af)(@) == Af(z),z € M
(,punktweise Addition und skalare Multiplikation®)

Bemerkung 5.4 (8.3) V' K-VR. Dann gilt:

1. Ok v =0y Vo eV
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2. -0y =0y VAe K
3. =0y = A=0gVov=0y
4. (-1lg) - v=—vVoveV
Beweis 1. SeiveV
= Oy +0g-v=0g -v=(0xg+0x) - v=0x-v+0g-v = O -v=0y
2. Seide K
= A0y +0y=XA-0y=X-0y+0y)=A-0y+A-0y = A-0y =0y
3. Seien A € K,v € V,A-v=0.Falls A # O :

v=1g-v=A"A)v=2"" (M) =210y =0y

=0y

{

4. Firv € Vist

v+ (—1lg) v=1g v+ (-1g) - v=(1g + (-1g)) - v=0x v =0y = (—1g)-v=—v
O

Definition 5.5(8.4) V K-VR U CV
U heilt Untervektorraum (K -Untervektorraum), kurz UVR von V 24 Die folgenden Bedingungen sind erfiillt

- (UNU #0
c (U)v,wel = v+welU (das heifdt U ist abgeschlossen beziiglich Addition)

s UW)velU e K — welU (das heifdt U ist abgeschlossen beziiglich skalarer Multiplikation)

Bemerkung 5.6 (8.5) V K-VR, U CV
Dann sind dquivalent

1. U istein UVR von V'

2. Addition und skalare Multiplikation auf V' induzieren durch Einschriankung auf U Verkniipfung + : U X
U — U, -: K xU — U, und beziiglich dieser Verkniipfung ist U ein K-VR

Beweis (1.) = (2.):Sei U ein UVRvon V'

1. Die Verkniipfung 4+ : U x U — U, - : K x U — U sind wohldefiniert wegen (U2), (U3)

2. (V1) gilt (das heift (U, +) ist eine abelsche Gruppe), denn:
« Assoziativgesetz, Kommutativgesetz beziiglich ,+“ gelten, weil sie schon in V' gelten.

« Oy ist neutral beziiglich ,+“ und liegt in U, denn wegen U # () existiert ein u € U, wegen (U3) ist
dann auch Ox - u € U,also 0y € U
0
=y

« —uistinvers zu v und liegt in U, denn: Mit u € U ist nach (U3) auch (—1g) - win U
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3. (V2) gilt, da es schon in V gilt

(2) = (1.) Es gelte (2.)

« (U1): U # 0, denn U ist abelsche Gruppe beziiglich der eingeschrinkten Addition

+ (U2),(U3): folgt direkt aus der Wohldefiniertheit der Verkniipfung+ : U x U — Z,-: K x U - U O

Bemerkung 5.7 + der Beweis von (1.) = (2.) hat gezeigt: Ist U C V ein UVR, dannist Oy € U

+ Abjetzt lassen wir bei Oy, beziehungsweise 0 i meist die Indizes V beziehungsweise K wegund schreiben
fiir beide kurz 0.

Beispiel 5.8 (8.6)
l. K=R,V =R?
EsseiU = {(ﬂfl,xg) € R? | T — 229 = 0}
« (U1):(0,0) € UalsoU # 0
« (U2):Esseien (z1,22) € U, (y1,y2) €U = 1 — 222 =0,y1 —2y2 =0

= (r1+y1) —2@2+y2) =0 = (21,22) + (Y1, 42) = (x1 +y1, 22+ y2) €U

« (U3):Sei(z1,22) EUNER = 21 —220=0 = Az; —2 22 =0

()\ZL‘l, )\ZL’Q) = )\(:El,ibg) eU

Also: U ist ein UVR von V = R2

2. K=R,V=R
EsseiU = {(xl,xg) S IR2 ‘ T — 229 = 1}
Esist (0,0)(=0y) € U = U istkein UVRvon V = R?

3. K=R,V =R?
EsseiU:{(ajl,xg)E]R2|:c120/\x220}
U ist kein UVR von V, denn: (5,2) € U, aber (—1) - (5,2) = (=5,—-2) ¢ U
4. V = K[t
EsseiU = {f € K[t] |deg f <2} ={f € K[t]| Jag,a1,a2 € K : f = ast® + a1t + ao}
« (U1):0€eU,alsoU # 0
« (U2):Esseien f,g € U = deg(f) < 2,deg(g) <2 = deg(f+9) <2 = f+geU
« (U3):Esseif e U Ne K = deg(f) <2 = deg(A\f) <2 = AfeU
Also U ist ein UVR von V/

5. V K-VR. Dannssind {0}, V UVR von V (,triviale UVR®), {0} heift Nullvektorraum (Nullraum)

Bemerkung 5.9 (8.7) V K-VR, I Indexmenge, (U;) ;<1 Familie von UVR von V' (das heifdt fiir jedes 7 € [ ist ein
UVR U; von V gegeben) Dann gilt:
U:=\U

i€l
ist ein UVR von V. Mit anderen Worten: der Durchschnitt von UVR von V ist wieder ein UVR von V'
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Beweis 1. (U1):U # (0,denn0 € U;Vi € I,also0 € U
2. (U2):Seienv,w e U —= Viel:velUj,welU; = Viel :v+welU, = v+welU

3.(U3):SeiveU e K = Viel:vel; = Viel:welU; = we(),;U;=U 0O

Beispiel 5.10 (8.8) Die Vereinigung von UVR ist im Allgemeinen kein UVR, zum Beispiel K = R,V = R?
e Up = {(71,22) € R? | 21 = 22}
e Uy = {(x1,72) € R? | 221 = x2}
Aber: U; U Uy ist kein UVR von R?, denn
(1,1) e Uy CUL1UU,, (2,4) e Uy CUL UV,
aber: (1,1) 4+ (2,4) = (3,5) € Uy U Us
Definition 5.11 (8.9) V K-VR, (vy,...,v,) endliche Familie von Vektoren aus V'

Lin((vi,...,v)) ={aqv1 + ... + v, | a1,...,ap € K}

heift die Lineare Hiille (das Erzeugnis) der Familie vy, ..., v,
v € V heifdt Linearkombination von vy, . . ., vy
Def .
= velin((vy,...,v)) <= Jai,...qp €K v =aiv; + ...+ a0,

Bemerkung 5.12 Andere Notation fiir Lin : span(...), < ... >

Beispiel 5.13 (8.10)

. V=R*K =R
cveV,v#0 = Lin((v)) = {aw | @R} = Gerade durch 0 und v

Gerade durch 0 w € Lin((v))

v,weV,v#0 = Lin((v,w)) = {av+agw | a1, a2 € R} =
7 ((v,w)) = {as 2w | a1, J {Ebenedurch(),v,w w ¢ Lin((v))

2. V= K™als K-VR

e, =10,...,0,1,0,...,0
i

i-te Stelle

Lin((e1,...,en)) = {aie1 +...anen | a1,...,a, € K}
={(a1,0,...,0) + (0,2,0,...,0) + ...+ (0,...,0,0) | 01, ..., 00, € K}
={(a1,...,an) | a1,...,ap € K}

— K"
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Definition 5.14 (8.11) V K-VR, (v;),; Familie von Vektoren aus V'

Lin((vi)id) = {Z a;v; | a; € KYi € I,a; =0fiirfastallei € I}
el
heift die lineare Hiille (das Erzeugnis) der Familie (v;) ;c1- Hierbei bedeutet ,cv; = 0 fiir fast alle s € I Es gibt

nur endlich viele 7 € I mit a;; # 0, das heift die auftretenden Summen sind endliche Summen. Falls I = ()
setzen wir Lin((v;);¢) := {0}

Bemerkung 5.15 EinElementv € V istgenaudannin Lin ((vl) ic ]) enthalten, wenn es eine endliche Teilmenge
{i1,...,4,} C I und Elemente «;,, ..., ;. € K gibt mit

V= QU g,
Insbesondere ist mit Lin ((v;);c;) = Uscr Lin((vi);e;)
Beispiel 5.16 (8.12) V = Kt] als K-VR

Es ist

Lin((t") en,) = { D @it | @ € K, a; = 0 fiir fastalle i € No} = K[{]

1€Np

n€lNg

Bemerkung 5.17 (8.13) V K-VR, (v;),; Familie von Vektoren aus V. Dann gilt:

1. Lin((v;);¢;) ist ein UVR von V/

2.IstU C Vein UVRmitv; € UVi € I, dannist Lin((v;);c;) € U das heifit Lin((v;),c;) ist das
beziiglich ,C“kleinste Element der Menge derjenigen UVR von V' die alle v;, ¢ € I enthalten

Lin((vi);er) = m U

UUVRvonV mitv; e UVie I

Beweis Falls [ = (), dann Lin((v;),;.;) = {0}, dann 1. klar, und jeder UVR U von V enthilt alle v;, i € ), und
enthilt {0} = 2. Auferdem

m U= ﬂ U={0}= Lin((vl-)ieq))

U UVRvon V mitv; e UVi € [ U UVRvon V'

es folgt 3.

Im Folgenden sie I # (). Wir setzen W := Lin((Ui)ie[)

1. « (Ul): Seii € I (Existenz wegen I # (). Dannist 0 - v; = 0 € W, insbesondere W # ()
« (U2):Esseinenv,w € W

= dre N, {i,...,ir} CLa;,...,q;, € K, mitv =a;,v;, +...+ a;,v;,
sowie

SEN,{jl,...,jr}g[,ﬁjl,...,ﬁjr EK, mithﬁjlvjl—l—...—f—ﬁjrvjr
= U+ wW=0Q;V; ..+ 00, +Bj1”j1 —i—...—i—Bjsvjs ew

« (U3):Fir A € K,v € W wie bei (U2) ist

AU = A, v + .o+ Ay v, €W
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2. SeiU CV UVRmity; e UViel
—> Jedes Element der Form Z ;v mit oy € KVi € I,y = 0 fiir fast alle ¢ € I, liegt in U.
el
= Lin((v;);e;) =W CU.

3. zu zeigen:

Lin((vi)ier) = ﬂ v

U UVRvon V mitv; e UVi e [

»,C“Wegen 2. liegt Lin((v;);c;) in jedem UVR U von V/, der alle v;, i € I enthilt

— Lin((vi)id) = ﬂ U

U UVRvon V mitv; e UVi € [

,2“Nach 1.ist W = Lin((vi)id) istein UVRvon V mitv; € W Vi € I, das heifst W ist einer der UVR,
iiber die der obige Durchschnitt gebildet wird

= N U C W =Lin((v;);)
U UVRvonV mitv; e UVie [ ]

Notation: Ist M/ C V/, dann setzen wir Lin(M) := Lin((m),,,,,) (= kleinster UVR von V/, der alle Elemente
aus M enthilt) Vorteil der Definition von Lin(. . .) fiir Familien von Vektoren: Bei Familien ist es sinnvoll zu
sagen, dass ein Vektor mehrfach vorkommt (im Gegensatz zu Mengen), dariiber hinaus haben die Vektoren der
Familie (v;);c; im wichtigen Spezialfall I = {1,...,n}, Familie (v1,...,v,) eine natiirliche Reihenfolgen.
Diese geht verloren, wenn man die Menge {v1, . . ., v, } betrachtet (zum Beispiel in R? : {e1,ea} = {es, €1},
aber (e1, e2) # (e2,€1))

Definition 5.18 (8.14) V K-VR, (v, ..., v, ) endliche Familie von Vektorenaus V, (vy, . . . , v, ) linear unabhingig

Def

S MM, EK M+ AN =0 = M=...= A =0
Mit anderen Worten: Der Nullvektor ldsst sich nur auf triviale Weise aus der Familie (v1, . . ., v,) linear kombinieren.
(vi) ;¢ heiflt linear abhingig 2 (v1,...,v,) ist nicht linear unabhingig

< El)\l,...,)\TEKI()\1,...,)\7«)7&(0,...,0)/\)\1U1+...+)\TUT:0

(vi);c; Familie von Vektoren aus V'

(vi);c heifdt linear unabhingig 24 Jede endliche Teilfamilie von (v;),; ist linear unabhingig, das heifit fiir

jede endliche Teilmenge J C I ist (v;),; linear unabhingig.

el
(vi);c heiflt linear abhingig B (vi) ;¢ ist nicht linear unabhingig

<= deine endliche Teilfamilie (v;),. ; von (v;),., die linear abhingig ist

<= Es gibt eine endliche Teilmenge J = {i1,...,i.} C I, A\jy, ..., A, € K mit

()\il""’Air) 7& (0,,0) /\)\ilvil +...+>\irvir =0
M C V heifdt linear (un-)abhiingig <= (1), ist linear (un-)abhingig.

Bemerkung 5.19 « Mansagt hiufigstatt,(vy, . . . , v, ) istlinear (un-)abhingig“auch ,die Vektoren vy, . . ., vy
sind linear (un-)abhingig.,

« Konvention: () ist linear unabhingig.

Beispiel 5.20 (8.15)
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1. V= K" als K-VR
Die Familie (e, ..., ey,) (vgl 8.10) ist linear unabhingig, denn: Sind A1, ..., A\, € K mit Adje; + ...+
Anén = 0, dann ist
AL(1,0,...,0) 4+ X2(0,1,0,...,0)+ ...+ Ap(0,...,0,1) = 0

:(Alvo’“wo) :(07)‘2707--'70) :(0770’)\77.)

:()\1 ----- )\n)
— )\1:/\2:---:)\71:0

2. K=R,V =R?
Die Familie ((1, —1), (0,2), (1, 2)) ist linear abhingig, denn:

2-(1,-1)+3-(0,2) —2-(1,2) =0
es gibt also eine nicht triviale Linearkombination der Null aus den Vektoren dieser Familie.

3. V.= K[t] als K-VR
Die Familie (t”)neNO ist linear unabhingig, denn:
Sei J = {ni,...,n,} C N eine endliche Teilmenge von Ny, und sind A\, ..., Ay, € K dann folgt
aus
A " A, =0
sofort: Ay, = ... = A, = 0 (vergleiche Definition von ,=“ von Polynomen) Also: Jede endliche

Teilfamilie von (¢"), ., ist linear unabhingig, also ist (¢"),, <\, linear unabhingig.

Bemerkung 5.21 (8.16) V K-VR, (v;)
Dann sind dquivalent:

iel Familie von Vektoren aus V'
1. (v§);¢; ist linear unabhingig

2. Jeder Vektor v € Lin((vi) ic I) lasst sich in eindeutiger Weise aus Vektoren deren Familie (v;),.; linear
kombinieren.

Beweis 1. =—> 2. Sei (v;),.; linear unabhangig, v € Lin((v;);c;) = 3 eine Familie (););c; von

Elementen aus K mit \; = O fiir fast alle ¢ € I, sodass

v = Z )\Z"UZ‘
=1

il

(= Existenz einer Linearkombination)
Es sei nun (f1;); ; eine weitere Familie von Elementen aus K mit j1; = O fiir fast alle 4 € I sodass

v = Z)\ivi = Zﬂivi
=1 i€l
Wirsetzen J :={i € I | \; #0} U{i € I | u; # 0}. Nach Konstruktion ist .J endlich, und es ist
> (i — pi)oi =0
ieJ

=>ierNi—pi)v;

Da (v;);¢ linear unabhingig, ist die endliche Teilfamilie (v;),. ; linear unabhingig = A\; — p; =
OvVieJ = N\ =u;Vie Jfirie J\ Jistohnehin \; = p; =0

= N =u;Viel
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2. == 1l.: Wir setzen voraus, dass sich jeder Vektor v € Lin((vi) ic [) eindeutig aus Vektoren der Familie
(Vi) linear kombinieren lasst.

zu zeigen: (v;);c ist linear unabhiingig, das heifit jede endliche Teilfamilie (v;), ist linear unabhingig
denn: Sei .J C I endlich, und sei (A;), ; eine Familie von Elemente aus /& mit

ZAM =0

icJ

> 0-0;=0

ieJ

Da auch

ist, folgt aus der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Linearkombination, dass A; = 0Vi € J —
(vi);c s ist linear unabhingig O
Bemerkung 5.22 (8.17) Sei V' K-Vektorraum, Dann gilt:
1. Istv € V, dann gilt (v) linear unabhingig <= v # 0
2. Gehort der Nullvektor zu einer Familie, dann ist sie linear abhingig
3. Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrfach vor so ist sie linear abhingig

4. Istr > 2,sogilt: Die Familie (v1, . . ., v, ) von Vektoren aus V ist linear abhiingig <= 3Ji € {1,...,r}:
v; Linearkombination von vy, ..., v;—1, Vit1,..., Uy

Beweis 1. , = “(Durch Kontraposition): Sei v = 0. Dann ist lv = 0, das heiflt (v) ist linear abhingig
, <= “(Durch Kontraposition) Sei (v) linear abhingig =— IN € K\ {0} : \v =0 = v =0

2. Wegen 1 - 0, = 0, existiert in diesem Fall eine nicht triviale Linearkombination der Null.

3. Sei (v;);c eine Familie, sodass i1, o € I existiert miti; # dp und vy, = vy, == 1-vy +(=1) vy, =
0 = (v;);¢ linear abhingig

4. Seir > 2, (vy,...,v,) Familie von Vektoren aus V'
, = “Seivy,...,v, linear abhingig =—> IA\1,..., A\ € K : (\1,...,\) # (0,...,0) A A\jvg +
... A\pvp = 0 Insbesondere existiert eini € {1,...,r}, mit A; # 0
A1 Ai-1 Ait1 A
— Ui:_Evl_“‘_Tiviil_T_:Ui+1_‘.._)\7;1]r
" «="Seii € {1,...,7},so0dass

Vi = A101 + oo+ A 10i—1 + Nip 1V o F A Ur

mit geeigneten \; € K:

= MNv1+...+ X101 + (—1)’1)2' + i+ 1vip1+ ...+ v, =0
—> (v1,...,0,) linear abhingig
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6 Basis und Dimension

In diesem Abschnitt sei V stets ein K-VR

Definition 6.1 (9.1) (v;),;; Familie von Vektoren aus V. (v;),. heiflt Erzeugendensystem (ES) von V' 2L
V = Lin((vi);e)

V heiflt endlich erzeugt 2LV besitzt ein endliches Erzeugendensystem (das heifit es existiert eine endliche
Familie (v1, ..., vy) von Vektoren aus V mit V' = Lin((v1, ..., vp)))

(vi) ;1 heifit Basis von V' 2 (vi);¢y ist linear unabhingiges Erzeugendensystem von V'
Ist B = (v1,...,vy) eine endliche Basis von V, dann heift n die Linge von B

Beispiel 6.2(9.2) 1. Die Familie (eq,...,ey) ist eine Basis des K_VR K", da Lin((ey,...,e,)) = K"

(vergleiche 8.10.2) und somit (ey, . . . , €, ) Erzeugendensystem des K, und (ey, . . ., e,,) linear unabhiingig
nach 8.15.1. Die Linge der Basis ist (eg,...,ey,) ist n. (e1,...,e,) heiflt die kanonische Basis oder
Standardbasis der K™.

2. Die Familie ("), o\, ist eine Basis der K-VR K[t], denn: Lin((t")neNO) = K[t] nach 8.12, (t"),
ist linear unabhéngig nach 8.15.3

3. ((1,-1),(0,2),(1,2)) ist ein Erzeugendensystem des R-VR R?, denn fiir jedes (z1,z2) € R? ist
(x1,29) = x1(1,—1) + %(0, 2) € Lin((1,-1),(0,2),(1,2)), ((1,-1),(0,2),(1,2)) ist jedoch
keine Basis des R, da linear abhéngig nach 8.15.2

4. Die leere Familie () ist eine Basis des Nullraums {0}: vergleiche 8.11 und Annahme nach 8.14

Anmerkung 6.3 Jeder Vektorraum V besitzt ein ES, denn esist V = Lin((v) )
Spannende Frage: Besitzt jeder VR eine Basis?
Wir werden das zunichst fiir den Fall endlich erzeugter Vektorraume untersuchen

Satz 6.4(9.3) V # {0}, B = (v1,...,v,) endliche Familie von Vektoren aus V, dann sind dquivalent:

1. Bist eine Basis von V/, das heifit eine linear unabhingiges ES von V'

2. Bisteinunverkiirzbares ESvon V, das heiflt Bistein ESund fiirjedesr € {1,... ,n}ist (v1,...,Up—1, Vpg1,-- -

kein ES von V' mehr.

3. Zujedem v € V gibt es eindeutig bestimmte Ay, ..., A, € K mit

V=AU + ...+ AUp

4. B ist unverlidngerbar linear unabhingig, das heifit 3 ist linear unabhingig und fiir jedes v € V ist die
Familie (vy, ..., vp, v) linear abhingig

Beweis Wirzeigenl. — 2. = 3. = 4. = 1.
1. = 2:SeiB=(v1,...,v,)eineBasisvon V' = BistESvon V'

Annahme: B ist verkiirzbar, das heiflt es gibt ein € {r,...,n}, sodass (v1,...,Vp—1,Vr41,...,0p)
immer noch ein ESvon V. = v, € Lin((v1,...,0p—1,Vp41,. .., 0y)), das heifdt

I, AL Aty A ERK o = Mo+ .—i—)\,«_ﬂ},«_l+(—1)UT+AT+1UT+1+. Ao,

— B linear abhingig * zu BB Basis von V'

,Un)
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2. = 1.:SeiB = (v1,...,v,)einunverkiirzbaresESvon V' = Fiirjedesv € V existiert \,..., A, €
K mitv = A\jv1+. ..+ A, v, Annahme: Esgibtv € V, Ay, ..., \yvy, = p1v1+. .. fpop, i € {i,...,n}
mit A\; & p;

= (N —pi)vi = (1 — A)vi + oo+ (pim1 — Ni—1)vie1 + (ig1 — Aig1)Vige1 + - oo+ (o — An) g,

1— A —1 — Ai—1 +1 — Aig1 —A
:>U1:M Ul_,_”__,_“’izviil+uvi+l+“‘+uvn
Ai = i Ai = i Ai = i Ai = i
= Jeder UVRvon v; der vy, ...,v;—1,Vit1, . . ., Un enthilt, enthilt auch v;
= Lin((v1,...,%i-1,0i+1,---,Up)) = Lin((vi,...,v,)) = v
= B ist verkiirzbar °
3. = 4.: Wir setzten 3. voraus, das heif’t fiir jedes v € V existieren eindeutig bestimmt Ay,..., A, € K

mitv = A\vg + ...+ A\Un.
zu zeigen: B ist unverliangerbar linear unabhingig

denn Insbesondere existiert fiir jedes v € Lin((v1,...,v,)) eindeutig bestimmt A1, ..., A, € K mit
v=MAvi+...+\v, = (v1,...,v,)linear unabhingig. Istv € V, dann existiert A1, ..., \, € K
mitv = Avp + ...+ A\, = (v1,...,0p,v) linear abhingig. Somit: B unverlingerbar linear
unabhingig

4. = 1. Sei B unverlingerbar linear unabhingig zu zeigen: B ist Basis von V/, das heifit es bleibt noch zu
zeigen, dass B ein ES von V ist
Seiv € V.= (v1,...,0n,v) linear abhiingig = IA1,..., A\, A € K, (A1,..., A\, A) #
(0,...,0) : Aqv1 + ... + Aoy, + Av = 0 Esist A # 0, da sonst (v1, . .., vy,) linear abhiingig

A A
— v=-—"ly - -y, € Lin((v1,...,v5))
A A
— BistESvonV O
Folgerung 6.5 (9.4 Basiswahlsatz) Besitzt V ein endliches ES (v1, ..., v,), dann kann man aus diesem eine
Basis auswiithlen, das heifit es gibt eine Teilmenge {i1,...,4,} C {1,...,n},sodass (vj,, ..., ;) ein Basis von

V ist. Insbesondere besitzt jeder endlich erzeuge Vektorraum eine Basis

Beweis Entferne aus dem ES (v, ..., v,) nacheinander solange Elemente, bis die resultierende Familie ein
unverkiirzbares ES und somit nach 8.3 eine Basis von V ist. g

Folgerung 6.6 (9.5) Jeder endlich erzeugte K-VR besitzt eine Basis von endlicher Linge.
Fragen:

» Istjede Basis von V' von endlicher Linge?

« Sind je zwei endliche Basen von V' gleicher Linge

Satz 6.7 (9.6 Austauschlemma) V endlich erzeugter K-VR, B = (v1,...,v,) von V. A1,..., A, € K,w =
A1v1 + ...+ Apvp. Danngilt: Ist & € {1,...,r} mit Ay, # 0, dann ist

/
B = (Ula---»Uk—lawavkz—‘rla'--avr)

ebenfalls eine Basis von V/, das heif}t man kann vy gegen w austauschen
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Beweis Wir konnen ohne Einschrinkung (,ohne Beschrinkung der Allgemeinheit®) annehmen, dass k = 1 ist
(konnen wir durch Umsortieren erreichen). Gegeben ist w = A\jv1 + ...+ Ayv, € V, mit A\ # 0 zu zeigen ist,
dass B’ = (w, vg, . .., v,) ein Basis von V ist.

1. BisteinESvonV
SeiveV = Jui,....ur € K:v=pv1+ ...+ tpv,
Ausw = Av1 + ... + Ao, folgt wegen Ay #£ O:

A Ar .
v:&uH- ,ug—ul—Q vyt .o+ |y — p1— |or € Lin((w,ve, ..., v,))
A1 A A1

2. B’ ist linear unabhingig, denn:

Sei p, o, ...y by € K mit pw + pove + ... + ppvy, =0

= pu(Movr+ ...+ Nop) + pova+ .o+ v, =0
= A1+ (A2 + p2)ve + ...+ (uAr + pyp)v, =0
= A\ =0 = pu=0 = wve+...+ v, =0 = po=...=pu, =0 Il

Satz 6.8 (Austauschsatz) V endlich erzeugter K-VR, (w1, . .., wy,) linear unabhingige Familie in V. Dann gilt
1. Ist B= (v1,...,v,) eine Basisvon V, dannist > n

2. Es gibt Indizes i1,...,4, € {1,...,r} derart, dass man aus der Basis B = (v1,...v,;) von V nach
Austausch von v;, gegen wy, v;, gegen wa, . . ., v;,, gegen wy, wieder eine Basis von V' erhilt. Nummeriert
man B3 so um, dass i1 = 1,42 = 2,...,4, = n, bedeutet dies, dass B* := (w1,..., Wy, Wpt1,...,0p)
eine Basis von V ist.

Beweis Wir zeigen 1. und 2. zusammen per Induktion nach n

Induktionsanfang: n = 0: (wy, . .., wy) leere Familie
Induktionsschritt: Sei n > 1, und die Aussage sei fiir n — 1 schon bewiesen. Wegen (w1, ..., w,) linear
unabhingige Familie ist auch (wq, ..., wy,_1) linear unabhiingig = n — 1 < r und nach Umnummerieren
von B ist auch
o
B = (v1,...,Wn—1,Vpn,...,0p)
eine Basis von V. N
Fallsn — 1 = r, dann wire B = (wq, ..., w,_1) eine Basis von V * (zu 9.3, denn auch (wy, . . ., w, ) linear

unabhingig). Alson — 1 < r, das heiflit n < r
DaBBasisvon V,d\1,.... A\ € K :wy = Mw1 + ..o, A 1Wn—1 AWy + ...+ Ap

Falls A\, = ... = A\, = 0,dann (wy, ..., w,) linear abhiingig *
Also existiert ein k& € {n,...,r} mit \y # 0 Nach Umnummerieren von vy, ..., v, kann man A, # 0
erreichen
= B*:= (UJI, <oy Wn—1, Wn, Un41, - - 7UT)
ist eine Basis von V (tausche vy, gegen wy,) U

Folgerung 6.9 (9.8) Es gilt:
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1. Ist V endlich erzeugt, dann ist jede Basis von V' von endlicher Linge und je zwei Basen haben dieselbe
Liange

2. Ist V nicht endlich erzeugt, dann existiert fiir V keine Basis von endlicher Linge

Beweis 1. « V endlich erzeugt == es existiert eine endliche Basis (v1,...,v,;) von V, sei (w;),;c;
beliebige Basis von V. Falls I unendlich, dann existiert?y, . .., 4,41 € I,sodass (wil +...+ wirﬂ)
linear unabhéngig — r 41 <7’

« Sind (v1,...,v,), (w1, ..., wy) endliche Basen von V, dann folgt nach Austauschsatz k < r, sowie
r<k = r=k%k

2. Besitzt V eine Basis endlicher Linge, dann ist diese auch ein endliches ES, das heif3t V" endlich erzeugt °
O

Definition 6.10 (9.9)

r  falls V endlich erzeugt,  Lange jeder Basis von V'

dimk V.=
oo falls V nicht endlich erzeugt

heiflt die Dimension von V iiber K. Ist dimj, V' € IN, dann heift V endlich dimensional iiber K.

Anmerkung 6.11 + Der Dimensionsbegriff ist wohldefiniert nach 9.8

Beispiel 6.12 (9.10) 1. V = K" Die Standardbasis (e1, . . ., €,,) von K™ hat Linge von n, das heift dimy K™ =
n. Insbesondere hat jede Basis von K" die Linge n

2. In K[t] ist die Familie (t"),,c,
dann wire jede Basis von K [t] als K-VR von endlicher Linge. Also dimy K[t] = oo

eine Basis unendlicher Linge. Wiire K [t] endlich dimensional iiber K,

3. dimg € = 1, aber dimpg € = 2, (denn: (1, 2) ist eine Basis von € also R-VR)

Anmerkung 6.13 + Ist klar, welcher Korper gemeint ist schreibt man kurz dim V statt dimg V.

« Offenbar gilt V' endlich erzeugt <= V endlich dimensional

Folgerung 6.14 (9.11) V endlich dimensionaler K-VR, U C V UVR von V Dann gilt:
1. U ist endlich dimensional
2. dimk U < dimK \%4

3. EsistU =V <= dimp U =dim; V

Beweis 1. Annahme: U ist nicht endlich dimensional

Beweis: per Induktion nach N

Induktionsanfang: n = 1: Dan # {0} wegen dim; U = oo existiert u; € U \ {0}, (u1) ist linear
unabhingig Induktionsschritt: Sei n > 1, die Aussage sei fiir n — 1 bewiesen. = ex existiert linear
unabhiingige Familie (1, ..., up—1). Falls (u1, ..., u,—1,u) linear abhingig fiir alle u € U, dann wiire
(u1,...un—1) unverlingerbar linear abhiingig und somit nach 9.3 eine Basis von U * zu U nicht endlich
dimensional. Also existiert ein u; € U mit (uy, ..., u,) linear unabhingig —> Behauptung Wir setzen
r:= ), V,dann existiert nach 1. eine lineare Familie (w1, . .., %y4+1) in U. Die Familie (uy, ..., ur4+1)
ist auch eine linear unabhingige Familiein V' = r 4+ 1 < r " Das heifit U ist endlich
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2. Annahme: n := dim; U > dimV
Sei(u1, ..., uy)Basisvon U, das heiflt insbesondere ist die Familie (1, . . . , 4y, ) eine linear unabhingige
FamilieinV = n <), V"

3. , = “trivial
» <= “Annahme: U C V
Sei (u1,...,u,) Basis von U. Wegen U C V ist (uy,...,u,) keine Basisvon V. = Jv € V :

(ui,...,ur,v) linear unabhingig. = es existiert v € V, sodass (uy,. .., u,,v) linear unabhingig
— r+1<dmV =dimU =1r" O
Satz 6.15 (9.12 Basiserginzungssatz) V endlich dimensionaler K-VR, (uq, ..., un) linear unabhingige Familie
von V
Dass existiert uy41,...,ur, € V,r = > V,sodass B = (u1,...,Un, Upnt1,- .., U,) eine Basis von V ist (das
heift (u1, ..., u,) kann zu einer Basis erginzt werden)
Beweis Sei (v1, ..., v, ) eine Basis von V. Aus Austauschsatz folgt: Nach Umnummerierung von vy, . . . , v, ist
(U1, ..., Up, Unt1,-..,0,) eine Basis von B Setze tp 1 1= Upy1,...,Ur = Uy O

Satz 6.16 (9.13 Zornsches Lemma) Jede induktiv geordnete nicht leere Menge (M, <) besitzt ein maximales

Element. Hierbei heiflt eine halbgeordnete Menge (m, <) induktiv geordnet <D=ef>_]ede Teilmenge 1" C M, fiir
die (7, <) totalgeordnet ist, besitzt eine obere Schranke in (M, <), dasheift 35 € M : t < SVte T

Anmerkung 6.17 Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom

Definition 6.18 (9.14) (uj)j ¢ linear unabhingige Familie in V. Dann kann (uj)j ¢ zu einer Basis von V/
erginzt werden, das heift 31 : J C I,(v;);c; : vj = u;jVj € J,sodass (v;);c; eine Basis von V ist.
Insbesondere besitzt jeder K-VR eine Basis.

Beweis 1. Wirsetzen A := {u; | j € J}, M :={X CV | A C X A X ist linear unabhingig}
« (M, C) ist eine halbgeordnete Menge
« (M #0),dennAe M

« (m, Q) ist induktiv geordnet, denn: Sei T" C M, sodass (7', C) totalgeordnet ist.
zu zeigen: T besitzt eine obere Schranke in M.

Wir setzen S := U X,dannist X C SV X € T.Noch zu zeigen: S € M, das heifit A C S und

XeT
S ist linear unabhingig

- ACSklar,denn AC XVXeT

- S ist linear unabhingig, das heifdt jede endliche Teilfamilie von (s) g ist linear unabhingig:

Seien s1, ..., 8, € S paarweise verschieden — 3X,,... X, €T :5,€ X;,i=1,...,n
Da (T, C) totalgeordnet ist existierteini € {1,...,n} mit X; C X, firallej € {1,...,n} =
81,...,8, C X; L€ (1, ..., Sy) linear unabhingig.

2. Nach 1. kénnen wir das Zornsche Lemma auf (M, C) anwenden — Jmax B € M
Behauptung: (b),  ist eine Basis von V mit A C B, denn: Da (b), 5 linear unabhingig wegen V' € M,
gilt zu zeigen, dass Lin(B) =V
,C“klar
Y

»
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Seiv € V.Fallsv € B,dannv € Lin(B), fallsv = 0,dannv € Lin(B), im Folgendenseiv & B,v # 0
— ACBC BU{v}
Da B Maximum von (M, C) ist, ist BU {v} ¢ M, das heifit B U {v} ist linear abhingig

= dn €N, A1,...,\pn € KA€K, (A A1, ..., ) #(0,...,0),b1,...,b, € B:
AVF+Ab+ ...+ Ab, =0

Fallsn =0
=022 =0
Alson > 1,Falls A\ =0
(b1,...,by) linear abhingig®
Also A # 0, somit:

A An
v:—ylvl—...—jbneLin((bl,...,bn)) C Lin(B) O

Anmerkung 6.19 Der Satz ,Jeder VR hat eine Basis“ ist #quivalent zum Auswahlaxiom.

7 Matrizen

In diesem Abschnitt seinen m, n,r € N
Frage: Gegeben sei ein UVR U = Lin((v1, ..., vn)) € K™ Wie bestimmt man effizient die Basis von U?

Definition 7.1 (10.1) Einem xn-Matrix mit Eintrigen aus K ist eine Familie (a1, ..., G1p, @21, -, G2py -« - A1y - - -

von mn Elementen aus K, die wir in der Form

ail co. Q1p
(aij)lgigm = (kurz (aij) wenn m, n klar sind)
1<j<n
aml ... Amn
schreiben. Die Menge aller m x n Matrizen mit Eintriigen aus K bezeichnen wir mit M (m X n, K). Fir A =
(a;j) wie oben heiffen

a; ‘— (1i1...am),i = 1,...,m
Die Zeilen der Matrix A. Im Folgenden fassen wir die Zeilen von A als Elemente von K™ auf: a; = (a1, . . ., Gin)
alj

EMmx1,K),j=1,...,n
amj
heifen die Spalten der Matrix A
Bemerkung 7.2 (10.2) Es gilt:

1. M(m x n, K) ist beziiglich der Verkniipfungen

+:M(mxn, K)x M(mxn,K)—= Mmxn,K),(a;j) + (bij) := (aij + bij;)
K x M(mxn,K)—= M(mxn,K),\ (ai;) = (Aaij)

ein K_VR. Esistdimy M(m xn, K) =m-n
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2. Durch
Mmxn,K)x M(nxr,K)— M@mxrK)
(aij)i<i<m - (bjk)1<j<n = (Cik)1<i<m
1<5<n 1<k<r 1<k<r
mit

n
Cik = aijbjk
i=1

ist die Multiplikation von Matrizen erklirt. Visualisierung:

bk
a1 A2 ... Qip | - = Cij (23)
bnk
Fiir diese gilt: Sind A;, Ay € M(m xn,K),B1,Bs € M(nxnr K),C € M(rxs,K),\ € K,

dann ist
« A(Bi+B2)=A-B1+A-By, (A1 + Ay)B=A1B+ AsB
« A(AB) = (M)B = \(AB)
-« A(BC)=(AB)C
« B, A=A-E,=A
Hierbeiist firl € N

die ! x [-Einheitsmatrix iiber K
3. M(n x n, K) ist beziiglich
+,:Mnxn K)x M(nxn,K)— M(nxn,K)

(,+“siehe 1., ,-“ siche 2.)
ein Ring. (Einselement: E,,). Fiir n > 1 ist dieser Ring nicht kommutativ

Beweis Nachrechnen

Zu dim M (m x n, K) = m - n: Eine Basis von M (m x n, K) ist durch die Familie der Matrizen E;j,i =
1,...,m,j=1,...,n gegeben, wobei I;; diejenige m X n-Matrix mit Eintrigen in K bezeichnen, die in der
i-ten Zeile, j-ten Spalte eine Eins und sonst nur Nullen stehen hat.

zu 3.: M (n x n, K) ist nicht kommutativ fiir n > 1:

10 0 1 0 1
ool " | {ool ") oo "
0 | 0 0 | 0 0 | 0
0 1 10 00

0 0 0
0 0 0 0 0 0
£ =
0 | 0 0 | 0 0 | 0
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Definition 7.3 (10.3) A heift invertierbar <D=€f> dBe M(nxn,K): AB=BA=FE,
Bemerkung 7.4 (10.4) Es gilt:
GL(n,K):={A € M(n x n, K) | Aistinvertierbar}

ist beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die so genannte allgemeine lineare Gruppe. Das neutrale
Element ist £, das zu A € GL(n, K ) inverse Element bezeichnen wir mit A=,

Beweis Wohldefiniertheit von ,-“ auf GL(n, K)
zuzeigenist: A1, Ay € GL(n,K) = A1Ay € GL(n, K)
Dies gilt, denn:

Al,AQ S GL(n,K) — ElBl,BQ S M(TL X n, K) : AlBl = BlAl = En,AQBQ = BQAQ = Fn
— (AlAg) . (BgBl) = Al(AQBQ)Bl = AlEnBl = AlBl = En
(B2B1) - (A1Ag) = Bo(B1A1)Ay = BoEpAy = ByAy = B,

das heift A1 Ay € GL(n, K)
« Assoziativitit: Vererbt sich von M (n x n, K)

« neutrales Element: F),

« Existenz von Inversen: Sei A € GL(n,K) = 3B € M(nxn,K): AB = BA = E, also ist
B € GL(n, K) und B ist invers zu A beziiglich ,-“ O

Definition 7.5 (10.5) A € M (m x n, K) mit Zeilen ay, ..., a, € K™
Unter elementaren Zeilenumformungen von A verstehen wir die folgende Umformungen von A

1. Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K* = K \ {0}
a; | = | Aa;
2. Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, i # j

a; a; + aj

3. Addition der A fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, A € K*,i # j

a; a; + Aa;

a;j a;
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4. Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile, i # j

Anmerkung 7.6

+ Typ 3. und 4. kann man durch Kombination von Umformungen vom Typ 1. und 2. erhalten, 3.:

S
§
e ..
&

a; + Aa; a; + Aa;
— : — ; — : — : (24)
a; Aa; Aa; Aa; a;
Typ 4.:
a; a; + a; a; + a; a; + a; a;
— — : — — (25)
a; a; —aj a; a;

+ Analog zu den elementaren Zeilenumformungen definiert man elementare Spaltenumformungen in nahe
liegender Weise

+ Elementare Zeilenumformungen erhilt man durch Multiplikation von A mit sogenannten Elementarmatrizen
von links, elementare Spaltenumformungen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von recht.

Definition 7.7 (10.6) A € M (m x n, K) mit Zeilen ay, ..., a,, € K"

ZR(A) :=Lin((a1,...,am)) € K"

heif3t Zeilenraum von A.

Beispiel 7.8 (10.7)

A= <i § §) € M(2,%x3,Q) = ZR(A) =Lin((1,2,3),(4,5,6)) C Q (26)

Bemerkung 7.9 (10.8) A, B € M(m x n, K)
Dann gilt: Ist B aus A durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenumformungen entstanden, dann ist

ZR(B) = ZR(A)

Beweis Wegen Anmerkung nach 10.5 geniigt es, einzelne Zeilenumformungen vom Typ 1. und 2. zu betrachten
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1. Typ 1-Umformung:

ai
a1 :
A=| | ,B=|Ag; |, A€ K"
a :
am

Zu zeigen:
ZR(A) = Lin((a1,...,am)) = Lin((a1, ..., aj-1,Aaj,aj11,...,am)) = ZR(B)

Dies gilt, da jeder UVR von K", der aq, ..., ap, enthdlt, auch a1, ...,a;_1,Aaj, ajt1,. .., an enthilt
und umgekehrt (Behauptung folgt dann aus 8.13)

2. Typ 2-Umformungen:

ay
ay :
A=| + |,B=]ai+a; | , A€ K"
. )
am

Zu zeigen:

ZR(A) = Lin((a1,...,am)) = Lin((a1, ..., ai—1,a; + aj, Git1,...,am)) = ZR(B)

Dies gilt, denn jeder UVRvon K", deraq, . .. a,, enthdltauchay, ..., a;—1,a;+a;, ajt1, .. ., an enthilt
und umgekehrt (Behauptung folgt dann aus 8.13) O
Ziel: Bringe Matrix A € M (m x n, K) mit Zeilen aq, . .., a,, € K™ durch elementare Zeilenumformungen

auf ,einfache Gestalt", aus oder man eine Basis von Lin((ay, ..., an)) = ZR(A) = ZR(B) ablesen kann.

Definition 7.10 (10.9) A = (a;;) € M(m x n, K)
A ist in Zeilenstufenform (ZSF) 24 die folgenden Bedingungen sind erfiillt

+ (Z1) Es gibt eine Zahl r € Ng, mit 0 < 7 < m, so dass in den Zeilen mit Index 1 bis 7 jeweils nicht nur
Nullen stehen und in der Zeile mit den Indizes » + 1 bis m stehen nur Nullen.

e (Z2)Setzenwir fiirimitl <i <7
Ji==min{j € {1,...,n} | a;; # 0}
dann gilt: j; < j2 < ... < j, (Stufenbedingung), die Elemente ay;,, . .., a1;, heiflen die Pivots von A
Beispiel 7.11 (10.10)

4
4
-1
0 0 O

€ M(4x6,R) 27)

o O O O
OO O W
o O O
O N O
D W W

istin ZSF. Esist r = 3, 51 = 2, jo = 4, j3 = 5, Pivots: a12 = 3,004 = 2,a35 = 6
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Definition 7.12 (10.11) A € M(m x n, K)
Dann lsst sich A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen in eine Matrix B in ZSF umformen:

b1j1 *
bljg *
(28)
bljr *
0
Die ersten r Zeilen von B bilden eine Basis von ZR(A).
Beweis 1. A lasst sich wie behauptet auf ZSF bringen:
Falls A = 0, dann ist A bereits in ZSF (mit r = 0), also im Folgenden sei A #£ 0
a) Bestimme minimalen Index j; € {1,...,n},sodasseseini; € {1,...,m} gibt mita;,;, # 0
(,Wie weit links in der Matrix A befinden sich Eintrige # 0?°)
Wihle solch ein 21 aus.
b) Vertausche 71-te Zeile mit erster Zeile, erhalte ersten Pivot:
0O ... 0 CNLle X ... X
5 *
a1, = @iy j, 7 04 = O . * (29)
*

¢) Durch Umformungen vom Typ 3. kénnen alle Eintrige der j;-ten Spalte unterhalb der ersten Zeile
zu Null gemacht werden, erhalte:

0O ... 0 (~11’j1 X ... X
0

30
0 ; Ay G0

d) Wende das Verfahren 1. - 3. auf Ag an. Die dafiir benétigten elementaren Zeilenumformungen von
Ag kann man auf die Zeilen 2 bis m von Al ausdehnen, ohne dass sich in den Spalten 1 bis j; von
A etwas dndert, denn dort stehen Nullen. Erhalte auf diese Weise A beziehungsweise As. Iteriere
dieses Verfahren. Das Verfahren bricht ab, weil die Folge der Spaltenzahlen der Matrizen Ay, streng
monoton fallend in N ist, oder irgendwann eine Matrix A;, = 0 entsteht.

= erhalte ZSF. Die ersten r Zeilen by, . .., b, von B bilden eine Basis von ZR(A), denn Es ist
ZR(A) = ZR(B) = Lin((b1, ..., b))
noch zu zeigen: (by, . . ., b, ) ist linear unabhingig.

Esseien A1, ..., Ay € KmitA1b1+...+A-b, = 0.Inder j;-ten Komponente von A\1b1+. . .+A.by
steht A1b1;, = 0. Wegen by, = 0 folgt A1 = 0. In der jo-ten Komponente von Ajv1 + ...+ A\.b, =
Aobo+. ..+ Apby steht Aoboj, = 0 Wegen bj, # 0 folgt Ao = 0.Durch Iterieren dieses Arguments
erhaltenwir \y = ... =\, =0 Il

Algorithmus 7.13 (10.12) Eingabe: W = Lin((v1,...,vy)) C K"
Ausgabe: Eine Basis (wy, ..., w,) von W
Durchfithrung:
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1. Bilde aus den Zeilenvektoren vy, . . ., vy, die Matrix A € M(m X n, K)
2. Bringe die Matrix A durch elementare Zeilenumformung auf ZSF B
3. Die Familie (wy, ..., w,) der ersten r Zeilenvektoren von B ist ein Basis von W

Beispiel 7.14 (10.13) W = Lin((0,0,3, 1), (0, 1,2,0),(0,3,0,2)) C R*

0 0 3 -1 012 0 01 2 0 012 0
A=l01 2 0]—-{003 -1|—-(00 3 —-1]—10 0 3 -1 (31)
0 3 0 2 0 3 0 2 0 0 -6 2 000 O

= ((0,1,2,0),(0,0,3,—1)) ist eine Basis von W insbesondere ist dimy; = 2
Definition 7.15 (10.14 transponierte Matrix) A = (a;;) € M(m x n, K)
ai m1
A= 0 | €MnxmK)
A1n Amn
heiflt die zu A transponierte Matrix (Transponierte von A).
Beispiel 7.16 (10.15)

(1 2 3 ¢
A_<4 5 6>€M(2><3,IR):>A_

W N =

4
5] e M(3x2,R)
6

Bemerkung 7.17 (10.16) A, Ay, Ay € M(m xn,K),B € M(n x r, K), \K dann gilt:
L (A1 + Ap)' = AL + A}

2. (M) = At

3. (AN =

4. (AB)' = Bt At
Beweis 1. trivial

2. trivial

3. trivial

4. Nach 3. gezeigt: AB = (BtAt)t — (AB)' = ((BtAt)t)t = B'A'". Sei A = (a;j)1<1<m, B =
1<j<n

(bij)i<i<n
12537

—> Eintrag an Position (7, k) von AB ist gegeben durch

Z a;jbjk

1<j<n

Eintrag an Position (7, k) in (BtAt) = Eintrag an Position (7, ) von B! A, Dieser ist gegeben durch:
> Mgali= Y biaig= ) aibje
i<j<n 1<5<n 1<5<m

wobei:
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» bj,; = Eintrag an Position (k, j) von B! = by,
+ af;; = Eintrag an Position (3, 1) von A = a;;
Somit AB = (BtAt)t O
Definition 7.18 (10.17) A € M(m x n, K)
« Zeilenrang(A) := dimy ZR(A) heift der Zeilenrang von A
« SR(A) := ZR(A") C k™ heift der Spaltenraum von A
« Spaltenrang(A) := dimy, SR(A) heifdt der Spaltenrang von A

Beispiel 7.19 (10.18) Wir betrachten die Matrix A aus Beispiel 10.13

00 3 -1
A=10 1 2 0 | eM@Bx4R),dmZR(A) =2
03 0 2
0 00
a=| 9 1 0| eM@x3R) = SR(4) =Lin((0,0,0),(0,1,3),(3,2,0), (~1,0,2))
-1 0 2

Wir bestimmen eine Basis von SR (A):

0 00 -1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
At — 0 1 3 . 0 1 3 . 0 1 3 . 0 1 3
3 20 3 20 0 2 6 0 0 O
-1 0 2 0 00 0 0 O 0 0O

= ((-1,0,2),(0,1,3)) ist eine Basis von SR(A) = Spaltenrang(A) = 2. In diesem Beispiel ist also
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

Anmerkung 7.20 Wir werden spiter zeigen: Fiirjedes A € M (m X n, K) ist Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

8 Summen von Untervektorriumen

In diesem Abschnitt sei V' stets ein X -VR

Definition 8.1 (11.1) Uy,...,U, C V UVR.
UOr+..4U,={u1+...4u w1 €Uq,...,u, €U} CV

heifdt die Summe von Uy, ..., U,. Fur Uy + ... + U, schreiben wir auch

>0
i=1

Bemerkung 8.2 (11,2) Uy,...,U, C V UVR. Dann gilt:

LU+ ...+ U, = Lin(U1 U...UU,) das heikt Uy + ... + U, ist der kleinste UVR von V, der alle
Elemente aus Uy, . . ., U, enthilt.
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2. Sind Uy, ..., U, endlichdimensional, dann ist auch Uy + . .. 4+ U,. endlichdimensional, und es ist
dim(U; + ...+ U,) <~ (U1) + ...+ dim(U,)
Beweis 1. ,C“Seive Uy + ...+ U,

= dug €U,...,ur €U :v=u1 +...+u,

somitv € Lin(Uy U...UU,)
,2“Seiv € Lin(U; U...UU,)

= Jwi,...,ws €U U...UU, A1,..., As €E K :v=X w1+ ...+ Asws

Wegenw; € U1 U...UU,:
HjiE{l,...,T}:wiEUji
somit

vir=Aw €U, = v=v+...+vs€U1+...+ U,

; (@)
2. Ist (ugl), .. ,usi) eine Basis von Uj;, dann ist

s Wsys s W,

(ugl),.. ull) ...,ugr),... u(r))

einESvonUi +...+U, = dim(U; +...+U;) <s1+...+ s, =dim(U;) + ... +dim(U,) O

Beispiel 8.3(11.3) 1. K =R,V = R? U; = Lin((1, —1)), Uz = Lin((1,1))
— U, + Uy = Lin((1,-1),(1,1)) = R?
2. K =R,V =R3 U = Lin((e1, e2)) = (,x1 — 22-Ebene*), Us = Lin((es, e3)) (,x2 — x3-Ebene*)
— Ui +Us e, ene53 = Up+Us =R = dim(U; + Us) = 3 < dim(Uy)+ ~ (Us) = 4
Satz 8.4 (11.4) Uy, Us C V endlichdimensionale UVR. Dann gilt:

dim(Ul + Ug) = dim(Ul) + dim(Ug) — dim(Ul N UQ)

Beweis 1. Sei (v1,...,vn) eine Basis von Uy N Uy
= Juq,...,up €Uy : By := (v1,...,0m,uq,...,u;) Basis von Uy
und es gibt u}, . .., uj sodass
By := (1)1, ey Uy U - u;) Basis von Uy
2. Behauptung: B := (v1, ..., Um, U1, ..., Uk, U], . .. u)) ist Basis von Uy + Up Beweis:

« BistESvonU; + Us
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« B ist linear unabhingig, denn: Sei

AU+ o AU+ paug + . g el o gup =0

=wel;
= v=—piu) —...— pu; € Uy NUz = Lin((vy, ..., vm))

Eindeutigkeit der Darstellung in B

= puy=...=up =0
= MU+ AU+ iUl o pu =0

Wegen B3 Basis von Us

= M =...=A\p=p)=...=pu; =0

3. Aus Aussage 1. und 2. folgt: dim(U; N Uz) = m,dimU; = m+ k,dim Uy = m+ 1, dim(U; + Us) =
m+k+l=m+k+1

- dim(U1 + UQ) = dim(Ul) + dim(Ug) — dim(U1 N Uz) O

Definition 8.5 (11.5 Direkte Summe) U1, ..., U, C V UVR.V heiftdie direkte Summevon U7, ..., U, <D:e§>:

V:U1+...—|—Ur/\Uiﬂzr:Uj:{O}
=
Notation: V =U; & ... d U,
Anmerkung 8.6 + Spezialfall: r = 2:
V=U¢U; <= V=U;+U; AU NU; = {0}
In diesem Fall ist dim(V') = dim(U; ) + dim(Us)
« Ist7 > 3, dann geniigt es nicht fir V = U; @ ... @ U, zu fordern, dass
V=U+...+UANUNU; ={0}Vi#j
zum Beispiel:
K =R,V =R? U, = Lin((e1)),Us = Lin((ez)), Us = Lin((1,1))

Dannist V = Uy + Uz + Uz und U; N U; = {0} Vi # j, aber

UinN | U+ Us; :Ul#{()}
~——
=R2
das heifdt die Summe ist nicht direkt.

Beispiel 8.7 (11.6) (vergleiche Beispiel 11.3)

1. K =R,V =R2U; =Lin((1,1)),Us = Lin((1,-1)) = V=U; & U,
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2. K =R,V = R3 U; = Lin((e1, e2)), Uz = Lin((e2,e3)) = V = Uy + Us, aber die Summe ist
nicht direkt, denn ey € Uy N Uy

Bemerkung 8.8 (11.7) Uy, ..., U, C V. Dann sind dquivalent

LV=U®...0U,

2. Firjedes v € V existieren eindeutig bestimmte u; € U, e = 1,...,rmitv = uy + ... u,
Beweis 1. = 2.8eiV=U&...0U,veV

= V=U1+...4U, = Ju; €U;,i=1,...r:v=u; +...+ u,
Eindeutigkeit: Seienu; € U, e =1,...,rmitv =u; + ... + up = U1 + Ur
r
— w:(w—uz)—k...—k(ur—ur)eUlﬂiz;Ui:{O}

~——
eUl EUQ EUT‘

— u1=u = Ul +...+u=us+...+ U,

Induktiv folgt durch Wiederholung dieses Arguments: uy = ug, ..., U, = Uy

2. = 1.Aus2.folgtsofort: V =U; + ...+ U,
Annahme:

,
Jie{l,...,r}:UN Y U; # {0}
j=1
J#i
= dup €Uk, k=1,...,r,u1 # Ound
Ui =Ul + oo F U1 F U1 oo F U

Widerspruch zur Eindeutigkeit der Darstellung. 0

Satz 8.9 (11.8) V endlichdimensionaler K-VR, Uy, ..., U, C V UVR. Dann sind dquivalent
1. V:Ul@@Ur

2. Fiir alle Basen B; = (vy), .. ,vg?) vonU;,t =1,...,rist

B:= (vgi),... o) ...,vgr),... v(r)>

» Vs o
eine Basisvon V'

3. Es gibt Basen B; = (Uii), .. ,vg)) vonU;,© =1,...,rsodass

B:= (vg),... e ...,UY),... v(r))

s Usi
eine Basis von V ist.

4.V=U;+...+U,unddimV =dimU; + ... +dim U,
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Beweis (1) — (2.
Es sei

Si

B := (vgi),...,v(l) ...,’UY),... v(r))

V=Ui®...9U.,B;, = (ng),...,v()> 1=1,...,r Basis von U;

s1 0
1. WegenV =U; +...+ U, ist BESvon V

2. B ist linear unabhingig, denn: Sei

1) (1
p oM e el 0 —
= =:u,
alsoU; + ...+ u, =0.Fallsu; = ... = u, = 0, dann folgt wegen B; linear unabhingig, dass
ugi) :...:ug? =0Vie{l,...,r}
Fallseini € {1,...,r} existiert mit u; # 0, dann
Ui = —UL — oo — Uj—] — Ujt] — —UTEUﬂZU—{O}
J#%
(2.) = (3.)klar
(3) = (4.)Kklar
(4) = (2)Esgelte 4, das heift V' = U; + ... + U, und dim(V') = dlm(Ul) + dim(U,). Es
seien B; = (vgl),.. vﬁ?) 1 =1,...,rBasenvon U;, B := (vgl),...,vg),.. Ul ,vST)) — Bist

Erzeugendensystemvon Uy +. ..+ U, = V, Bbestehtaus s1+...+s, = dim(Uy)+. ..+dim(U,) = dim V'
Vektoren — [B ist Basis von V. ‘
(2) = (1.) Es gelte 2., das heifit fiir alle Basen B; = <U§Z), . Uﬁ?) i = 1,...,7rvon U; ist B :=

( (1) (1) (r) ,,(r)

Ve, Vgl sy U ,Usr)eineBasisvonV.

zuzeigen: V =U1 & ... d U,.

Klar: V =U1 +...U,

Seiie {1,...,r},veUiNY 1 Uj. = E!M(k)EK,kZ1,...,7”,:1,l:1,...,8k:

JF#i
o= 4 0 = 3 (WP )
v =1
v e U; J#i

WegenBBasisfolgtul(k) =0Vk=1,...,r,l=1,..., s alsov = 0. Somit

U mZU = {0}
J#Z

alsoV=U1®...9U, O

Satz 8.10 (11.9 Existenz des Komplement) U C V UVR. Dann Jein UVRW C VmitV =U e W. W
heifit ein Komplement zu U in V.
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Beweis Sei (U. j)j ¢ €ine Basis von U. Daraus folgt mit dem Basiserginzungssatz: Es existiert eine Menge [ C
J, Basis (v7),¢;
U+W=1V.
Behauptung: UNW = {0},dennSeiv € UNW = Jj1,...Jr € J,i1,...,0s € INL, Nj, ..., Aj, iy, oo, Ay €
K:

vonV mitv; = u;Vj € Jinsbesondere U = Lin((v;),c ;). Setze V := Lin((vi)iel\J> =

v = )\jl’l}jl + ...+ )\jrvjr = /\ilvil 4+t AL,
— )\jl’l)jl 4+ ...+ )\jrvjr — )\ilvil — .. = )\isvis =0
— v=0 Il

Anmerkung 8.11 W wie in 11.9 ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel:

K =R,V =R*U =Lin((e;)) = V =U @ Lin((e2)) = U @ Lin((1, 1))

9 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel sei K stets ein Korper, U, V, W stets ein K-VR.
Definition 9.1 (12.1 Lineare Abbildung) f : V — W Abbildung. f heiflt K -lineare Abbildung (Homomorphismus
von K-VR, kurz lineare Abbildung) L e folgende Bedingungen sind erfiillt:

« LD flu+v)=f(u)+ flv)Vu,veV

« L) f(W) =Af(v)Vu,v e VVw eV AeK

Beispiel 9.2(12.2) 1. A = (a;;) € M(m x n, K).Wirschreiben die Elemente von K™ als Spaltenvektoren
und betrachten die Abbildung:

z1
A:K" K™ az=|: |~ Az
Tn

Esgilt fuiru,v € K™, A € K :

A(u+v) = A(u+v) = Au+ Av = A(u) + A(v)
A(Mw) = A(Mv) = A(Av) = AA(v)
a1
Wegen A(ei) = Ae; = | : | steheninden Spaltenvon A genau die Bilder der kanonischen Basisvektoren

Qin

e1,...epvon K™ unter A.Sind A € M(m xn,K),B € M(n xr K),z € K", dann ist
AB(z) = (AB)(z) = A(B(z)) = AB(z) = A(B(x)) - (AB) ()

das heifit die Verkniipfung von A, B entspricht der Multiplikation der Matrizen A, B : A-B=AB

2. Wir betrachten die Abbildung

] T 1 0 r1\ _ ([ ®1
o (0o (o 5) ()= ()

Diese ist linear nach 1., beschreibt Spiegelung an der x1-Achse.
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3. SeiV ={f:(0,1) — R | f ist differenzierbar} (ist ein R-VR)
1:V —{g:(0,1) - RAbb}, f — f
ist eine lineare Abbildung, denn es gilt fiir f,g € V. A € R:

(f+9) =f+d
M) =Af

Bemerkung 9.3 (12.3) f : V — W lineare Abbildung. Dann gilt:

1. f(0)=0

2. fvr 4+ .o M) =AM f(n) + .o+ A f(op)Vor,..oop € VAL A € K

3. V' CVUVR = f(V') C Wist UVR

4. W' C WUVR = fYW') C Vist UVR

5. (vi);c; linear abhiingige Familie in V' = (f(v;)),; linear abhéingige Familie in

6. V/ =Lin((vi);c;) = f(V') =Lin((f(vi));c;)

7. W endlich dimensional = f(V') endlich dimensionaler UVR von W mit dim f(V) <~ W
Beweis 1. f(0)* f(0+0)= f(0)+ f(0) = f(0)=0

2. fvr 4o Aon) = fqv) + oo Qo) = Aif(v1) + .o A f (o)

3. Sei V' C V UVR.
Behauptung: F'(V’) C W ist UVR denn:

- U1):0e V' = f(0) e f(V)
« (U2): Seien wy,we € f(V') = Fu,va € V' :wy = f(v1),v2 = f(v2)

- w1+w2f(v1)+f(vz)f(v1+vz) ef(V/)

ev’
« (U3):Seide K,we f(V) = FveV' :w= f(v)
= Iw = Af(v) f(\@/ef(v’))
ev’

4. Sei W' C W UVR.
Behauptung: f~!(w’) C V ist UVR, denn

- U f(0)=0eW = 0e f (W)
« (U2): Seien vy, v9 € f~H(w'):

= f(01), f(v2) €W = f(v1+v2) = f(v1) + f(v2) €W = v1 +up € fH(W)
- (U3):Seil € K,ve€ f~1{(W'):

= flv) eW' = f(l)=M(v)eW = e f (W)
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5. Sei (v;);¢ s linear abhingig

- E|T€N,i1,...,i7«€[,)\i1,)\ir EK:()\il,...,)\ir)#(0,...,0)/\)\“1}1‘1—l—...—l—)\iTUZ'T =0
= 0= f(0) = f(Aqviy +. .+ X, vi,) = Niy fuig) + -+ Ay fviy)
= (f(vi));e linear abhingig

6. zuzeigen: V' = Lin((v;);c;) = f(V') =Lin((f(v:));cs)

,CSeiw € f(V) = FveV' :w= f(v).wegenV’ = Lin((vi)iel :

Jit, .ot €L, N, €EK =0 oo+ A0
= f(v) = X, f(oiy) + o+ Ni f(vi,) € Lin((f(vi));e1)

,2“Seiw € Lin((f(vi));e;) = Fit,..oir € L, Ny, ..., N, € K mit

w = )\ilf(vil) + ...+ )\irf(vir) = f()\ilvil + ...+ )\irvir) S f(V/)

7. f(V)ist UVR von W nach 3. Rest aus Eigenschaften von dim. O

Bemerkung 9.4 (12.4 Verkniipfung von Linearen Abbildungen) f :V — W, g : U — V lineare Abbildungen.
Dannist f o g : U — W ebenfalls eine lineare Abbildung.

Beweis

(L1): Seien uy,ue € U

= (fog)(ur +u2) = f(g(ur +u2)) = f(g(u1) + g(uz))
= f(g(w1)) + f(g(uz)) = (f o g)(w1) + (f o g)(u2)
(L2:) Seienu € U, A € K
= (fog)(\u) = f(g(\u)) = f(Ag(u))
= Af(g(u)) = A(f o g)(u) O

Definition 9.5 (12.5)
Hompg (V,W) :={f:V — W | fist K-linear}
Eine K -lineare Abbildung f : V' — V heiflt ein Endomorphismus von V.
Endg (V) :={f:V — V| fist Endomorphismus} = Homg (V, V')
Bemerkung 9.6 (12.6) Es gilt:

1. Hompg (V, W) ist beziiglich
« +:Homg(V, W) x Homg (V, W) — Homg (V,W),(f,9) — f+g¢
mit (f + g)(v) := f(v) + g(v) firv e V
« - : D x Homg (V, W) — Homg(V, W), (X, f) — Af
mit (Af)(c) := Af(v) firv e V
ein K-Vektorraum. Nullvektor ist die Nullabbildung. 0 : V' — W mit 0(v) = 0
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2. Endg(V) ist beziiglich
« +:Endg (V) x Endg (V) = Endg (V), (f,9) — f+g
.« 0O EndK(V) X EndK(V) — EndK(V), (f,g) — fog

ein Ring, Einselement ist idy
Beweis Nachrechnen. O

Definition 9.7 (12.7) Eine bijektive K -lineare Abbildung f : V' — W heift ein Isomorphismus von V' nach
W. Eine bijektive K -lineare Abbildung f : V' — V heifst Automorphismus von V.

Isog (V,W) :={f:V — W | fist ein [somorphismus}
Autg (V) :={f:V — V| fistein Automorphismus} = Isox (V,V)

Bemerkung 9.8(12.8) f : V — W lineare Abbildung. Dann gilt: Ist f ein Isomorphismus, dann ist auch
f~1: W — V ein Isomorphismus. Existiert zwischen V und W ein Isomorphismus, dann nennen wir V, W
isomorph. (Notation: V' =2 W)

Beweis analogzu 5.23c. U

Definition 9.9 (12.9) f : V — W lineare Abbildung.
im f := f(V) heif8t das Bild von f
ker f := f71(0) = {v € V| f(v) = 0} heift der Kern von f

Bemerkung 9.10 (12.10) f : V' — W lineare Abbildung. Dann gilt:

1. im f C W Aker f C V sind UVR

2. fsurjektiv <= im f=W

3. finjektiv <= ker f = {0}

4. f injektiv A(v;), linear unabhangige Familie in V' = ((f(vi));c;) ist linear unabhangig
Beweis 1. folgtaus 12.3 3.4.

2. klar

3., = “sei f injektiv zu zeigen: ker f = {0}
« ,C“Seia ekerf = f(a)=0= f(0) = a=0
«,2f(0)=0 = O€ckerf
» <= “Seiker f = {0} zu zeigen: f ist injektiv. Seien v1, vy € V, f(v1) = f(v2) = f(v1 —v2) =
fo1) = fva) =0 = vy —wve€kerf={0} = v1—vV2=0 = vy =

4. Sei f injektiv, (v;), linear unabhangige Familie in V' zu zeigen: ((f(v;));;) linear unabhingig. Seien
Wyeeestpr €L, N, .0 N, € K,)\ilf(vil) + ... +)\in(1)“) =0

= f )\ilvil+...+)\iTvir =0 = )\ilvil—i—...%—)\irvir =0

€ker f={0} wegen f injektiv
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Definition 9.11 (12.11) f : V' — W lineare Abbildung.
Rang(f) := dim(im f)
heift der Rang von f

Definition 9.12 (12.12) A € M(m x n, K). Wir betrachten die zu A gehorende lineare Abbildung A : K" —
K™ z — Ax.Wegen K" = Lin((e1,...,e,)) aus 12.3 5.:

imA = Lin((fl(el), e fl(en)))
Nach 12.2 1.sind A(e1), . .., A(e,) genau die Spalten von A, das heifdt:

Rang ([l) = dim (im fl) = dim SR(A) = Spaltenrang(A)
Wir setzen Rang(A) := Rang ([1) = Spaltenrang(A)

Satz 9.13 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) V endlichdimensionaler K -Vektorraum, f : V —
W lineare Abbildung. (vy, . . ., vy ) Basisvonker f, (w1, ..., w,)Basisvonim f (beachteim f endlichdimensional
wegen 12.35.). Firi = 1,...7seiu; € V mit f(u;) = w;. Dann ist

A= (ug, ..., Up,v1, ... V)
eine Basis von V. Insbesondere ist dim V' = dim(ker f) + dim(im f)

Beweis 1. Aistein ESvonV:

Seiv eV
= f(v)eimf = Ju1,...,ur € K: f(v) = prwi + ...+ prw,
Setze w := piui + ... + pyuy, dann ist

fw) = paf(ur) + .4 pe f(ur) = prws + ...+ prwr = f(v)
= f(lu—v)=0 = u—vekerf
dM+ ...+ EK :u—v=ANvi+...4+ AUk
= v=—-MNv1 — ... — NV + paug + ... + ppuy € Lin((vy, ..o, v, U, .0 Uy))

2. Aist linear unabhingig:

Seien i1, ..., fhry ALy ... A € K mit

P1u1 4 oo ety + A1 F o+ Mg =0
= :U’lf(ul)+"'+Nrf(ur)+)‘lf(vl)+"'+>\kf(vk):0

= w1+ ...+ pw,=0 = pur=...= =0
= Mvi+...+ =0 = ANi=...= X =0
— A ist linear unabhingig. O

Folgerung 9.14 (12.14) V, W endlichdimensionale K-Vektorriume. Dann sind dquivalent
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. Vew
2. dimV =dim W

Beweis 1. = 2.8V = W,dasheift3f : V — W : fisomorph. Sei (v1,...,v,) eine Basis von
V. Wegen f injektiv folgt aus 12.10: (f(v1),..., f(v,)) linear unabhingig. Wegen f surjektiv ist W' =
f(V)=Lin((f(v1),..., f(vy))) = (f(v1),..., f(v))isteine Basisvon W. = dim W =r =
dim V.

2. = 1.SeidimV = dimW =: r. Sei (v1,...,v,) Basis von V, (w1, ..., w,) Basis von W. Wir
definieren f : V — W, Av1 + ... 4+ v, = Mwi + ...+ Aw,

« f wohldefiniert, da (vy, . .., v,) Basis von V ist

+ f ist linear, denn: Seien u,v € V,etwau = Au; + ... + \ptp,v = p1v1 + ... + UpUr
= fu+v)=f(M+p)vr+...+ N+ pr)ve) = (M + p)wr + .o+ (A + pp)w, =
MWp+. . AN wptprwi+. A ppwy = f(u)+f(v)Fir A € Kist f(Av) = f(Apvr + ...+ Appvy) =
Apwy + ..+ Apwy = Af(v)

« Esistim f = Lin((wq, ..., w,)) = W, das heift f ist surjektiv
« fistinjektiv, denn dim V' = dim(ker f) + dim(im f) == dim(ker f) =0 = ker f =
—_————

=dim W=dim V'
{0}, das heiflt f injektiv. O

Folgerung 9.15 (12.15) n,m € N.Dann gilt: K" = K™ <= n =m.
Folgerung 9.16 (12.16) V endlich dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:
IJneNy: VK"
Beweis Setzen := dimV U

Folgerung 9.17 (12.17) V, W endlich dimensionale K-Vektorraum mit dim V' = dim W, f : V' — W lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. f injektiv
2. f surjektiv
3. f bijektiv

Beweis 1. = 2.Sei finjektiv = ker f = {0},alsodim(ker f) = 0.Wegendim V' = dim(ker f) + dim(im f) =

=0
dim(im f) =dimV =dim W = im f = W, das heiflt f surjektiv.
2. = 3.Sei f surjektiv = dim(ker f) = dim(V) —dim|im f | = dimV —dimW =0 =
—

=W
ker f = {0} = finjektiv = f bijektiv

3. —> 1l.klar O
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10 Faktorriume und der Homomorphiesatz
In diesem Abschnitt seien V, W stets K-Vektorraume.

Definition 10.1 (13.1) A C V. A heifit ein affiner Unterraum von V' <D:e§> Es gibt ein a € V und einen UVR
U C V, sodass
A=a+U:={a+u|ueU}

ist,oder A = ()

Anmerkung 10.2 « affine Unterrdume von V entstehen (mit Ausnahme von ()) durch , Parallelverschiebung"
von UVRvon V.

«istA=a+ Umita & U,dann 0 ¢ a + U, das heiflt A ist in diesem Fall kein UVR von V'

Definition 10.3 (13.2) a € V,U C V UVR, A = a + U. Dann gilt:
1. Firjedesbe Aist A=b+U
2. Ist Aec V,;U CVUVRmita+U =a+ U,dannistU = Uunda —a € U.

Mit anderen Worten: Zu einem affinen Unterraum A = a+U istder UVR U eindeutig bestimmt, der ,Aufhingepunkt*
a kann beliebig in A gewihlt werden. Wir setzen dim A := dim U, dim () := —1

Beweis 1. Seibe A=a+U = JueU:b=a+uzuzeigenna+U =b+U

,LSeivea+U = JteU:v=a+t=b—ut+tt=b+|t—u] €b+U.
—— \\6./
=a e

Seiveb+U = FteU:v=b+t=a+ |u+t]| €a+U
U
€

2. Behauptung U = {b; — b | b1,b2 € a + U} denn:

,C“Seiu € U.Setzeby :=a+u€a+Uby:=a+0€a+U,dannb; —bs =a+u—(a+0)=0
,2“Seien b1,by € a + U =— ZFuj,us € U : by = a+u1,bs = a+uy =— by — by =
(a+wur) —(a+wug) =ur —uz €U

Analog:U:{bl—bg|b1,b2€d+0}
Somit:U:{bl—bz|b1,b26a—|—U}:{b1—b2|b1,b2€a+ﬁ}:(~]:> a+U=a+U —=
aca+U=a+U = JuelU:a=a+u = a—a=uclU O

Beispiel 10.4 (13.3) « UVR U im R-Vektorraum R?:

- dimU =0:{0}
- dimU =1: Lin((v)),v # 0 (Ursprungsgeraden)
- dimU =2: R?

. affine UR A in R%:

- dimA=-1:0
- dimA=0:{a},a € R (Punkte)
- dimA=1:a+Lin((v)),a,v € R, v #0 (Geraden)

dim A =2 : R2
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Definition 10.5 (13.4) f : V' — W lineare Abbildung, w € W
T wh) ={ve V| flv) = w}

heifit die Faser von f iiber w

Bemerkung 10.6 - Ist A € M(m x n, K), so erhalten wir eine lineare Abbildung A: K" = K™z —
Ax.Firb € K™ist A71(b) =2 € K" | A(x) = b = {x € K" | Az = b} genau die Losungsmenge
des lineare Gleichungssystems Az = b

- Durchv; ~ vy &£ f(v1) = f(vy) ist eine Aquivalenzrelation auf V' erklirt, die Aquivalenzklasse von
v € V ist gegeben durch {u € V' | f(u) = f(v)} = f~1(f(v)). Somit sind die nichtleeren Fasern von
A genau die Aquivalenzklassen beziiglich ,~“ Insbesondere ist V' die Vereinigung der Fasern von f, je
zwei Fasern von f sind gleich oder disjunkt.

Satz 10.7 (13.5) f : V' — W lineare Abbildung, w € W. Dann gilt:

u+ker f fallsw € im f (hierbeiu € f~1({w}))
0 fallsw ¢ im f

7 ({w}) = {

Somit ist die Faser von f iiber w ein affiner UR von V' mit

dimker f =dimV — dimim f fallsw € im f

a1 _
dim f~ ({w}) = {_1 fallsw & im f

Insbesondere haben alle nichtleeren Fasern von f dieselbe Dimension.

Beweis Falls w ¢ im f, dann f~!({w}) = (). Im Folgenden sei w € im f. zu zeigen: f~1({w}) = u + ker f
,C“Seiv € f1({w}) = f(v)=w=f(u) = flv)—flu)=0 = flv—u)=0 = v—uc
ker f = veu+tkerf.,DSeivecutkerf — Jteckerf:v=u+t = f(v)=flut+t)=
fu)+ ft) = f(u) = ve f1{w}). Esistdim(u + ker f) = dim(ker f) = dimV — dimim f O

~—~
=0

Beispiel 10.8 (13.6) K = R,V = R?. Wir betrachten die Abbildung f : R2 — R?,
T 1 0 1\ _ (71
()= (o) ()= (5)
fistlinear und esistim f = Lin((e;)), ker f = Lin((e2)) und fiir w = Ae; =

()= ) =)

Ziel: Wir haben gesehen, dass der Kern einer linearen Abbildung f : V' — W ein UVR von V ist und dass fiir
jedesw € W die Faser von f iiber w ein affiner UR von V' ist. Wir wollen nun zu einem gegebenen UVRU C V
einen UR W und eine lineare Abbildung f : V' — W konstruieren, sodass U = ker f ist (beziehungsweise
dass ein gegebener affiner UR von V eine Faser von f ist)

(g) € im fist 1 ({w)) =

Bemerkung 10.9 (13.7) U C V UVR. Dann ist durch a ~y b <DZEf> a — b € U eine Aquivalenzrelation

auf V' gegeben. Anstelle von s ~; b schreiben wir auch a = b( mod U) (,a kongruent b modulo U*). Die
Aquivalenzklasse von a € V ist gegeben durch

a:=a+U

und heif}t die Restklasse von a modulo U. Die Menge aller Aquivalenzklassen modulo U bezeichnen wir mit
v

U
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Beweis 1. ,=“ist eine Aquivalenzrelation:
. ,="istreflexiv: Fira € Vista = a( mod U),denna—a=0€ U

. ,="ist symmetrisch: Seien a,b € V mita = b( mod U),danna —b € U = b—a =
—(a—b)eU = b=a( modU)

. ,="ist transitiv: Seien a,b € V mita =b( mod U),b=( modU) = a—-beUb—ce
U= a—c=(a—-b+(b—-c)eU = a=c( modU)

2. Die Aquivalenzklasse von a € V ist gegeben durch

a={beVi]b=a( modU)}={beV]|b—acU}
={beV|JueU:b—a=u}
={beV|JueU:b=a+ut=a+U O

Satz 10.10 (13.8) U C V UVR. Wir definieren auf V/U Verkniipfungen
« +:V/UXxVIU = V/Ua+b:=a+b
« K xV/U—=V/UMN-a:=M

Dann gilt:

1. V/U wird mit der obigen Addition und skalaren Multiplikation zu einem K-Vektorraum, dem Faktorvektorraum
(Faktorraum, Quotientenvektorraum) von V/U. Der Nullvektor in V/U ist 0=04+u=u

2. Die Abbildung
7:V—=>V/Ua—a

ist die surjektiv lineare Abbildung mit ker 7 = U

3. Ist V endlichdimensional, dann ist dimg V/U = dimg V — dimg U

Beweis 1. a) ,+%,
cdot” wohldefiniert:
»+“ wohldefiniert: Seien a1, a92,b1,b0 € V,a1 = a9,b1 = by = a1 = al( mod u),b1 =

bg( modu) = a1 —as EU by —belU = (a1+b1—(a2+bg)): ay —ag | +
U
€

by —be | €U = a1 +by=as+by( modu) = a3 +by =az+ by
U
€
» wohldefiniert: Seien A € K,a1,a0 € Va1 = o = a1 —as € U = a1 — \ag =
Mai—az | €U = Xa; = Aaz( mod U) = Aa; = las
U
€

b) Vekorraumaxiome gelten: nachrechnen.
Nullvektor:Va € V:a+0=a+0=a=0+a,

@]

=0+U

2. - 7 ist linear: Seien a1, a2 € V,A € K, dann (a1 +a2) = a1 +a2 = a1 + a2 = w(ay) +
7'['((12), Tr()‘a’l) = )\(11 == )\al = )\7'('((11)

« mistsurjektiv:imnr =nw(V)={a|acV}=V/U
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» kerm = U, denn: Sei a € V. Dann gilt:

dimg V = dimg (ker 7) + dimg (im7) = dimg U + dimg V/U = Behauptung [J

Folgerung 10.11 (13.9) U C V. Dann sind dquivalent:
1. Uist UVRvon V

2. Es gibt einen K-Vektorraum W und eine lineare Abbildung F' : V. — W mitker f = U.Ist V
endlichdimensional, dann kann in diesem Fall W auch endlichdimensional mit dim W < dim V gewihlt
werden.

Beweis 1. = 2.SetzeW :=V/U,v:=7,V — V/U,a — a,Behauptung folgt aus 12.8. (Zusatzaussage
folgt aus 13.8: dimg V/U < dimg V)

2. = l.ker fist UVRvon V nach 12.10 O

Folgerung 10.12 (13.10) A C V. Dann sind dquivalent:
1. A ist ein affiner Unterraum von V'

2. Es gibt einen K-Vektorraum W, eine lineare Abbildung f : V' — W undeinw € W mit A = f~1({w}).
ist V endlichdimensional, dann kann in diesem Fall auch W endlichdimensional, mit dim W < dim V'
gewihlt werden.

Beweis 1. = 2.Sei A affiner Unterraum von V. Falls A = (), setze W := K, f : V — K,v > 0 (ist
linear), w := 1 == f~1({w}) = 0 = A.Im Folgenden sei A # (). Dann 3a € V,U C V UVR mit
A=a+USetze W :=V/U f =7V = V/Uv—tw=a=a+U = ft{a})={be
V]flv)=a}={be B|b=a}=a=a+ U = A(Zusatzaussage folgt aus 13.8)

2. = L f~1({w}) ist ein affiner Unterraum. O
Bemerkung 10.13 Philosophie hinter 13.9 / 13.10: UVR = Kerne von lineare Abbildungen, affine Unterrdume
= Fasern von linearen Abbildungen.

Satz 10.14 (13.11 Homomorphiesatz) f : VV — W lineare Abbildung. Dann induziert f einen Isomorphismus
f:V/ker f —im f,0— f(v)
das heiflt: V/ ker f = im f

Beweis 1. f wohldefiniert: Seien v1,v2 € V mit 0] = 99 = vy = vo( mod ker f) = vy — vy €
ker = f(v1 —v2) =0 = f(v1) = f(ve)f
« Firv e Vist f(v) € im f.

stlinear: Seien 0, U2 € V/ ker f = f(v1 + 02

2. fi
f(0) + f(D2) Seid € K,v € V/ker f = f(\0

3. f ist injektiv, das heift ker f = {0}.Seiv € ker f = f(0) =0 = f(v) =0 = v €
ker f = v=v+kerf=kerf=0

4. fistsurjektiv, dannim f = {f(v) | v € V/ker f} = {f(v) |v € V} =im f O
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Folgerung 10.15(13.12) f : V — W lineare Abbildung. Dann lésst sich f schreiben als
fisfor

wobeim : V. — V/ker f,v v ¥, f : Abbildung aus 1311, 4 : im f — W,w + w Man sagt auch: das
Diagramm

v

w

-

V/ker f ——— im f
f

s

kommutiert. Hierbei ist 7 surjektiv, f ein Isomorphismus, 7 ist surjektiv.
Beweis Firv € Vist (io fom)(v) = (io f)(0) =i(f(v)) = f(v) O

Bemerkung 10.16 Fiir einen UVR U C V nennt man die Abbildung 7w : V' — V/U,v + © die kanonische
Projektion von V nach V/U

11 Lineare Gleichungssysteme

by
In diesem Abschnitt seien stets m,n € N, A = (a;;) € M(m xn,K),b = | : |im K™ Ziel: bestimme
bm
I
allex = | @ | € K" mit Az = b, das heifit 16se das lineare Gleichungssystem Az = b. explizit
Ln

a1xy +...+ A1nTp — bl
Am1Z1 + ... + GmnZn = b,

Die Matrix A induziert eine lineare Abbildung A: K" — K™ x — Az, dasheift: Bestimmung der Losungsmenge
von Az = bkorrespondiert zur Bestimmung der Faser A~!(b)

Definition 11.1 (14.1) Das Lineare Gleichungssystem Az = b
+ homogen 2=

+ inhomogen 2Ly #0

Das LGS Az = 0 heifit das zu Az = b gehdrige homogene LGS. A heifit die Koeffizientenmatrix des LGS
Ar = b.Los(A,b) == {z € K" | Az = b = A7'({b})} heifit der Losungsraum des LGS Az = b.
Insbesondere ist Los(A, 0) = ker A.

Satz 11.2 (14.2) Esgilt:
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1. Los(A,0) C K" ist ein UVR der Dimension v — Rang(A).

2. Los(A,b) € K™ ist ein affiner Unterraum von K. Ist Los(A, b) # () dann hat dieser die Dimension
n — Rang(A)

3. IstLos(A, b) # Dund v € Los(A,b), dann ist Los(A, b) = v + Los(A4, 0)

Beweis 1. EsistLos(A,0) = ker A, ker Aistein UVR von K™ mit dim (ker fl) = dim(K"™)—dim (im fl) =
n — Rang (fl) =n — Rang(A)
2. Esist Los(4,b) = A=1({b}), dies ist nach 13.5 ein affiner UR von K™. Falls Los(A,b) # (), dann ist
b € im A und dim Los(A,b) = dim({b}) = dimker A = u — Rang A
3. Falls Los(A, b) # 0,v € Los(A, b), dann

Los(A,b) = A71({b}) = v+ ker A = v + Los(A4, 0) O

Anmerkung 11.3 « Los(A,0) enthilt immer die triviale Losung 0, nichttriviale Lésung von Az = 0 gibt
es wegen 1. genau dann, wenn Rang A < n

Definition 11.4 (14.3)
aill N AT bl
Alb=| .| CMmx (n+1),K)
ml1 ... QAmn bm
heifdt die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS Ax = b.
Satz 11.5 (14.4) Es sind dquivalent:
1. Los(A,b) # (), das heit LGS Ax = b besitzt eine Losung
2. Rang(A) = Rang(A | b)

Beweis 1. Esistim A = A(K™) = A(Lin(ey, ..., e,)) = Lin (A(el), e ,fl(en)) = Lin(Aey, ..., Aey)
undesistimm = Z\ﬁ)(K”H) = m(Lin(el, ceslpil)) = Lin(m(el), e ,m(en),m(enﬂ)) =

e —

Lin((A | b)er,...,(A|b)en, (A|b)ens1) = Lin(Aey, ..., Aey, b) insbesondereim A C im A | b

2. AlsoLos(A,b) #0) <= becimA — m = dimim[l:dimimm < RangA =

—~——

Rang A | b <= Rang A =RangA |b O

Folgerung 11.6 (14.5) Es sind dquivalent:
1. Das LGS Ax = b besitzt genau eine Losung
2. Rang(A) = Rang(A |b) =n

Beweis 1. = 2.Das LGS Az = b besitze genau eine Losung. Aus der Existenz einer Losung folgt nach
14.4: Rang A = Rang(A | b) aus der Eindeutigkeit folgt dim Lés( A, b) = 0, also nach 14.2:

0 = dimLss(A, b) = n — Rang(A)

also Rang(A4) =n
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2. = 1.Sei Rang(A) = Rang(A |b) = n = Los(A,b) # 0 nach 14.2 ist dim Los(A4,b) =
n — Rang(A) = 0, das heifdt die Losung ist eindeutig bestimmt. O

Ziel: Algorithmus zur Bestimmung von Los( A, b)

Definition 11.7 (14.6) A ist in strenger Zeilenstufenform (SZSF) <D:e§> A ist in ZSF mit Pivotspalten bei
J1,- .., Jr und es gilt:

. (SZl) aljl = ... = aTjT =1
« (8Z2) a5, =0VEk e {l,...,r},ie{l,....,k—1}
Satz 11.8 (14.7) A lasst sich durch elementare Zeilenumformung auf SZSF bringen.

Beweis Bringe A auf ZSF B nach Satz 10.11. Multipliziere die i-te Zeile fiiri = 1,. .. 7 mit ﬁ und annulliere

4,
dann die Eintriage der ji-ten Spalte oberhalb des Pivotelements durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der
k-ten Zeile. g

Beispiel 11.9 (14.8)

003 —1 012 0 012 0 010 3
A=[012 0]eMBx4R)—» |0 03 -1|—=(001 —3]—=(00 1 -3
030 2 000 O 000 0 000 O
(32)

Anmerkung 11.10 Die strenge ZSF von A ist eindeutig bestimmt (vergleiche Blatt 11 ZA 5)

Bemerkung 11.11 (14.9) C € M(m x n,K),d € K™istC' | d durch eine Folge elementarer Zeilenumformungen
aus A | b entstanden, dann ist Los(C, d) = Los(A, b)

Beweis Wegen Anmerkung nach 10.5 geniigt es, einzelne Zeilenumformungen von Typ 1. beziehungsweise 2.
zu betrachten

1. Typ 1-Umformungen

ail e A1n b1
ail N AT b1 . .
A b= : : d = ’ )
| : : ¢ ’ )\(Ijl e )\ajn )\bj
Aml -+ Gmn bm . .
am1 mn  bm
T
mit A\ € K*. Esistz = | | € Los(A4,b) <~
Tn

a11x1 + ...+ aipTy, = b1

A1 X1+ ... QnTn =bm
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<~
ailxry + ...+ aipxTy = bl
3/\aj1x1 + ...t ajpnTy = bj
11 F o F GnTn =bn
<~
x € Los(C, d)
2. Typ 2-Umformung: analog U

Algorithmus 11.12 (14.10 Gauf3-Algorithmus zur Lésung homogener LGS) Eingabe: A € M (m x n, K)

Ausgabe: eine Basis von Los(A, 0)
Durchfiihrung:

1. Bringe die Matrix A durch elementare Zeilenumformung auf SZSF S:

Mit den Spalten j1, . .., j, als die Spalten der Pivot-Elemente, = Zeilenrang (A)

2. Sei B € M(r x (n—r),K), die aus S durch Streichen der Spalten mit den Indizes j, ...
der Zeilen mit den Indizes r + 1,...,m entsteht. Seinen k1 < ko < ... < ky_, mit {1,.

{jlv"wjmkla"' 7kn—1}

3. Eine Basis von Los(A, 0) ist gegeben durch (w1, . .., wy_, ), wobei
wil
wi=1| 1 | €K"
w;,,
firi =1,...,n — r wie folgt gegeben ist:
Wigy Wik,
= i-te Spalte von B, : =e' ek —r
Wi Wik —

Beweis Nach 14.9 ist Los(A,0) = Lés(B,0). Esistx € Los(5,0) <= Sz =0 <—

X i T
J1 J1
xk?»,ﬂ xk’l
Lo . Lo
0= i + B : — — : =B
' Th,_ ' T, _
xjr n T x]T n s

(33)

,jr und

.,n} =
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das heif3t nach beliebiger Vorgabe von xy, , ..., xy, , ergebensichx; , ..., x;, eindeutig. Setzen wir
Thy
=¢ € KT
':Eknfr

furi=1,...,n — r,dannist

L1

Zj,
die i-te Spalte von — B. Das heiflt auf diese Weise erhalten wir wy, . . . , wy—1. (w1, . . . , Wy, ) ist nach Konstruktion

ein ES von Los(A, 0) = Los(.5, 0) wegen
K" " =Lin((e1,...,en—r))
(w1, ..., wp—,) ist linear unabhingig, denn: Seinen A1, ..., A, € K mit
AMwi+ ..o+ AWy =0
Firi = 1,...,n — r lautet Eintrag in k1 -ter Zeile:

AL W1k, o Nim 1 Wi gy A Wi A Wik e A W, = 0
jnry o g hanond

= N\ i1=0 = \;=0,i=1,...,n—7 H

Folgerung 11.13 (14.11) Es gilt: Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = Rang(A)

Beweis In 14.10 haben wir gezeigt: dim Los(A, 0) = n— Zeilenrang(A), nach 14.2 ist dim Lés(A,0) = n —

Rang(A) = n— Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) = Spaltenrang (A) O
Beispiel 11.14 (14.12) Sei
2 4 26
A=1{3 6 3 9| e M(3x4,R)
4 8 59
gesucht ist eine Basis von Los(A, 0) C R*
2 4 2 6 1 21 3 1 21 3 1 2 0 6
A—-13 6 3 91 —-(0 0 0O O}|—-({001 -3]—=1]0 0 1 -3 (34)
4 8 5 9 001 -3 000 O 000 O

Insbesondere ist Rang(A) = 2,dimLos(A,0) = 4 — Rang(A) = 2. Esist j; = 1,j2 = 3. Wegen
{1, 2,3, 4} = {jl,jg, k1, kQ} und k1 < ko istk) = 2, ko = 4. Esist

2 6 -2 -6
BZ(O —3)’_B:<0 3) (3

Eine Basis von Los(A, 0) ist gegeben durch (w1, w9) mit
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Algorithmus 11.15 (14.13 Gauf$-Algorithmus zur Lésung inhomogener LGS) Eingabe: A € M(m x n, K),b €
K™b#0

Ausgabe: Los(A, b)

Durchfiihrung:

1. Bringe die Matrix A | b durch elementare Zeilenumformung auf SZSF S | s
1 % 0 0 S1

S = 0 ' € M(m x (n+1),K),r =Rang(A|b)  (36)

2. Falls j, = n + 1, dannist Los(A4,b) = 0
3. Falls j, < n + 1, dann ist eine spezielle Losung von Az = b gegeben durch
V1
v=|: | eK"
Un,
wobei
vjl;f;vjr =515 8,10 € {1,....n}\ {71, -, Jr} = v;i=0
Esist Los(A,b) = v + Los(A, 0), wobei Los( A, 0) mittels 14.10 bestimmt.

Beweis Wegen S | s € M(m x (n+1),K)ist j, < n+ 1. Falls j, = n + 1, dann ist Rang(A | b) =
Spaltenrang(A | b) = Zeilenrang(A | b) = Zeilenrang(S | s) = Spaltenrang(S | s) > Spaltenrang(S) =

Rang(A) = Los(A,b) = . Falls j, < n + 1, dann ist v aus Schritt 3 eine spezielle Lésung von Sz = s,
also auch von Az = b wegen 14.9. Somit ist Los(A, b) = v + Los(A, 0) nach 14.2. O
Beispiel 11.16 (14.14) Wir betrachten das LGS Az = b mit
2 4 2 6 4
A=1(3 6 3 9| eMBx4R),b=[6] eR?
4 8 5 9 9
2 4 2 6 4 1 21 3 2 1 21 3 2 121 3 2 1 2
Alb—- 13 6 3 9 6]—(363 96,—-(000 0 0]—=(001 -3 1]—=100
4 8 59 9 4 8 59 9 001 =31 000 0 O 0 0
37)

Esist Rang(A | b) = Rang(A) = 2, insbesondere ist Los(A, b) # (), dim Los(A, b) = 4 — Rang(A) = 2.Es
ist j1 = 1, jo = 3. Eine spezielle Losung von Ax = b ist nach 14.13 gegeben durch

1
v — 0
|1
0
Nach Beispiel 14.12 ist
1 -2 —6 1 -2\ —6p
.. 10 . 1 0 _ A
Los(A,b) = 1 + Lin o || 3 ={ ey | A, e R}
0 0 1 W

o = O
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12 Lineare Abbildungen und Matrizen

In diesem Abschnitt seien V, W endlichdimensionale K-VR.

Satz 12.1 (15.1) vy,...,v, € Vwy,...,w, € W.dann gilt:

1. Ist (v1,...,v,) linear unabhingig, dann gibt es eine lineare Abbildung f : V' — W mit f(v;) = wj fir
1=1,...,r
2. Ist (v1,...,v,) eine Basis von V, dann gibt es genau ein lineare Abbildung f : V' — W mit f(v;) = w;
firi =1,...,r. Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften
« im f = Lin((wy, ..., w,)), insbesondere f surjektiv <= (wy,...,w,)ESvon W
« finjektiv <= (w1, ..., w;) linear unabhingig
« fIsomorphismus <= (wi,...,w,) Basis von W
Beweis (2):
1. Existenz: Fiir v € V existieren eindeutig bestimmte A1, ..., A, € K mitv = A\jv; + ... + A\pv,. Wir
setzen f : V. — W,v — Awy + ... + \w,, dann ist insbesondere f(v;) = w; f+4ri = 1,...,7.

Behauptung: f linear, denn Seien w,v € U mitu = A\v1 + ... + A\pvp, 0 = 101 + ... + U0y
= f(u+v)=f((A+p)vr+ ...+ A+ pr)vr) = (M + p)wi (A + pr)wy = f(u)+f(v)
Ist A\ € K,v € V wie oben, dann ist

FOWw) = f(Auvr + ..o 4+ Apvy) = Apqwr + .o+ Appw, = Af(v)

2. Eindeutigkeit: Sei f : V' — W eine weitere lineare Abbildung g(v;) = wj firi = 1,...,r = Fir
v € Vmitv = \v1 + ...+ A\, ist dann

gw) = g(v1) + ...+ Mg(vp) = dwg + ...+ hw, = f(v) = f=g

3. Eigenschaften von f:

« im f = Lin((f(v1),..., f(v))) = Lin((wy, ..., w,))

« finjektiv <= (wq,...,w,) linear unabhingig, denn:

, = “(durch Kontraposition) Sei (w1, ..., w,) linear abhingig — Jpu1,...,pu, € K mit

(1o ospir) #(0,...,0)und prwy +.. .+ ppw, =0 = flmoi+... 4o, | =0 =

20
f nicht injektiv
, <= “Seiw;, ..., w, linear unabhingig. Seiv € V mit f(v) = 0,v = \jv1 + ... + v, =
fW =M wi+...4+w,=0 = M=...=1=0 = v=0

(1):

Sei (v1, ..., v,) linear unabhiingig = (v1,...,v,) kann zu Basis (v1,...,0r, Up41,...,0,) von V erginzt

werden. Wir wihlen wy41,...,w, € W beliebig. Dann existiert nach 2. eine lineare Abbildung f : V' — W

mit f(v;) = w; firéi = 1,...,n, insbesondere ist f(v;) = w; firi =1,...,r O
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Folgerung 12.2 (15.2) B = (v, ..., v2) Basis von V. Dann gibt es genau einen Isomorphismus
P K "V
von K-VR mit ®5(e;) = v; firi = 1,...,n. ®p heildt das durch B bestimmte Koordinatensystem von V. Ist
A1
v = MANv1 + ...+ A\, €V, dann nennt man CIng = Ae1,..., \nep, = : € K™ die Koordinaten
An

von v beziiglich B
Beweis Wende 15.1.2 auf die Basen (ey, ..., e,) von K" und (v1,...,v,) von V an. O

Satz 12.3(15.3) A = (vy,...,v,) Basisvon V, B = (wq, ..., w,,) Basis von W. Dann gilt:

1. Fiir jede lineare Abbildung f : V' — W gibt es genau eine Matrix A = (a;;) € M (m X n, K), sodass
m
f(UJ) = Zal_jwla] = ]-7" 1N
j=1

M, é‘l( f) := Aheift die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen 5 und 5. In der j-ten Spalte von
ME\(f) stehen die Koordinaten von f(v;) beziiglich der Basis von Bvon W (fir j = 1,...,7)

2. Die aus 1. erhaltene Abbildung
M[gf‘ :Homg (VW) = M(m xn,K), f — M{;‘(f)
ist ein Isomorphismus von K-VR. Insbesondere ist im Fall V = W, A = B die Abbildung
Mg : Endg (V) = M(n x m, K), f = Mg(f) := M§(f)
ein Isomorphismus von K-Vektorraum.

Beweis 1. klar, weil B = (wy, ..., w,,) Basis von W ist.

2. Mé ist linear, denn:
Sind f, g € Homg (V, W), X € K mit Mg\ (f) = (aij), Mi'(g) = (bij), dann ist

(f +9)(v;) = fvj)+g(v;) = Zaijwi+z bijw; = Z(aij +bj)wi,j=1,...,nw;,j=1,...,n
i—1 i—1 i1
das heift Mg\(f + g) = MZ(f) + M#\(g)
()\f)(v]) = )\f(v]) = )\Zaijwi = Z()\a”)wl,j = 1, ey
i=1 i=1

also MZ'(Af) = AMZ(f)
M, 1“34 ist bijektiv, denn:
Ist A = (ai;) € M(m x n, K), dann existiert nach 15.1.2 genau ein f € Homg (V, W) mit

m
f(’l)j) = Zaijwi,j = 1,...,77,
=1
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Folgerung 12.4 (15.4) Die Abbildung

M(el’ € )

(er,em) Hompg (K", K™) — M(m x n, K)

ist ein [somorphismus von K-VR mit Umkehrabbildung:

~: M(m xn,K) — Homg (K", K™),A— A

Insbesondere ist ~ ebenfalls ein Isomorphismus.

(61,...,€m)

Beweis M((el’m’e")) ist ein Isomorphismus nach 15.3, und fir A € M(m x n, K) ist Meren) (fl) = A,

O

da A(e]) = Aej =j-te Spaltevon Afirj =1,...,n

. . 2 1 €1,---,En < . —]_ ].
Beispiel 12.5(15.5) A = (1 1> € M(2x2,R). Es1stM((ell’ 7€m)) (A) = A.Essei A = << 1 ) , <1>

(). () vty

A(G)) -G ) )= --(3)+ ()
(W) -G )0 -6)-(5) ()
— Mg(A) = (11 _57)

Wir haben einen Basiswechsel durchgefiihrt. Wie das systematisch geht, sehen wir im nichsten Abschnitt.

Folgerung 12.6 (15.6) A € M (n x n, K). Dann sind dquivalent:
1. Ae GL(n,K)
2. Esgibtein B € M(n xn,K)mit AB = FE, = BA
3. Esgibtein B € M(n x n,K) mit AB = E,
4. Esgibtein B € M(n x n, K) mit BA = E,,
5. A: K" — K" istein Isomorphismus
6. Rang(A) =n

Beweis (1) <= (2) Definition.

(5) < (6) A Isomorphismus <= A surjektiv. <= dim imA =n < Rangfl =n <
Rang(A) =n

2) = (3),2) = (4) trivial

(3) = (5)SeiB € M(nxn,K)mit AB = E, — AoB = AB = E, =idg» = Asur]ektw
== fllsomorphlsmus

(4) = (5) analog

5) = (2 Seifllsomorphismus — dg € Endg(K") : Ao g = idgn = go A.Nach 1543 B €
M(n xn, K)mitg = B, insbesondere Ao B = idgn = Bo Ajalso Ao B=F, = BoA = E, =
AB=BA = E,=AB=BA 0
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Folgerung 12.7 (15.7) Es gilt:
dimg Homg (V, W) = dimg (V) - dimgx (W)
Beweis Nach Wahl von Basen A = (vy,...,v,) von V, B = (w1, ..., w,) von W erhalten wir nach 15.2
einen [somorphismus
Mg - Homp (V, W) — M(m x n, K)
also ist dim g Homp (V, W) = dimg M(m x n, K) =m x n =dimg W - dimg V O
Folgerung 12.8 (15.8) U C K". Dann sind dquivalent:
1. Uist UVRvon K™

2. Esgibteinm € Nundein A € M(m x n, K), sodass U = Los(A, 0)

Beweis 1. = 2. nach 13.9 existiert ein endlichdimensionaler K-VR und eine lineare Abbildung f :
K™ — W mitker f = U. Seim = dim W, dass existiert ein Isomorphismus g : W — K. Wir setzen

p:=gof:K"— K™

Es ist ker ¢ = ker f, denn: Fiirv € K" ist f(v) =0 <= g(f(v)) =¢(0) =0 <= ¢(v) = 0, also
ker ¢ = U. Nach 15.4 existiert A € M (m x n, K) mit¢) = A = U = ker ¢ = ker A = Los(A4,0)

2. = 1.aus Satz 14.2 O

Folgerung 12.9 (15.9) U C K™. Dann sind dquivalent:
1. U ist affiner UR von K™

2. Esgibtm e N, A€ M(m xn,K),b e K™, sodass U = Los(A, b)

Beweis 1. = 2. Nach 13.10 Existiert ein endlichdimensionaler K-VR, W,w € W und eine lineare
Abbildung K™ — W mit U = f~1({w}). Seim = dim W, dass Existiert ein Isomorphismus g : W —
K™, Wir setzten ¢ := go g : K™ — K™ Esist f~1({w}) = ¢~1({b}), wobei b := g(w), denn fiir
v e K" ist
fw)=w = g(f(v)) =g(w) =b < ¢(v) =b
Nach 15.4 existiert ein A € M(m x n, K)mit¢p = A = U = ¢ ({b}) = A~ ({b}) = Los(A,b)

2. — 1l.aus Satz 14.2 O

Anmerkung 12.10 Philosophie hinter 15.8/15.9: affine UR von K™ = Losungsrdume von LGS (in i Variablen)
iiber K, UVR von K" = Losungsrdume homogener GLS (in n Variablen) iiber K

Frage: f : V — W lineare Abbildung, Wie einfach kann man M3 ( f) durch geeignete Wahl von A, B bekommen?
Bemerkung 12.11 (15.19) f : V' — W lineare Abbildung. Dann gibt es Basen A von V, B von W mit

Mg (5 = () r = Rang

Beweis Seil3 := (wy,...,w,)Basisvonim f.Sindu; € f~*({w1}),...,ur € f~({w,})undist (vy,. .., vg)
eine Basis von ker f, dann ist nach 12.13

A= (ut, ... up,v1, ..., 0)
eine Basis von V. Nach Konstruktion ist f(u1) = w1, ..., f(u,) = w,, f(v1) =0,..., f(vr) = 0, also ist
A _ (Er
g =) .

Anmerkung 12.12 Das Problem fir f € End (V) eine Basis 3 zu finden, sodass Mg (f) = ME(f) moglichst
einfach ist, ist wesentlich schwieriger zu l3sen (— Jordansche Normalform, LA2)
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13 Basiswechsel

In diesem Abschnitt seien V, W endlich dimensionale K-VR.

Ziel: f : V — W lineare Abbildung, A, A’ Basen von V, B, B’ Basen von W. Wie hingen M#'(f) und Mz'(f)
zusammen?

Bemerkung 13.1(16.1) f : V' — W lineare Abbildung, A Basis von V, I3 Basis von W. Dann gilt: Das
Diagramm

K" ——— V
ME\(f)
¥ f
K™ %
O

ist kommutativ, das heildt &5 o M [“34 = f o ® 4 (Hierbei sind ® 4, P Koordinatensysteme von V beziiglich
/\/
A beziehungsweise von W beziiglich 53) Insbesondere ist Mé“(f) = CI)[;1 ofody

_—

Beweis Es gilt zu zeigen, dass die Abbildung ®53 o Mg‘(f) c K" - Wund fo®y : K™ — W auf der
kanonischen Basis (e, ..., e,) von K™ iibereinstimmen. Sei A = (a;j) = M[;‘(f), A= (v1,...,0,),B =
(Wi, ..., W)
——— ~ aij
— (@5) o M (/)(e;) = ®5(Ale)) = ®u(Ae) = 05| | 1 | | =awr+ ...+ apjun
am]'
(fo@a)(e;) = f(Dale;)) = f(v;) = awi + ... + amjwm O

Bemerkung 13.2 (16.2) A, A’ Basenvon V,n = dim(V)
T == M4 (idy) € M(n x n, K)
heiflt die Transformationsmatrix des Basiswechsels von A nach A’. Es gilt:

1. T4 € GL(n, K)
TSN
2. T4 =0, 0dy
-1
A A’
3. 14 = (1)

Beweis (2) nach 16.1 ist das Diagramm

K" —_—_ V
T3 = M4 (f)
Dy idy
K" Vv
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kommutativ —-
L N3

DyoTy =idyody=04 = T =0, ody
N
(1)Da® 4/, P 4 [somorphismen, ist auch Tﬁl, = <I>;‘,l o® 4 ein Isomorphismus, nach 15.6 folgt Tf, € GL(n,K)

@G)Nach (Q)ist T - T4 =T o T4 =@ 0@ y0P ' 0Dy =0 0idgn 0Dy = idgn = E,

-1
A A A !
— T4 T4 = By — T4 = (T4 -

Beispiel 13.3(16.3) K = R,V = R% A = <(_11> ; <D>A<<_21> ; <_11>> Gesucht ist T§' =
Mg\ (idg2) Es ist
()=o) (8) () -2 (5)+ 0 ()
= (5 4)

Satz 13.4(16.4) U,V, W endlichdimensionale K-VR mit Basen A,B,C,g : U — V,f : V — W lineare
Abbildungen. Dann gilt:

also:

ME\(f o g) = ME(f) - Mi(g)

Beweis Wir setzen 7 := dim U, m := dim V,n := dim W, A := MF(f), B := Mg\ (g) Wir erhalten das
Diagramm

)
K A U
B g
N k . /
AB K™ 14 fog
yd N
K" w
%

Die Trapeze sind kommutativ nach 16.1, das linke Dreieck nach 12.2, das rechte Dreieck trivialerweise. Damit
kommutiert auch das duflere Rechteck, das heif3t

BeoAB = fogody

—_—

— AB=a;'0(fog)oda=MMfog) = M{V - Mg =AB=Mg(fog) O

Folgerung 13.5 (16.5) A, B,C Basen von V. Dann gilt:
A _ 7B A
1. TC — TC ° TB

2. Mg : Endg(v) = M(nxn,K),f — Mg(f) = ME(f) ist ein Isomorphismus von Ringen, das
heiflt Mp ist bijektiv,

Mp(f +g) = Mp(f) + Mp(g), Ma(f o g) = Mp(f)Mg(g), Mp(idv) = E,V f,g € Endg (v)
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Beweis 1. aus164fir U=V =W, f =g =idy

2. Nach 15.3.2 ist M ein Isomorphismus von K-VR, es ist Mp(idy ) = E,, nach 16.4

Mp(f o g) = Mp(f)Mz(g) O

Satz 13.6 (Transformationsformel) f : V' — W lineare Abbildung, A, A’ Basen von V, B, B’ Basen von W
Dann gilt:
Mg (f) = Tg Mg (/)T

Setzen wir A := MZ\(f), B := My (f),S :==T5,T := T, dann gilt also
B =SAT™!
Beweis Wir betrachten das Diagramm

T

M.A
B A7) o

x )/%/

—~_ f ~_
3 v w 0
PN

" - N—

Mg (f)

K

Km

Die Trapeze sind kommutativ nach 16.1, die Dreiecke nach 16.2.2 = Das duflere Rechteck kommutiert,
das heifdt

/\,/ ~~_ o - N
Mg (f) o T4y = Tf o Mg (f)
/\_, ’\_/

= Mg (f) Ty =Th - ME(f) = Mg (f)- T4 = TEME(f)
’ —1
— Mg (f) =T Mg (f)(T%) O
Beispiel 13.7 (16.7) Sei

A= (f }) € M(2x2,R), A= <<_11> 7 G))’B‘ ((—21> | (—11»

Gesucht ist Ml“g4 (121) Nach 16.6 ist

Al 1) = plerez) grlere2) ( 1\ pA  _ pleres) qppA (B A
Mg (A) =15 M(€117622) (A> Tiere) = Ts o ATl e0) = (T(€1,€2)>AT(61762)
—_——
=A

Es ist

11 2 1
A _ B _
T(e1,62) - < 1 1> ’T(€1752) - <_1 _1>
-1
(21 2 1\ (-1 1\ (-1 5
:>MB(A>_<—1 —1) (1 1)\1 1) 771 =7
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Folgerung 13.8 (16.8) A, BBasenvon V, f € Endg (V). Dann gilt:

Mp(f) = Tg'Ma(f)TH

Setzen wir A := M(f), B := Mp(f) = S := Tj' dann gilt also

B=SAS™!
Definition 13.9 (16.9) A, B € M (m x n, K). A, B heifen iquivalent (A ~ B) 2% 38 € GL(m,K),T €
GL(n, K) :

B = SAT™!

Bemerkung 13.10 (16.10) Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf M (m x n, K)
Beweis leicht nach zurechnen. O

Bemerkung 13.11(16.11) A, B € M (m x n, K), ABasis von K", BBasisvon K", f : K™ — K™ lineare
Abbildung mit Mg'(f) = A (Existenz nach 15.3.2). Dann sind dquivalent:

1. A~ B,dasheift3S € GL(m,K),T € GL(n,K) : B= SAT!

2. Es existieren Basen A’ von K™, B’ von Km mit M g&’ (f) = B (das heiflt A, B beschreiben beziiglich
geeigneter Paare von Basen dieselbe lineare Abbildung)

3. Rang A = Rang B

Insbesondere ist jede Matrix aus M (m X n, K') vom Rang r dquivalent zu

E. 0
0 0
Beweis 1. = 2.Seid ~ B = 35 € GL(m,K),T € GL(n,K) : B = SAT % Sei A =
(v1,...,vn), T~ = (a;j). Wir setzen fiir j = 1,..., n:

I /. ! /
Vi = avr + .+ Gpivp, A= (vl, e ,vn)

Insbesondere ist
aiy —~
geeal | ]| =eare) = (eaeT ey
anj

/\/
Wegen T~! € GL(n, K) ist T~! nach 15.6 ein Isomorphismus, ® 4 ist ein Isomorphismus, das heift
L N

® 4 o T~ ein Isomorphismus = A’ Basis von K ™. Nach Konstruktion ist 7! = Tf,
— B=SAT' = TEMA()TA = Mg (f)

2. = 3.Esgelte 2. Esist

————

Rang A = Rang A = RangMZg‘l(f) = Rang(q)gl ofo <I>A) = dimim(@%l ofo CI)A)
= dim(®5' o f)(K™) = dim f(K") = dimim f = Rang f

Analog:
Rang(B) = Rang(f) = Rang(A) = Rang(B)
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3. = 1.Sei Rang A = Rang B = r. Nach 15.10 existieren Basen A von K", 5 von K™ mit

Mf;‘t(fl) = <EOT 8) ,Rang A = Rang A = r

(61’“-76777.) (61,...76,1)

. <Er 0) Y ([1) _ pfereen) petsen <Zl> TA
NI

~—_——
€GL(m,K) A €GL(n,K)

E. 0
— (0 o)NA

Analog:
(% 8) ~B = A~B -
Definition 13.12(16.12) A, B € M (n x n, K). A, B heifen dhnlich 2L
38 € GL(n,K): B=SAS™!
(Notation: A ~ B)
Bemerkung 13.13 (16.13) Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis Ubung. g

Bemerkung 13.14(16.14) A,B € M(n x n, K), A Basis von K", f : K™ — K" lineare Abbildung mit
M (f) = A.Dann sind dquivalent:

1. A~ B

2. Es existiert eine Basis 5 von K™ mit Mp(f) (das heiflt A, B beschrieben beziigliche geeigneter Basen
denselben Endomorphismus)

Beweis 1. = 2.analogzu16.11 1. = 2.

2. = 1.Esgelte 2. Nach 16.8 existiert ein S € GL(n, K) mit B = Mp(f) = SAS™! = A~ B.0J

Anmerkung 13.15 Einen moglichst einfachen Vertreter der Ahnlichkeitsklassen von A zu finden, ist eine schwierige
Aufgabe (— LA2, Jordansche Normalform)

14 Determinanten

In diesem Abschnitt sein € IN
Ziel: Ordne jeder Matrix aus M (n x n, K) ein Element aus K zu, dass genau dann = 0 ist, wenn die Matrix
nicht invertierbar ist. Die Zuordnung soll mehreren Bedingungen geniigen.

Definition 14.1 (17.1) Eine Abbildungdet : M(n x n, K) — K, A — det A heifft Determinante 24 Die
folgenden Bedingungen sind erfiillt:
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+ (D1) det ist linear in jeder Zeile, das heifit ist

ay
A=| 1 | e M(nxn,K)
an
mit Zeilen ay, . . ., a,, dann gilt fiirjedes i € {1,...,n}:
- (Dla)Ista; = @} + a}, dann ist
ay ay ay

det | a; | =det | a) | +det | a)

Gn Qn an

- (D1b) Ist a; = Aa) mit A € K, dann ist

al al
det | a; | =Ndet | a]

an, an
+ (D2) det ist alternierend, das heiflt: Hat A € M (n x n, K) zwei gleiche Zeilen, dann ist det A = 0

« (D3) det ist normiert, das heiit det £,, = 1

Weitere Schreibweise: Fiir A = (a;;) schreiben wir auch

aily ... Qip aily ... Qip
= det
apl .. Qpnp Apl .. Qpnp

Anmerkung 14.2 Wir miissen erst noch zeigen, dass es Determinanten {iberhaupt gibt.

ay
« geometrische Motivation fiir (D1)-(D3) fiir den Fall K = R:ist A = : € M(n x n,R), dann
Qan
spannen die Vektoren ay, . . ., ay, ein ,Parallelotop im R auf (n = 2: Parallogramm).

D1-D3 sind sinnvolle Forderungen fiir ein Volumen im R"™:
- D2: Volumen ist Null, wenn 7 # j mit a; = a; existiert.
- D3: Volumen des ,Einheitspolytops“ist 1
- D1b: Volumen ist ,homogen*
- D1 + D2 implizieren (siehe Satz 17.2): Fiir A € R, i # j ist
a
: ai
det | a1 + Aa; | = det
. a,
Qn,

(»Scherungsinvarianz®)
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Satz 14.3 (17.2) det : M (n x n, K) — K sei einen Determinante,

a
A= |,BeMnxn,K)

Dann gilt:
« (D4) det(AA) = A" det(A)
« (D5) Ist eine Zeile von A gleich Null, dann istdet A = 0

- (D6)
aq

det | : | =—det(A)

an,

das heifit bei Zeilenumformungen vom Typ 4 wird das Ergebnis mit —1 multipliziert.

- (D7)
a

det | a; + Aaj | =det A

Gn

firi # j, A € K, das heifit det ist invariant unter Zeilenumformungen vom Typ 3

« (D8) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, das heifdt

A1 *
A= .
0 An
dannistdet A = Ay ---...--+ A, Analog fiir untere Dreiecksmatrizen.
« (D9)Ist n > 2 und A von der Gestalt
A C
=5 5)

mit Ay € M(r xr,K),As € M(s x s,K),r+ s =mn,dannist det A = det(A;)
- (D10)det A =0 <= Rang A < O(dasheifitdet A # 0 <= A € GL(n, K))

- (D11) det(AB) = det(A) det(B). Insbesondere ist det (A™!) = det(A)~!

cee det(AQ).
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Beweis (D4)

ay

)\&1 \a al
2
det(AA) =det | ¢ | =Adet| . [ =...=A"det| : | ="det(A)
Ay, )\C'Ln an,
(D5)Seietwaa; =0 =0 ---0.Esist
ai ai
ai
det 0 = det O - 0 = O det 0 =0
0
G, Gn,
(Do)
aq al al aq al al al ai
a; a; 473 a; a; a; a; a;
det | ¢ |+det| : | =det| : |4+det | : |+det| : |+]| : | =det : +det
a; a; a; a; a; a; a; + a; a; + a;
an, an an an, an, an an, an
(D7)
ai
al al al
a; + Aa; a; a;
det : =det| : | +Adet| : | =det
aj aj aj
an an an a,
(D8) A sei von der Form
A1 *
0 An

1. Fall: \; #0Vi € {1,...,n}. Durch Zeilenumformungen von Typ 3 kann man A auf die Form

A1 0
0 An
bringen
A1 0 1 0
= det(4) = =A1-...-A\pdet =Xl .c A

= det

Qg

a
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2. Fall: 3¢ € {1,...,n} : \j; = 0. Wir setzen j := max{i € {1,...,n} | A\; = 0}, dann ist

A
*
)\j—l
0
Ajt1
An
wobei A\j11,..., A, # 0.Insbesondere kann man die j-te Zeile durch Zeilenumformung vom Typ 3 zu
einer Nullzeile machen. = det A=0= A1 -... -\,

(D9) Sei

A= (11(1)1 ff)yAl6M(TXT,K),A2EM(sxst)’r_’_S:n
2

Bringe A durch elementare Zeilenumformungen an A vom Typ 3, 4 auf obere Dreiecksgestalt (das geht!)
B, '
A—
(o %)
Waurden dabei k Zeilenvertauschungen gemacht, dann ist nach D6

det(B1) = (—1)"det(A!)

Uberfithre Ay durch Zeilenumformungen vom Typ 3, 4 auf obere Dreiecksgestalt

By C"\
A—><O BQ>_'B

Es ist det(By) = (—1)" det(Ay), wenn dabei [ Zeilenvertauschungen gemacht wurden. B, By, B sind obere
Dreiecksmatrizen

— det(B) = det(By) det(By) = (—1)" det(A;) det(Ay)
B kann man aus A durch Zeilenumformungen vom Typ 3, 4 mit k + [ Zeilenumformungen erhalten
— det(B) = (—1)"" det(A) = det(A) = det(A;) det(As)
(D10) Wir bringen A durch Zeilenumformungen vom Typ 3,4 auf obere Dreiecksgestalt

)\1 x
A— =: B = det(A) = £det(B)
0 An

Auferdem ZR(A) = ZR(B) und somit
Rang A = Rang B
.Esist
RangA=n <= RangB=n <= A\ -...- A\ #0 <= det(B) #0 <= det(A4) #0

(D11)
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1. Fall:

Rang A <n = dim(im[l) <n = dim(im([loB)) <n = Rang(AB) <n = det(AB) =0=¢

2. Fall: Rang A = n, das heift A € GL(n, K)

a) Uberlegung: A lisst sich schreiben als Produkt von Elementarmatrizen vom Typ D;(\), E;;(1),
etwaA=Cq ... - Cg wobei (..., Elementarmatrizen obigen Types

— ABZCl‘...'CSB

b) Nach 1. gilt zu zeigen: Ist

und ist C' eine Elementarmatrix vom Typ D;(\) beziehungsweise F;;(1), dann ist
det(CB) = det(C') det(B)

(Dann ist nimlich

det(AB) = det(C1(Cy - ... - CsB)) =det(C1)det(Cy - ... - CsB) = ... = det(C})-.. .-det(Cs) det(B) = det((
a) Fall:
1 0 b1
C =D\ = A = det(CB) =det | Ab; | = Adet(B)
0 1 by,
und es ist det(C') = A, somit det(C'B) = det(C) det(B)
b) Fall:
1
C= 1 ,det(C) =1
0 1
Es ist
b1
b; + bj
CB = :
bj
bn,
das heifdt

det(C'B) = det(B) = det(C) det(B)
Insbesondere fiir A € GL(n, K) gilt:

1 = det(E,) = det(AA™") = det(A) det(A™) = det(A7!) = (det(A))™" 0O
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Anmerkung 14.4 Wir miissen immer noch zeigen, dass es iiberhaupt Abbildungen det : M (n x n, K) — K
gibt, die D1-D3 erfiillen. Wir werden dies tun, indem wir eine explizite Formel angeben (Leibniz-Formel)

Definition 14.5 (17.3) o € S,

SgD(J) — H U(]) — U(Z)

1<idien I 71
heiflt das Sigma von o. o heillt gerade LDefny sgn(o) = 1, o heiflt ungerade Lefy sgn(o) = —1
(i,7) € {1,....,n} x{1,....,n},i < j,o(i) > o(j)
heifdt ein Fehlstand von o

Bemerkung 14.6 (17.4) Es gilt:
1. sgn: S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus von (Sy,, o) nach ({£}, -), das heift

sgn( 0 7) = sgn(o) sgn(r) Vo, 7 € 8,
2. sgn(o_l) =sgn(o)Vo €S,
3. Esist

= (—1)", k Anzahl der Fehlstinde von &

(o) 1 wenn o eine gerade Anzahl von Fehlstinden hat
sgn(o) = =
& —1 wenn o eine ungerade Anzahl von Fehlstinden hat

Beweis 1. und 3. nachrechnen
2. 1 =sgn(id) =sgn(coo ') =sgn(o)sgn(c™) = sgn(o) =sgn(c™ ) O
Definition 14.7 (17.5) 7 € S), heifit Transposition L Es existiert a,b e {l,....,n},a € bmit7(a) =

b,7(b) =aund7(c) =cVece{l,...,n}\ {a,b}
Bemerkung 14.8 (17.6) n > 2. Dann gilt

1. Fiir jedes 0 € S, existieren Transpositionen 7,...,7; € Sk mito = 71 o ... o Ty, das heifdt fir
jedes Element aus S, kann (auf nicht notwendig eindeutige Weise!) als Produkt von Transpositionen
geschrieben werden.

2. Ist 7 € S, eine Transposition, dann existiert ein o € S, mit 7 = odo ! wobei
5= 1 2 4 ... n
2 1 3 ... n
Beweis 1. per Induktion nach n:
Induktionsanfang:

. 1 2
p:2752:{1d7 (2 1)}

(9 2

Induktionsschritt: Die Aussage sei fiir 7 — 1 bewiesen. Wir betrachten die Abbildung

1 ... n—-1 n
¢:Sn—1_>S”’7T'_><7T(1) m(n—1) ”>

¢ ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

12y, .
9 1 ist eine Transposition,
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a) Fall:
o€ Symito(n) =n = In € Sy_1:0 = ¢(n)
Nach Induktionsannahme existieren Transpositionen 7y, ..., 7, € Sp,_1 mitT =71 0...0 T}
= o =¢(r) =¢(r1)o...0¢(mk)
&(71), - - ., ¢(x) sind wieder Transpositionen = Behauptung
b) 0 € S, mito(n) =mmitl < m < n — 1. Wir setzen
(1 oomooL n) .
€:= ,0:=¢co0
1 ... n ... m
= d(n) =¢c(o(n)) =c(m)=n
— Es existieren Transpositionen 71, ..., 7x € S, mit
0=T]0...0T, => O =€0T =€07T10...07
— Behauptung
2. Sei
(1 ko n
=Wk n
Wir setzen
(123 ... n
Tk L ox
(00600 ) (k)= (c0d)(1) =0a(2) =1
(codoo (1) =(000)(2)=0(1) =k
firi & {k,l}ist (c0d00 1) (i) =(0)(c7'(i)) =0(0c7'(i)) =i = ocodoot=1 O
Folgerung 14.9 (Folgerung 17.7) n > 2. Dann gilt:
1. Ist T € S, eine Transposition, dann ist sgn(7) = —1
2. Isto € Sp,0 =71 0...0 7L mit Transpositionen 71, . .., 7, € Sy, dannist sgn(o) = (—1)k
Beweis 1. Nach 17.6.2 existiert ein o € S,, mit
_ (123 n\
TT%°%\2 1 3 n) 7
= sgn7 = sgn(o)sgn L2 ...m sn(o'_l)—sn L 23
suT=senlo)sei\a 1 3 .. n))%® —%\2 1 3
Die Transponierte
1 2 3 ... n
21 3 ... n
hat genau einen Fehlstand, nidmlich (1, 2), also sgn(7) = —1
2. sgn(o) =sgn(m o...o7,) =sgn(r)- ... sgn(r,) = (—1)" O
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Folgerung 14.10 (17.8) det : M (n x n, K) — K sei eine Determinante, o € S,. Dann gilt

€sigma(1)
det : = sgn(o)
€o(n)
Beweis Nach 17.6 existieren Transpositionen 7, ...,7x € S, mito = 71 o ... o 7. Wir erhalten folgende
Sequenz von k Zeilenvertauschungen:
€1 Eri(1) €7 107k (1) €o(1)
E, = : — : — : — ... —
€n €1 (n) €rp_10mK(n) €o(n)
. k k
— det (60(1), : eg(n)) = (~1)F det(E,) = (~1)F = sgn(o0) -

Definition 14.11 (17.9) A,, := {0 € S, | sgn(o) = 1} ist eine Gruppe beziiglich ,0 die sogenannte
alternierende Gruppe

Beweis Ubung g

Beispiel 14.12 (17.10) Es ist

(12 3\ (1 23\ (1 2 3\ (123 (123
53_{1d’<213)’(321)’(132)’(231)’(312>}
12 3y _ (123 (123
231/ \321) (213

Es ist
das heifdt

Vergleiche Definition sgn:

123 o(j)—o() 3-21-21-3
= = :1
Sgn((z 3 1)> 11 j—i 2-13-13-2

1<i<j<3
123\ _ (12 3\ (123 (12 3\ _,
312/ \21 3 3 21 M3 1 92)) 7
/1 23\ /1 2 3
:>A3_{ld’(231)’<312>}

Bemerkung 14.13 (17.11) n > 2,7 € S,, \ A,,. Dann gilt:

1. S, =S, UA,m A, N A,m = 0. Hierbeiist Ayn{ocom | 0 € A,}. Also:
S, = A,UA, T
2. |Ap| = 1|n| = in!

Beweis 1. ,D“trivial
,C“Seio € .5,
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a) Fall:sgn(o) =1 = o€ A4, CS,UA,w

b) Fall: sgn(c) = —1 = sgn(com ') = sgn(o)sgn(r 1) = sgn(o)sgn(r) = (—1)(—1) =
1l = oconted, = o= (Uoﬂil)OFGAnﬂgAnUAnﬂ'

———
€A

Annahme: A, N A,7 # 0 = Jo € A, NA,m = sgn(o) = 1 und es existiert ¢ € A, mit
o=com = sgn(o) =sgn(e)sgn(r) =1(—-1) = -1
2. Die Abbildung A,, - A, 7,0 — o o mist
» surjektiv nach Definition
+ injektiv,denn: 0y om = gg 0w => 01 = 02
= |An| = |ApT|

Wegen S, = A,UA, folgt |A,| = |A,7| = 1[S,| = in! O

Satz 14.14 (17.12) Es gibt genau eine Determinante
det : M(n xn,K) - K
Diese ist durch

det(A) = Z Sgn(0)aip(1) * -+ - * Ang(n), A = (aij) € M(n x n, K)
UESn

Beispiel 14.15 (17.13) .n=2

a a . 1 2
det < u 12) = E Sgn(a)ala(l)az(,@) = sgn(1d)a11a22+sgn<< >>a12a21 = a11022—Q12021
as1 a2 ocS, 2 1

2. n = 3: Erinnerung (vergleiche 17.10)

S—{id123 1 2 3\ (/1 2 3 1 2 3 123}
3_\{/’213’321’132’231’312

1 1 i} ] i}

a1l aiz2 ais
= det [ a1 a2 a3 | = ar1a22a33+a12a23a31+0a13021a32—011023032—aA12021A33—A13022031
az1p asz2 as3

Achtung: Die Sarussche Regel gilt nicht fiir n > 4. Die Leibnizformel fiir n = 4 hat 4! = 24 Terme.
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ai
Beweis 1. Eindeutigkeit:SeiA = | : | mitZeilenvektorenay,...,a, € K" Firi =1,..., nschrieben

Gn
wir a; = a;1e1 + . .. + a;pen (€; als Zeilenvektoren)

ai1e1 + ...+ apen €il
aq n
a2 a2
— det(A) =det | : | =det : = g ay; det
an, : i1=1
Qnp 42
eil
n n €iy n n €iq
= E a14, E a2i2det a3 |l =...= E E Q1) * - - Gy, det .
i1=1  dip=1 : i1=1  ip=1 e
* n
G

Falls {i1,...,i,} € {1,...,n}, dann gilt nach D2:

eil
det | : | =0
ein
Falls {i1,...,i,} = {1,...,n}, dann existiert ein o € S, mit (k) = iy fir k = 1,...,n, und es ist
€iq €o(1)
det | @ | =det : = sgn(o)
€1, €o(n)

und jedes o € S, kommt in obiger Summe genau einmal vor

= det(4) = Z sgn(0)ag(1) -+ - * Ano(n)
oESy

2. Existenz: Wir definierendet : M (n x n, K') — K durchdie Leibnizformel und miissen D1-D3 nachrechnen.

Dla:
ap
det | al +a | = Z sgn(0)aipy - (aga(i) + a;’U(i)) e O (n)
. oESH
an,

"

= Z sgn(o)ai ey - - aga(l) St Opg(n) T Z sgn(o)aip(ry - - Qig(1) "+

oESH 0ESK
ay a1

~

=det | a} | +det | a

Ano(n)
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D1b: analog
ai
D2:SeiA= | : | € M(n x n, K) mit a;, = a; ohne Einschrinkung k < [. Sei

Qn

\]
Il
N
— =
~ X

”) €5, \ Ay
n
dannist S, = A,UA,7 nach 17.11.Isto € A, dannistsgn(c) = 1,sgn(co7) = —1

= det A = Z SgN(0)a1g(1)  + -+ * Opo(n) = Z SgN(0)A1g(1) " - -+ Ono(n) + Z sgn (0 0 T)a1 gor(1)

gES, gEA, sigma€ Ay,
= Z Alo(1) * -+ " Cno(n) — Z A1,507(1) "+ -+ " Apoor(n)
o€A, o€,
Es ist
Alor(1) "+ " Okor(k) "+ Qlor(l) "+ On,or(n)
=0,0(1) -+ Qo) - Uo(k) " - Anor(n)
=A1,0(1) "+ Uo(l) " Ako(k) " -+ " Onyor(n)
=01,0(1) " -+ " An,or(n)
= det(4) =0
D3: Sei
1 1= .
dij = 7 (Kronecker-Symbol, dann ist F,, = (4;;))
0 i#j
und

0 o#id
o o(l) " - 5n,a(n) = { = det(En) = det(((sl])) = Z Sgn(o-)(sla(l) Tt 5na(n) =1

' 1 o=id oy
O
Satz 14.16 (17.14) A € M (n X n, K). Dann gilt:
det (AT) = det(A)
Beweis Sei A = (a;;)
= det(AT) = Z sgn(0)ag(1)1 "+ -+ * Ao(n)n = Z sgn(0) Aig-1(1) "+ -+ Gpg—1(n)
O’GSn UESn
Die Abbildung ¢ : S,, — Sy, 0 + o1 ist bijektiv wegen 1) 0 ¢ = idg,,.
= det(AT) = Z SgN(0)A1g(1) " - -+ * Apo(n) = det(A)
gESy, ]

Algorithmus 14.17 (17.15) Eingabe: A € M (n x n, K)
Ausgabe: det(A)
Durchfithrung:
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1. Bringe A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen vom Typ 3, 4 auf obere Dreiecksgestalt
)\1 *
B = .
0 An
2. Ist k die Zahl der benétigten Vertauschungen von Zeilen und Spalten, dann ist
det(A) = (=)A= Ay
Beweis folgtaus 17.2,17.12, 17.14. O

Definition 14.18 (17.16) A = (a;j) € M(n x n, K)

a1.1 e al’j_l 0 a11j+1 NN Q1n
ai—11 .. @i—15-1 0 ai—1541 ... Gi—1n
aiy11 - Gip15-1 0 a@ip141 .0 Gigin

Qn,1 e an’j,1 0 an’j+1 N Gn.n

a?; =det(Aj;) € K
A# = (aﬁ) € M(n xn, K) = (det(A;))"

A# heift die zu A komplementire Matrix:

ai,1 e al,jfl al’j+1 e a1n
a;—11 .. Ai—145-1 QAj—-1,44+1 ... QA1-1
A= 0 T bt "leM(n—-1)x(n—-1),K)
@i+1,1 --- Qi415-1  Ai4l 541 --- Al41n
an,1 e a,w-_l an’j+1 e an.n
Beispiel 14.19 (17.17)

1 0 0 1 0 2 1 0
A = <0 4> Arg = <3 0) , Ao = <1 O) y Ao = <0 1)
T
(B (4 2
-2 1 -3 1
Bemerkung 14.20 (17.18) A € M(n x n,K),i,j € {1,...,n}. Dann gilt:

det(Aij) = (—i>i+j det(A;j)
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Beweis Durch¢—1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j — 1 Vertauschungen benachbarter Spalten kann

man A;; auf die Form
10
0 Az‘j

bringen — ' A o
det(Azj) = (—1)"" " det (A;) = (—1)" det A 0

Bemerkung 14.21 (17.19) A = (a'....,a") € M(n x n, K) mit Spaltenvektoren a®, ... a™
g M M ) p ) ) )

0
e:=11
0
Dann gilt:
det(4;5) = det((al, add ettt a”))
Beweis Fiihre (ai, coad et el ,a") durch Addition von geeigneten Vielfachen der j-ten Spalte in
A;; uber (,i-te Zeile ausrdumen”) L2e Behauptung g

Satz 14.22 (17.20) A € M (n x n, K). Dann gilt:
A-A* =det(A) - E, = A" - A

Beweis Sei A = (a’,...,a") = (a;;). Esist A#A = (b) mit

n n n
bij = E af;aik = Z ajrdet(Aj;) = Z @jk det((al, A el gt ,a”))
j=1 j=1 j=1

n

_ 1 i—1 i il _

=det| |a,...,a ,E ajre’,a' L a" = 0;; det(A)
j=1

————

ak

— A" . A =det(A)E,

Analog: A - A% = det(A)E,,. O
Satz 14.23 (17.21 Entwicklungssatz von Laplace) n > 2, A € M (n x n, K).Danngilt: Firjedei € {1,...,n}
ist
n . .
det(A) = Z(—l)lﬂ a;; det (A;j) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1

und fiirjedes j € {1,...,n} ist

n
det(A) = Z(— 1) a;; det (4] j) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

=1
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Beweis Nach 17.20ist A - A% = det(A) = E,, insbesondere ist fiir jedes i € {1,...,n}:

n

det(A) = Zaijai = Zaij det(Aij) = Z(—l)i—i_jaij det (A;])
7=1 7j=1

j=1
Analog fiir Entwicklung nach j-ten Spalte iiber A% - A = det(A)E, O
Beispiel 14.24 (17.22)
-2 2 3
det [-1 1 1] =(-1)"2.2-det <_1 1) +(=1)*. 2. det <_2 3) +(=1)*2.0 - det (_2 3)
-1 1 -1 1 -1 1
-1 0 1
-2 3
= 0+ det <_1 1) +0=(-2)1-4(-1) =1
Anmerkung 14.25 + Versuche, nach Zeilen beziechungsweise Spalten mit moglichst vielen Nullen zu entwickeln.
« Vorzeichenverteilung durch (—1)"*/:

+ - +

- +

_|_
Satz 14.26 (17.23) A € GL(n, K). Dann gilt:

1 1
-1 _ # T
= — A% = B
det(A) det(A)
wobei o
B = (det(A;)) = ((—1)“] det A;j)

Beweis folgt aus 17.20 g

Beispiel 14.27 (17.24) Sei

A= (Z Z) € GL(2, K)

T
1 d —c 1 d —b
— A= =
ad—bc(—b a> ad—bc<—c a)
T

Satz 14.28 (17.25 Cramersche Regel) A = (al, e ,a") € GL(n,K),be K"z € | : | € K" Seidie
Ty,
eindeutig bestimmte Losung des LGS Az = b (es ist = A~1b) Dann: fiir jedes i € {1,...,n} ist

_ det(al,... a1 b,a""t ... a")
= det(A)

Beweis Esistz = A7!b,und A™! = (d;;) mitd;; = maﬁ, also

det(a,...,a" 1, el a™t, .. a")
det(A)

dij = det(AjZ-) =

det(A)
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n

n i—1 5 ,i+1 n
:>x7;:Zd¢jb Zbdet ,a' el a ,...,a)

B det(al,...,az_lazjd bjejﬂll 17--‘7an> B det(al,...,aifl,b, a”l,...,a") 0
- det(A) B det(A)

Beispiel 14.29 (17.26) Wir betrachten das reelle 3 x 3 LGS

-2 2 3 T 1
-1 11 o | = | 2
1 0 1 I3 0
~——
A =:b

Nach Beispiel 17.22 ist det(A) = 1

1 2 3 1 9
— x1=det |2 1 1 zldet<2 1)2—3

0 01
-2 2 3

=det | -1 1 1 :1(—1)det<1 3>+1 1det< 2 1> 5+ (—-3)=2

2 1 1 2

-1 0 1
-2 2 3 9 1

=det| -1 1 1 :1(—1)det<1 2>:—3
-1 0 1

Anmerkung 14.30 Inder Praxis findet die Cramersche Regel wegen d er vielen zu berechnenden Determinanten
kaum Anwendung,

Definition 14.31 (17.27) V endlichdimensionaler K-VR, f € Endg (V). Wir wihlen eine Basis 8 von V und
setzen

det(f) := det(Mp(f))
Dann gilt:

1. det(f) ist wohldefiniert.

2. fistein Isomorphismus <= det(f) # 0
Beweis 1. Sei A eine weitere Basisvon V, S := Tf

= Ma(f) = SMp(f)S™" = det(Ma(f)) = det(Ms(f)S™") = det(S5) det(Mp(f)) det(S")
= det(S) det(S™) det(Mp(f)) = det(Mp(f))

2. f Isomorphismus

— @gl ofodp= MB\(}I) Isomorphismus

< Mp(f) € GL(n,K)

> det(Mgp(f)) #0

< det(f) #0 O



14 Determinanten 100

Anmerkung 14.32 Ist R ein kommutativer Ring, dann kann man (in Analogie zu M (n X n, K) fiir einen
Korper K) den Ring M (n X n, R) der n X n-Matrizen mit Eintrigen in R betrachten. Im Beweis von 17.12

wird nicht dividiert. Somit: Definiert man

det: M(n xn,R) — R,det(A) = Z sgn(0)ar(1) " - - Apo(n), A = (aij)
oc€ESh

dannsind D1-D3 (fiir R statt K) erfiillt. (und man kann zeigen: D4 - D9, D11 sind erfiillt, det(A) = det (AT) ,A-
A# = A% . A = det(A)E,, Entwicklungssatz von Laplace)
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