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2 Grundlagen
2.1 Naive Aussagenlogik
naive Logik:wir verwenden die sprachlicheVorstellung (̸=mathematische Logik: eigneVorlesung) EineAussage
ist ein feststehender Satz, dem genau einer der Wahrheitswerte „wahr“ oder „falsch“ zugeordnet werden kann.
Aus einfachen Aussagen kann man durch logische Verknüpfungen kompliziertere Aussagen bilden. Angabe der
Wahrheitswerts der zusammengesetzten Aussage erfolgt durch Wahrheitstafeln (liefern den Wahrheitswert der
zusammengesetzten Aussage, aus dem Wahrheitswert der einzelnen Aussagen). Im folgenden seien A und B
Aussagen.

• Negation (NICHT-Verknüpfung)
– Symbol: ¬
– Wahrheitstafel:

A ¬A
w f
f w

– Beispiel:A: 7 ist eine Primzahl (w) ¬A: 7 ist keine Primzahl (f)

• Konjunktion (UND-Verknüpfung)
– Symbol ∧
– Wahrheitstafel:

A B A ∧B
w w w
w f f
f w f
f f f

• Disjunktion (ODER-Verknüpfung)
– Symbol: ∨
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– Wahrheitstafel:
A B A ∨B
w w w
w f w
f w w
f f f

– exklusives oder: (A ∨B) ∧ (¬(A ∧B))

• BeispielA: 7 ist eine Primzahl (w),B: 5 ist gerade (f)
– A ∧B 7 ist eine Primzahl und 5 ist gerade (f)
– A ∨B 7 ist eine Primzahl oder 5 ist gerade (w)

• Implikation (WENN-DANN-Verknüpfung)
– Symbol: =⇒
– Wahrheitstafel:

A B A =⇒ B

w w w
w f f
f w w
f f w

– Sprechweise:A impliziertB, ausA folgtB,A ist eine hinreichende Bedingung fürB (istA =⇒ B
wahr, dann folgt aus A wahr, B ist wahr), B ist eine notwendige Bedingung für A (ist A =⇒ B
wahr, dann kannA nur dann wahr sein, wenn AussageB wahr ist)

– Beispiel Es seinenm,n ∈ N
� A: m ist gerade
� B:mn ist gerade
� Dann gilt ∀m,n ∈ NA =⇒ B wahr

Fallunterscheidung:
· m gerade, n gerade, dann istA wahr,B wahr, d.h.A =⇒ B wahr
· m gerade, n ungerade, dann istA wahr,B wahr, d.h.A =⇒ B wahr
· m ungerade, n gerade, dann istA falsch,B wahr, d.h.A =⇒ B wahr
· m ungerade, n ungerade, dann istA falsch,B falsch, d.h.A =⇒ B wahr

• Äquivalenz (GENAU-DANN-WENN-Verknüpfung)
– Symbol ⇐⇒
– Wahrheitstafel:

A B A ⇐⇒ B
w w w
w f f
f w f
f f w

– Sprechweise:A gilt genau dann, wennB gilt,A ist hinreichend und notwendig fürB
Die AussagenA ⇐⇒ B und (A =⇒ B) ∧ (B =⇒ A) sind gleichbedeutend:
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A B A ⇐⇒ B A =⇒ B B =⇒ A (A =⇒ B) ∧ (B =⇒ A)

w w w w w w
w f f f w f
f w f w f f
f w f w f f
f f w w w w

– Beispiel: Es sei n eine ganze Zahl
A : n− 2 > 1
B : n > 3
∀n ∈ N giltA ⇐⇒ B C : n > 0
D : n2 > 0
Für n = −1 ist die ÄquivalenzC ⇐⇒ falsch (C falsch,D wahr)
Für alle ganzen Zahlen n gilt zumindest die ImplikationC =⇒ D

2.2 Beweis
Mathematische Sätze, Bemerkungen, Folgerungen, etc. sind meistens in Form wahrer Implikationen formuliert

2.2.1 beweisen

Begründen warum diese Implikation wahr ist
Beweismethoden für diese ImplikationA =⇒ B

• direkter Beweis (A =⇒ B)

• Beweis durch Kontraposition (̸= B =⇒ ¬A)

• Widerspruchsbeweis (¬(A ∧ ¬B))

Diese sind äquivalent zueinander

A B ¬A ¬B A =⇒ B ¬B =⇒ ¬A ¬(A ∧ ¬B)

w w f f w w w
w f f w f f f
f w w f w w w
f f w w w w w

Beispiel m,n natürliche Zahlen

A : m2 < n2

B : m < n

Wir wollen zeigen, dassA =⇒ B für alle natürlichen Zahlenm,n wahr ist

• direkter Beweis:

A : m2 < n2 =⇒ 0 < n2 −m2 =⇒ 0 < (n−m) (n+m)︸ ︷︷ ︸
>0

=⇒ 0 < n−m =⇒ m < n

• Beweis durch Kontraposition:

¬B : m ≥ n =⇒ m2 ≥ nm ∧mn ≥ n2 =⇒ m2 ≥ n2 =⇒ ¬A
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• Beweis durch Widerspruch:

A∧¬B =⇒ m2 < n2∧n ≤ m =⇒ m2 < n2∧mn ≤ m2∧n2 ≤ mn =⇒ mn ≤ m2 < n2 ≤ mn

Widerspruch

2.3 Existenz- und Allquantor
2.3.1 Existenzquantor

A(x) Aussage, die von Variable x abhängt
∃x : A(x) ist gleichbedeutendmit „Es existiert ein x, für dasA(x)wahr ist“ (hierbei ist „existiert ein x“ im Sinne
von „existiert mindestens ein x“ zu verstehen)
Beispiel:

∃n ∈ N : n > 5 (w)

∃!x : A(x) ist gleichbedeutend mit „Es existiert genau ein x, für dassA(x) wahr ist“

2.3.2 Allquantor

∀x : A(x) ist gleichbedeutend mit „Für alle x ist A(x) wahr“ Beispiel:

∀n ∈ N : 4n ist gerade

2.3.3 Negation von Existenz- und Allquantor

¬(∃x : A(x)) ⇐⇒ ∀x : ¬A(x)

¬(∀x : A(x)) ⇐⇒ ∃x : ¬A(x)

2.3.4 Spezielle Beweistechniken für Existenz und Allaussagen

• Angabe eines Beispiel, um zu zeigen, dass deine Existenzaussage wahr ist.
Beispiel:

∃n ∈ N : n > 5ist wahr, denn für n = 7 ist die Aussage n > 5 wahr

• Angabe eines Gegenbeispiel, um zu zeigen, dass eine Allaussage falsch ist.
Beispiel:

∀n ∈ N : n ≤ 5ist falsch, dann für n = 7 ist die Aussage n ≤ 5 falsch

2.4 Naive Mengenlehre
Mengenbegriff nach Cantor:
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens (die Elemente genannt werden) zu einem Ganzen

2.4.1 Schreibweise

• x ∈M , falls x ein Element vonM ist

• x ̸∈M , falls x kein Element vonM ist

• M = N , fallsM undN die gleichen Elemente besitzen,M ⊆ N ∧N ⊆M
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2.4.2 Angabe vonMengen

• Reihenfolge ist irrelevant ({1, 2, 3} = {1, 3, 2})

• Elemente sind wohlunterschieden {1, 2, 2} = {1, 2}

• Auflisten der ElementeM = {a, b, c, . . .}

• Beschreibung der Elemente durch Eigenschaften:M = {x | E(x)}
(Elemente x, für die E(x) wahr)

– Beispiel:
{2, 4, 6, 8} = {x | x ∈ N, x gerade, 1 < x < 10}

2.4.3 leere Menge

Die leere Menge ∅ enthält keine Elemente

Beispiel

{x | x ∈ N, x < −5} = ∅

2.4.4 Zahlenbereiche

Menge der natürlichen Zahlen:
N := {1, 2, 3, . . .}

Menge der natürlichen Zahlen mit Null:

N0 := {0, 1, 2, 3, . . .}

Menge der Ganzen Zahlen:
Z := {0, 1,−1, 2,−2}

Menge der rationalen Zahlen:
Q := {m

n
| m ∈ Z, n ∈ N}

Menge der reellen Zahlen:R

2.4.5 Teilmenge

A,B seien Mengen.
A heißt Teilmenge vonB (A ⊆ B)

Def.⇐⇒ ∀x ∈ A : x ∈ B A heißt echte Teilmenge vonB (A ⊂ B)
Def.⇐⇒ A ⊆

B ∧A ̸= B

Anmerkung Offenbar gilt für MengenA,B:

A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧B ⊆ A

∅ ist Teilmenge jeder Menge

Beispiel

N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q
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2.4.6 Durchschnitt

A ∩B := {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}

Beispiel

A = {2, 3, 5, 7}, B = {3, 4, 6, 7}, A ∩B = {3, 7}

2.4.7 Vereinigung

A ∪B := {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}

Beispiel

A = {2, 3, 5, 7}, B = {3, 4, 6, 7}, A ∪B = {2, 3, 4, 5, 6, 7}

2.4.8 Differenz

A \B := {x | x ∈ A ∧ x ̸∈ B}

Im FallB ⊆ A nennt manA \B auch das Komplement vonB inA und schreibt ⌋A(B) = A \B

Beispiel

A = {2, 3, 5, 7}, B = {3, 4, 6, 7}, A \B = {2, 5}

2.4.9 Bemerkung zu Vereinigung und Durchschnitt

A,B seien zwei Mengen. Dann gilt

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

Beweis

A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

A ∩ (B ∪ C) ⊇ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

„⊆“ Sei x ∈ A ∩ (B ∪ C). Dann ist x ∈ A ∧ x ∈ B ∪ C

• 1. Fall: x ∈ A ∧ x ∈ B

=⇒ x ∈ A ∩B =⇒ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

• 2. Fall x ∈ A ∧ x ∈ C

=⇒ x ∈ A ∩ C =⇒ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

Damit ist „⊆“ gezeigt. „⊇“ Sei x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

=⇒ x ∈ A∩B∨x ∈ A∩C =⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ B)∨(x ∈ A ∧ x ∈ C) =⇒ x ∈ A∧(x ∈ B ∨ x ∈ C) =⇒ x ∈ A∧x ∈ B∪C =⇒ x ∈ A∩(B ∪ C)

Damit ist „⊇“ gezeigt.
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2.4.10 Bemerkung zu Äquivalenz vonMengen

SeienA,B Mengen, dann sind äquivalent:

1. A ∪B = B

2. A ⊆ B

Beweis Wir zeigen 1) =⇒ 2) und 2) =⇒ 1.

1 =⇒ 2 : Es gelteA∪B = B, zu zeigen istA ⊆ BSei x ∈ A =⇒ x ∈ A∧x ∈ B =⇒ x ∈ A∪B = B

2 =⇒ 1 : Es gelteA ⊆ B, zu zeigen istA ∪B = B

„⊆“: Sei x ∈ A ∪B =⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B A⊆B
===⇒ x ∈ B „⊇“:B ⊆ A ∪B klar

2.4.11 Kartesisches Produkt

SeienA,B Mengen
A×B := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

heißt das kartesische Produkt vonA undB. Hierbei ist (a, b) = (a′, b′)
Def⇐⇒ a = a′ ∧ b = b′

Beispiel
•

{1, 2} × {1, 3, 4} = {(1, 1), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4)}

•

R×R = {(x, y)| | x, y ∈ R} = R2

2.4.12 Potenzmenge

A sei eine Menge
P(A) := {M |M ⊆ A}

heißt die Potenzmenge vonA

Beispiel

P({1, 2, 3}) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}{1, 2, 3, 4}}

2.4.13 Kardinalität

M sei eine Menge. Wir setzen

|M | :=

{
n fallsM eine endliche Menge ist und n Elemente enthält
∞ fallsM nicht endlich ist

|M | heißt Kardinalität von A

Beispiel

• |{7, 11, 16}| = 3

• |N| =∞
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2.4.14 Bemerkung zu natürlichen Zahlen

Für die natürlichen Zahlen gilt das Induktionsaxiom IstM ⊆ N eine Teilmenge, für die gilt:

1 ∈M ∧ ∀n ∈M : n ∈M =⇒ n+ 1 ∈M

dann istM = N

2.4.15 Prinzip der vollständigen Induktion

Für jedesn ∈ N sei eine AussageA(n) gegeben. Die AussagenA(N) gelten für allen ∈ N, wennman folgendes
zeigen kann:

• (IA)A(1) ist wahr

• (IS) Für jedes n ∈ N gilt:A(n) =⇒ A(n+ 1)

Der Schritt (IA) heißt Induktionsanfang, die ImplikationA(n) =⇒ A(n+ 1) heißt Induktionsschritt

Beweis SetzeM := {n ∈ N | A(n) ist wahr}Wegen (IA) ist 1 ∈M , wegen (IS) gilt: n ∈M =⇒ n+ 1 ∈
M
Nach Induktionsaxiom folgtM = N, das heißtA(n) ist wahr für alle n ∈ N

Beispiel Für n ∈ N seiA(n) die Aussage: 1 + . . . + n = n(n+1)
2 Wir zeigen:A(n) ist wahr für alle n ∈ N,

und zwar durch vollständige Induktion

• (IA)A(1) ist wahr, denn 1 = 1(1+1)
2

• (IS) zu zeigen:A(n) =⇒ A(n+ 1)

Es gelteA(n), das heißt 1 + . . .+ n = n(n+1)
2 ist wahr

=⇒ 1 + . . .+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
□

2.5 Relationen
2.5.1 Definiten

Eine Relation aufM ist eine TeilmengeR ⊆M ×M Wir schreiben a ∼ b Def⇐⇒ (a, b) ∈ R („a steht in Relation
zu b“)

• anschaulich: eine Relation aufM stellt eine „Beziehung“ zwischen den Elementen vonM her.

• Für a, b ∈M gilt entweder a ∼ b oder a ̸∼ b, denn: entweder ist (a, b) ∈ R oder (a, b) ̸∈ R

Anmerkung Aufgrund der obigen Notation spricht man in der Regel von Relation „∼“ auf M als von der
RelationR ⊆M ×M

Beispiel M = {1, 2, 3}. DurchR = {(1, 1), (1, 2), (3, 3) ⊆ M ×M} ist eine Relation aufM gegeben. Es
gilt dann: 1 ∼ 1, 1 ∼ 2, 3 ∼ 3 (aber zum Beispiel: 1 ̸∼ 3, 2 ̸∼ 1, 2 ̸∼ 2)
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2.5.2 Eigenschaften von Relationen

M Menge,∼ Relation aufM
∼ heißt:

• reflexiv Def⇐⇒ für alle a ∈M gilt a ∼ a

• symmetrisch Def⇐⇒ für alle a, b ∈M gilt: a ∼ b =⇒ b ∼ a

• antisymmetrisch Def⇐⇒ für alle a, b ∈M gilt: a ∼ b ∧ b ∼ a =⇒ a = b

• transitiv Def⇐⇒ für alle a, b, c ∈M gilt: a ∼ b ∧ b ∼ v =⇒ a ∼ c

• total Def⇐⇒ für alle a, b ∈M gilt: a ∼ b ∨ b ∼ a

Beispiel SeiM die Menge der Studierenden in der LA1-Vorlesung

1. Für a, b ∈M sei a ∼ b Def⇐⇒ a hat den selben Vornamen wie b
∼ reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch, transitiv, nicht total

2. Für a, b ∈M sei a ∼ b Def⇐⇒Matrikelnummern von a ist kleiner gleich als die Matrikelnummern von b
∼ ist reflexiv, nicht symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv, total

3. Für a, b ∈M sei a ∼ b Def⇐⇒ a sitzt auf dem Platz recht von b
∼ ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht antisymmetrisch, nicht transitiv, nicht total

2.5.3 Halbordnung / Totalordnung

∼ heißt

• Halbordnung aufM Def⇐⇒∼ ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

• Totalordnung aufM Def⇐⇒∼ ist eine Halbordnung und∼ ist total

In diesenFällen sagtman auch:DasTupel (M,∼) ist eine halbgeordnete, beziehungsweise totalgeordneteMenge.

Beispiel

1. ≤ aufN ist eine Totalordnung

2. SeiM = P({1, 2, 3}).⊆ ist aufM eineHalbordnung, aber keine Totalordnung (es ist zumBeispiel weder
{1} ⊆ {3} noch {3} ⊆ {})

Anmerkung Wegen der Analogie zur≤ aufN bezeichnen wir Halbordnungen in der Regel mit≤

2.5.4 Größtes / kleinstes Element

(M,≤) halbgeordnete Menge, a ∈M
a heißt ein

• größtes Element vonM Def⇐⇒ Für alle x ∈M gilt x ≤ a

• kleinstes Element vonM Def⇐⇒ Für alle x ∈M gilt a ≤ x



2 Grundlagen 12

Bemerkung (M,≤) halbgeordnete Menge
Dann gilt: Existiert inM ein größtes (beziehungsweise kleinstes) Element, so ist dieses eindeutig bestimmt

Beweis Es seien a, b ∈M größte Elemente vonM
=⇒ x ≤ a für alle x ∈M , also auch b ≤ a
Außerdem: x ≤ b für alle x ∈M , also auch a ≤ b
Antisymmetrie
=======⇒ a = b
Analog für kleinstes Element

Anmerkung Dies sagt nichts darüber aus, ob ein größtes (beziehungsweise kleinstes) Element inM überhaupt
existiert.

Beispiel

1. In (N,≤) ist 1 das kleinste Element, ein größtes Element gibt es nicht

2. ({{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}},⊆) ist eine halbgeordneteMengeohnekleinstes beziehungsweise
größtes Element

2.5.5 maximales / minimales Element

(M,≤) halbgeordnete Menge, a ∈M
a heißt ein

• maximales Element vonM Def⇐⇒ für alle x ∈M gilt: a ≤ x =⇒ a = x

• minimales Element vonM Def⇐⇒ für alle x ∈M gilt: x ≤ a =⇒ a = x

Beispiel In ({{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}},⊆) sind {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} maximale Elemente und
{1}, {2}, {3} sind minimale Elemente.

Bemerkung (M,≤) halbgeordnete Menge, a ∈M
Danngilt: Ista ein größtes (beziehungsweise kleinstes) Element vonM , dann ista einmaximales (beziehungsweise
minimales) Element vonM .

Beweis Sei a ein größtes Element vonM .
zu zeigen ist: Für alle x ∈ M gilt a ≤ x =⇒ a = x Sei x ∈ M mit a ≤ x. Da a größtes Element vonM ist,
gilt auch x ≤ a
Antisymmetrie⇐======⇒ a = x
Analog für kleinstes Element.

2.5.6 Äquivalenzrelation

M Menge,∼ aufM
∼ heißt Äquivalenzrelation Def⇐⇒∼ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. In dem Fall sagen wir für a ∼ b auch
a ist äquivalent zu b. Für a ∈M heißt [a] := {b ∈M | b ∼ a} heißt die Äquivalenzklasse von a. Elemente aus
[a] nennt man Vertreter oder Repräsentanten von a
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Beispiel M Menge aller Bürgerinnen und Bürger Deutschlands.
Wir definieren für a, b ∈M a ∼ b Def⇐⇒ a und b sind im selben Jahr geboren.
∼ ist ein Äquivalenzrelation.
Jerôme Boateng wurde 1988 geboren.
[Jerôme Boateng] = {b ∈M | b ist im selben Jahr geboren wie Jerôme Boateng} = {b ∈M | bwurde 1988 geboren}
WeitereVertreter von [Jerôme Boateng] sind zumBeispielMesutÖzil,MatsHummels. Es ist [Jerôme Boateng] =
[Mesut Özil] = [Mats Hummels]. Man sieht in diesem Beispiel: Die MengeM zerfällt komplett in verschiedene
Äquivalenzklassen:

• Jeder Bürger / jede Bürgerin Deutschlands ist in genau einer Äquivalenzklasse enthalten

• Jede zwei Äquivalenzklasse sind entweder gleich oder disjunkt (haben leeren Durchschnitt)

Bemerkung M Menge,∼ Äquivalenzrelation aufM
Dann gilt:

1. Jedes Element vonM liegt in genau einer Äquivalenzklasse

2. Je zwei Äquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt

Man sagt auch: Die Äquivalenzklassen bezüglich „∼“ bilden eine Partition vonM .

Beweis

1. Sei a ∈M
zu zeigen: Es gibt genau eine Äquivalenzklassen, in der a liegt

a) Es gibt eine Äquivalenzklasse, in der a liegt, denn a ∈ [a], denn a ∼ a
b) Ist a ∈ [b] und a ∈ [c], dann ist [b] = [c] (d.h. a liegt in höchstens einer Äquivalenzklasse)

denn: Seien b, c ∈ M mit a ∈ [b] und a ∈ [c] =⇒ a ∼ b und a ∼ c
Symmetrie
=====⇒ b ∼ a und

a ∼ c
Transitivität
======⇒ b ∼ c Behauptung [b] = [c] denn: „⊆“ Sei x ∈ [b] =⇒ x ∼ b

Transitivitt
=======⇒

b∼c

x ∼ c =⇒ x ∈ [c] denn: „⊇“ Sei x ∈ [c] =⇒ x ∼ c Transitivitt
=======⇒

c∼b
x ∼ b =⇒ x ∈ [b]

2. Sind b, c ∈M mit [b] ∩ [c] ̸= ∅, dann existiert ein a ∈ [b] ∩ [c], und es folgt wie in 2.:
[b] = [c] Für b, c ∈M gilt also entweder [b] ∩ [c] = ∅ oder [b] = [c] □

Faktormenge M Menge,∼Äquivalenzrelation aufMM/ ∼:= {[a]|a ∈M} (MengederÄquivalenzklassen)
heißt die Faktormenge (Quotientenmenge) vonM nach∼

Beispiel

M = {1, 2, 3,−1,−2,−3}

Für a, b, c ∈ M setzen wir a ∼ b
Def.⇐⇒ |x| = |b| Das ist eine Äquivalenzrelation auf M Es ist [1] =

{1,−1}, [2] = {2,−2}, [3] = {3,−3} Somit:M/ ∼:= {[1], [2], [3]} = {{1,−1}, {2,−2}, {3,−3}}

Anmerkung DerÜbergang zurÄquivalenzklassen soll (für eine jeweils gegebeneRelation) irrelevante Informationen
abstreifen.
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2.6 Abbildungen
naive Definition:
Eine Abbildung f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem n ∈ M genau ein Element aus N zuordnet,
dieses wird mit f(n) bezeichnet.Notation:

f :M → N,m 7→ f(m)

ZweiAbbildungenf, g :M → N sind gleich,wenngilt∀n ∈M : f(n) = g(n)M heißt dieDefinitionsmenge
von f ,N heißt die Zielmenge von f

2.6.1 Definition

Eine Abbildung f von M nach N ist ein Tupel (M,N,Gf ), wobei Gf eine Teilmenge von M × N mit der
Eigenschaft ist, dass für jedes Elementm ∈M genau ein Element n ∈ N mit (m,n) ∈ Gf existiert. (für dieses
Element n schreiben wir auch f(m)).Gf heißt der Graph von f .

2.6.2 Beispiel

1. f : R→ R, x 7→ x2

2. f : R→ R2, x 7→ (x, x+ 1)

3. M Menge, idM :M →M,m 7→ m heißt Identität (identische Abbildung) aufM

4. I ,M Mengen: Eine über I indizierte Familie von Elementen vonM ist eine Abbildung:
m : I → M, i 7→ m(i) =: mi. Wir schreiben für die Familie auch kurz (mi)i∈I . I heißt Indexmenge
der Familie.

5. Spezialfall von 4.: I = N,M = R :
(
(mi)i∈N

)
nennt man auch Folge reeller Zahlen.

2.6.3 Anmerkung über den Begriff der Familie

Über den Begriff der Familie lassen sich diverse Konstruktionen aus der naiven Mengenlehre verallgemeinern.
Ist (Mi)i∈I eine Familie von Mengen, dann ist:

∪i∈IMi := {x | ∃i ∈ I : x ∈Mi}

∩i∈IMi := {x | ∀ i ∈ I : x ∈Mi}∏
i∈I

Mi := {(xi)i∈I | ∀ i ∈ I : xi ∈M}

2.6.4 Bild

m,N Mengen, f :M → n Abbildung.
Sindm ∈M,n ∈ N mit n = f(m) dann nennen wir n ein Bild vonm unter f und wir nennenm einUrbild
von n unter f .

Anmerkung In obiger Situation ist das Bild von m unter f eindeutig bestimmt (nach der Definition einer
Abbildung) Urbilder sind im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, und im Allgemeinen besitzt nicht jedes
Element ausN ein Urbild.

Beispiel f : R → R, x 7→ x2, dann ist 4 = f(2) = f(−2), das heißt 2 und −2 sind Urbilder von 4, das
Element−5 hat kein Urbild unter f , denn es existiert kein x ∈ Rmit x2 = −5
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Definition M,N Mengen, f :M → N Abbildung,A ⊆M,B ⊆ N
f(A) := {f(a) | a ∈ A} ⊆ N heißt das Bild vonA unter f .
f−1(B) := {m ∈M | f(m) ∈ B} ⊆M heißt das Urbild vonB unter f

Beispiel

f : R→ R, x 7→ x2

f({1, 2, 3}) = {1, 4, 9}

f−1({4,−5}) = {2,−2}

f−1({4}) = {2,−2}

f−1({−5}) = ∅

f(R) = x2 | x ∈ R = {x ∈ R | x ≥ 0} =: R≥0

2.6.5 Restriktion

M,N Mengen, f :M → N Abbildung,A ⊆M

f |A: A→ N,m 7→ f(m)

heißt die Restriktion von f aufA. IstB ⊆ N mit f(A) ⊆ B, dann setzen wir

f |BA : A→ B,m 7→ f(m)

Ist f(M) ⊆ B dann setzen wir:

f |B:= f |BM ,M → B,m 7→ f(m)

2.6.6 Komposition

L,M,N Mengen, f : L→M, g :M → N Abbildung

g ◦ f : L→ N, x 7→ (g ◦ f)(x) := g(f(x))

heißt die Komposition (Hintereinanderausführung) von f und g

Beispiel

f : R→ R, x 7→ x2, g : R→ R : x 7→ x+ 1

=⇒ g ◦ f : R→ R, x 7→ g(f(x)) = g
(
x2

)
= x2 + 1

Assoziativität L,M,N,P Mengen, f : L→M, g :M → N,h : n→ p
Dann gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

das heißt die Verknüpfung von Abbildungen ist assoziativ.

Beweis Für x ∈ List

(h ◦ (g ◦ f)) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))) = (h ◦ g)(f(x)) = ((h ◦ g) ◦ f)(x)□
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2.6.7 Eigenschaften von Abbildungen

M,N Mengen, f :M → N Abbildung

Injektivität f heißt injektiv:

Def⇐⇒ ∀m1,m2 ∈M : f(m1) = f(m2) =⇒ m1 = m2 ⇐⇒ ∀m1,m2 ∈M : m1 ̸= m2 =⇒ f(m1) ̸= f(m2)

Surjektivität f heißt surjektiv:

Def⇐⇒ ∀n ∈M : ∃m ∈M : f(m) = n ⇐⇒ f(M) = N

Bijektivität f heißt bijektiv: Def⇐⇒ f ist injektiv und surjektiv

Beispiel

1. f : R→ R, x 7→ x2 ist:
• nicht injektiv, denn f(2) = f(−2), aber 2 ̸= −2
• nicht surjektiv, denn es existiert keinm ∈ Rmit f(m) = −1
• nicht bijektiv

2. f : R≥0 → R, x 7→ x2 ist:

• injektiv, denn fürm1,m2 ∈ R≥0 gilt: f(m1) = f(m2) =⇒ m2
1 = m2

2
m1,m2>0
=====⇒ m1 = m2

• nicht surjektiv, denn es existiere keinm ∈ R≥0 mit f(m) = −1
• nicht bijektiv

3. f : R≥0 → R≥0, x 7→ x2 ist:

• injektiv, denn fürm1,m2 ∈ R≥0 gilt: f(m1) = f(m2) =⇒ m2
1 = m2

2
m1,m2>0
=====⇒ m1 = m2

• surjektiv, denn fürm ∈ R≥0 ist f(
√
m) = (

√
m)

2
= m

• bijektiv

Bemerkung 4.12 M,N Mengen, f : M → N, g : n → M mit g ◦ f = idM Dann ist f injektiv und g
surjektiv.

Beweis

1. f ist injektiv, denn:
Seien m1,m2 ∈ M mit f(m1) = f(m2) =⇒ g(f(m1)) = g(f(m2)) =⇒ (g ◦ f)(m1) =
(g ◦ f)(m2) =⇒ idm(m1) = idM (m2) =⇒ m1 = m2

2. g ist surjektiv, denn:
Seim ∈M Dann istm = idM (m) = (g ◦ f)(m) = g(f(m))
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Bemerkung Sei f :M → N ,N,M Mengen Dann sind äquivalent:

1. f ist bijektiv

2. Zu jedem n ∈ N gibt es genau einm ∈M mit f(m) = n

3. Es gibt genau eine Abbildung g : N →M mit g ◦ f = idM und f ◦ g = idN

In diesem Fall bezeichnenwir die Abbildung g : N →M aus 3. mit f−1 und nennen f−1 die Umkehrabbildung
von f . Sie ist gegeben durch

f−1 : N →M,n 7→ Das eindeutig bestimmte Elementm ∈M mit f(m) = n

Beweis Statt 1. ⇐⇒ 2. und 2. ⇐⇒ 3. zeigen 1. =⇒ 2. =⇒ 3. =⇒ 1.

• 1. =⇒ 2. Sei f bijektiv
zu zeigen: Ist n ∈ N , dann existiert genau einm ∈M mit f(m) = n

– Existenz folgt aus Surjektivität von f

– Eindeutigkeit: Seienm1,m2 ∈M mit f(m1) = n, f(m2) = n =⇒ f(m1) = f(m2)
finjektiv
=====⇒

m1 = m2

• 2. =⇒ 3. Zu jedem n ∈M existiere genau einm ∈M mit f(m) = n
zu zeigen: Ex existiert genau eine Abbildung g : N →M mit f ◦ f = idM und f ◦ g = idN

– Existenz:Wir definiereng : N →M,n 7→ das nach 2. eindeutigbestimmte Elementm ∈M mit f(m) = n
Dann gilt fürm ∈M :

(g ◦ f)(m) = f(f(m)) = m, das heißt g ◦ f = idM

und für n ∈ N ist (f ◦ g)(n) = f(g(n)) = n also f ◦ g = idN

– Eindeutigkeit: Es seinen g1, g2 : N →M mit gi ◦ f = idM , f ◦ gi = idN für i = 1, 2

=⇒ g1 = g1 ◦ idN = g1 ◦ (f ◦ g2) = (g1 ◦ f) ◦ g2 = idM ◦g2 = g2

• 3. =⇒ 1. Wegen 3. existiert g : N →M mit g ◦ f = idM , f ◦ g = idN

[[Bemerkung4.12]]
===========⇒ f injektiv , f surjektiv =⇒ f bijektiv =⇒ 1.

Anmerkung

• Bitte stets aufpassen, ob mit f−1 die Umkehrabbildung (falls existent) oder das Bilden der Urbildmenge
gemeint ist.

• Im Beweis von 3. =⇒ 1. haben wir die Eindeutigkeit von g gar nicht verwendet, das heißt wir haben
sogar gezeigt:
f bijektiv ⇐⇒ 3.’ Es existiert eine Abbildung g : N → M mit f ◦ g = idN und f ◦ f = idM Solch
eine Abbildung g ist in diesem Fall automatisch bestimmt.

Beispiel ImBeispiel vorher habenwir gesehenf : R≥0 → R≥0, x 7→ x2 ist bijektiv.DieUmkehrabbildung
ist gegeben durch f−1 : R≥0 → R≥0, x 7→

√
x
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Bemerkung M,N Mengen, f :M → N Dann gilt:

1. f injektiv ⇐⇒ Es existiert g : N →M mit g ◦ f = idM
Beweis:

• „⇐= “ folgt aus 2.6.7
• „ =⇒ “ Sei f injektiv. Sein x ein beliebiges Element ausM Wir definieren

g : N →M,n 7→

{
x n ̸∈ f(M)

das eindeutig bestimmte Elementm ∈M mit f(m) = n n ∈ f(M)

Für allem ∈M ist dann (g ◦ f)(m) = g(f(m)) = m das heißt g ◦ f = idM

2. f surjektiv ⇐⇒ Es existiert g : N →M mit f ◦ g = idN
Beweis:

• „⇐= “ folgt aus 2.6.7
• „ =⇒ “ Sei f surjektiv. Für jedes Element n ∈ N wählen wir ein Element ñ ∈ f−1({n}) ̸= ∅ und

sehen g : N → M,n 7→ ñ. Dann ist (f ◦ g)(n) = f(g(n)) = n für alle n ∈ N und das heißt
f ◦ g = idN □

Anmerkung Das wir stets einen Auswahlprozess wie im Beweis von 2. „ =⇒ “ vornehmen können ist ein
Axiom der Mengenlehre (erkennen wir als gültig an, ist jedoch nicht beweisbar), das Auswahlaxiom:
Ist I eine Indexmenge und (Ai)i∈I eine Familie von nicht leeren Mengen, dann gibt es eine Abbildung γ : I →∪

i∈I Ai mit γ(i) ∈ Ai für alle i ∈ I (im obigen Beweis ist I = N,An = f−1({n}) für n ∈ N )

Bemerkung 4.16 L,M,N Mengen, f : L→M, g :M → N
Dann gilt: g, f beide injektiv (beziehungsweise surjektiv oder bijektiv) =⇒ g ◦ f injektiv (beziehungsweise
surjektiv oder bijektiv)

Definition 4.17

Bemerkung 4.19 M,N endliche Mengen mit |M | = |N |, f :M → N Dann sind äquivalent:

1. f ist injektiv

2. f ist surjektiv

3. f ist bijektiv

Beweis

• 1. =⇒ 2. Sei f injektiv =⇒ |f(M)| = |M | = |N | wegen f(M) ⊆ N folgt f(M) = N =⇒ f
surjektiv

• 2. =⇒ 3. Sei f surjektiv, das heißt f(M) = N
Annahme: f ist nicht bijektiv =⇒ f nicht injektiv =⇒ ∃m1,m2 ∈ M : m1 ̸= m2 ∧ f(M1) =
f(m2) =⇒ |f(M)| < |M | = |N |Widerspruch zu f(M) = N

• 3. =⇒ 1. trivial



3 Gruppen, Ringe, Körper 19

3 Gruppen, Ringe, Körper
3.1 Gruppe
3.1.1 Verknüpfung

M Menge, Eine Verknüpfung (inverse Verknüpfung) aufM ist ein Abbildung

∗ :M ×M →M

Anstelle von ∗(a, b) schreiben wir a ∗ b

Beispiel

• + : R×R→ R, (a, b) 7→ a+ b

• · : R×R→ R, (a, b) 7→ a · b

sind Verknüpfungen

3.1.2 Monoid

Ein Monoid ist ein Tupel (M, ∗), bestehend aus einer MengeM und einer Verknüpfung
∗ :M ×M →M , welche folgende Bedingungen genügt:

• (M1) Die Verknüpfung ist assoziativ, das heißt

∀ a, b, c ∈M : (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

• (M2) Ex existiert ein neutrales Element e inM , das heißt

∃e ∈M : ∀ a ∈Me ∗ a = a = a ∗ e

Beispiel

• (N0,+), (Z,+) sind Monoide (neutrales Element: 0)

• (N,+) ist kein Monoid (ex existiert kein neutrales Element)

• (N, ·), (Z, ·) sind Monoide (neutrales Element: 1)

Bemerkung (M, ∗)Monoid. Dann gibt es inM genau ein neutrales Element.

Beweis

• Existenz: Es existiert ein neutrales Element: folgt aus Definition eines Monoids

• Eindeutigkeit: Seien e, ẽ ∈M neutrale Element

=⇒ e = e ∗ ẽ = ẽ

3.1.3 Inverses

(M, ∗)Monoid mit neutralem Element e, a ∈M Ein Element b ∈M heißt Inverses zu a Def⇐⇒ a∗ b = e = b∗a



3 Gruppen, Ringe, Körper 20

Beispiel

• In (Z,+) ist−2 ein Inverses zu 2 denn 2 + (−2) = 0 = (−2) + 2

• In (N0,+) existiert kein Inverses zu 2, denn es existiert kein n ∈ N0 mit n+ n = 0 = n+ 2

• In (Z, ·) existiert kein Inverses zu 2, denn es existiert kein n ∈ Zmit 2 · n = 1 = n · 2

Bemerkung (M, ∗)Monoid, a ∈M Dann gilt: besitzt a ein Inverses, dann ist dieses eindeutig bestimmt.

Beweis Seinen b, b̃ Inversen zu a, sein e ∈M das neutrale Element

=⇒ b = e ∗ b =
(
b̃ ∗ a

)
∗ b = b̃ ∗ (a ∗ b) = b̃

3.1.4 Gruppe

Eine Gruppe ist ein Tupel (G, ∗), bestehen aus einer MengeG und einer Verknüpfung ∗ : G×G→ G, sodass
gilt:

• (G1) (G, ∗) ist ein Monoid

• (G2) Jedes Element ausG besitzt ein Inverses

In diesem Fall schreiben wir a′ für das nach 3.1.3 eindeutig bestimmte Inverse eines Elements a ∈ G

Beispiel

• (Z,+) ist eineGruppe, denn (Z,+) ist einMonoid und füra ∈ Z ist−adas inverse Element:a+(−a) =
0 = (−a) + a

• (Z, ·) ist keine Gruppe, denn das Element 2 ∈ Z hat kein Inverses (vergleiche 3.1.3).

• (Q \ {0}, ·) ist eine Gruppe denn es ist ein Monoid mit neutralem Element 1 und für jedes Element
a ∈ Q \ {0} existiert ein b ∈ Q \ {0}mit a · b = 1 = b · a, nämlich b = 1

a

Bemerkung 5.11 (G, ∗) Gruppe mit neutralem Element e, a, b, c ∈ G. Dann gilt

1. (Kürzungsregel)
a ∗ b = a ∗ c =⇒ b = c

a ∗ c = b ∗ c =⇒ a = b

2. a ∗ b = e =⇒ b = a′

3. (a′)′ = a

4. (Regel von Hemd und Jacke) (a ∗ b)′ = b′ ∗ a′

Beweis

1. Sei a ∗ b = a ∗ c =⇒ a′ ∗ (a ∗ b) = a′ ∗ (a ∗ c) =⇒ (a′ ∗ a) ∗ b = (a′ ∗ a) ∗ c =⇒ e ∗ b =
e ∗ c =⇒ b = c

2. aus 1. a ∗ b = c = a ∗ a′ =⇒ b = a′

3. Es ist a ∗ a′ = e = a′ ∗ a, das heißt a ist Inverses zu a′ =⇒ (a′)′ = a

4. Es ist (a ∗ b) ∗ (b′ ∗ a′) = a ∗ (b ∗ b′) ∗ a′ = a ∗ a′ = e =⇒ b′ ∗ a′ 2.
=⇒ (a ∗ b)′
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3.1.5 Abelsche Gruppe

(M, ∗)Monoid / Gruppe heißt kommutativ (abelsch)

Def⇐⇒ ∀ a, b ∈M : a ∗ b = b ∗ a

Beispiel Alle bisher betrachteten Beispiele von Monoiden beziehungsweise Gruppen sind abelsch

Bemerkung 5.14 M Menge, Wir setzten S(M) := {f : M → M |f bijektiv} Dann ist (S(M), ◦) eine
Gruppen, die symmetrische Gruppe aufM

Beweis

1. „◦“ ist wohl definiert, das heißt für f, g ∈ S(M) ist f ◦ g ∈ S(M) folgt aus 2.6.7

2. „◦“ ist assoziativ f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h∀ f, g ∈ S(M) nach 4.9

3. idM ist neutral: idM ∈ S(M) und idM ◦f = f = f ◦ idM ∀ f ∈ S(M)

4. Existenz von Inversen: f ∈ S(M) =⇒ f bijektiv =⇒ Es existiert Umkehrabbildung f−1 ∈ S(M)
zu f für diese gilt: f ◦ f−1 = idM = f−1 ◦ f das heißt f−1 ist immer zu f bezüglich „◦“

3.1.6 Permutationen

n ∈ N
Sn := S({1, . . . , n}) = {π{1, . . . , n} → {1, . . . , n} | π ist bijektiv}

(Sn, ◦) heißt die symmetrische Gruppe auf n Ziffern, Elemente aus Sn heißen Permutationen. Wir schreiben
Permutationen π ∈ Sn in der Form:

π =

(
1 2 . . . n

π(1) π(2) . . . π(n)

)
(1)

Beispiel In S3 ist (
1 2 3
1 3 2

)
◦
(
1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
(2)

(
1 2 3
3 2 1

)
◦
(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
(3)

das heißt (S3, ◦) ist nicht abelsch.

3.1.7 Restklassen

Motivation Im täglichenLeben verwendetman zur Bestimmung vonUrzeiten das Rechnen „modulo24“, zum
Beispiel 22Uhr + 7h = 5Uhr. Wir wollen dies mathematisch präzisieren und verallgemeinern



3 Gruppen, Ringe, Körper 22

Bemerkung 5.17 n ∈ N. Dann ist durch

a ∼ b Def⇐⇒ ∃ q ∈ Z : a− b = qn

eineÄquivalenzrelation aufZ gegeben.Anstelle vona ∼ b schreibenwir aucha ≡ b( mod n) („n ist kongruent
bmodulo n“) Die Äquivalenzklasse von a ∈ Z ist durch

ā := {b ∈ Z | b ≡ a( mod n)} = a+ nZ := {a+ nq | q ∈ Z}

gegeben und heißt die Restklasse von a modulo n. Die Menge aller Restklassen modulo n wird Z
nZ bezeichnet

(„Zmodulo nZ“) Es ist:
Z

nZ
= {0̄, 1̄, . . . , n− 1}

und die Restklassen 0̄, . . . , n− 1 sind paarweise verschieden

Beweis

1. „≡“ ist eine Äquivalenzrelation, denn:
• „≡“ ist reflexiv: Für a ∈ Z ist a ≡ a( mod n) denn a− a = 0 = 0n

• „≡“ ist symmetrisch: Seien a, b ∈ Zmit a ≡ b( mod n)∃q ∈ Z : a− b = qn
=⇒ b− a = (−q)n =⇒ b ≡ a( mod n)

• „≡“ ist transitiv: Seien a, b, c ∈ Zmit a ≡ b( mod n), b ≡ c( mod n)

– =⇒ ∃q1, q2 ∈ Zmit a− b = q1n, b− c = q2n

– =⇒ a− c = (a− b) + (b− c) = q1n+ q2n = (q1 + 12)n =⇒ a ≡ c( mod n)

2. Die Äquivalenzklasse von n ∈ Z ist gegeben durch

{b ∈ Z | b = a( mod n)}

= {b ∈ Z | ∃q ∈ Z : b− a = qn}

= {b ∈ Z | ∃q ∈ Z : b = a+ qn}

= a+ nZ

3.
Z

nZ
= {0̄, 1̄, . . . , n− 1}

denn:
• Ist a ∈ Z beliebig, dann liefert Division mit Rest durch n:

Es gibt q, r ∈ Zmit a = qn+ r, 0 ≤ r < n

=⇒ a− r = qn =⇒ q ≡ r( mod n) =⇒ ā = r̄

Das heißt: Jede Restklasse ist von der Form r̄ mit r ∈ {0, . . . , n− 1}

• Die Restklassen 0̄, 1̄, . . . , n− 1 sind paarweise verschieden denn:
Seien a, b ∈ {0, . . . , n− 1}mit ā = b̄ =⇒ a ≡ b( mod n) =⇒ ∃q ∈ Z : a− b = qn =⇒
|a− b| = |q|n.
– Wäre q ̸= 0, dann |q| ≥ 1 wegen q ∈ Z =⇒ |a− b| ≥ n Widerspruch zu a, b ∈
{0, . . . , n− 1}
Also: q = 0 das heißt a = b
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Beispiel n = 3 : a ≡ b( mod 3) ⇐⇒ ∃q ∈ Z : a− b = 3q
zum Beispiel: 11 ≡ 5( mod 3), denn 11− 5 = 6 = 2 · 3
zum Beispiel: 7 ̸≡ 2( mod 3), denn 7− 2 = 5 und es gibt kein q ∈ Zmit 5 = 3q

0̄ = {a ∈ Z | a ≡ 0( mod 3)} = {a ∈ Z | ∃q ∈ Z : a = 3q} = 3Z = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .}

1̄ = {a ∈ Z | a ≡ 1( mod 3)} = {a ∈ Z | ∃q ∈ Z : a− 1 = 3q} = 1 + 3Z = {. . . ,−5,−2, 1, 4, 7, . . .}
2̄ = {a ∈ Z | a ≡ 2( mod 3)} = {a ∈ Z | ∃q ∈ Z : a− 2 = 3q} = 2 + 3Z = {. . . ,−4,−1, 2, 5, 8, . . .}
3̄ = {a ∈ Z | a ≡ 3( mod 3)} = {a ∈ Z | ∃q ∈ Z : a−3 = 3q} = {a ∈ Z | ∃q ∈ Z : a = 3(q + 1)}3Z = 0̄

4̄ = 1̄, 5̄ = 2̄,−1 = 2̄

Bemerkung 5.18 n ∈ N wir definieren eine Verknüpfung (Addition) auf Z
nZ wie folgt:

Für ā, b̄ ∈ Z
nZ setzen wir ā+ b̄ = a+ b Dann gilt

(
Z
nZ ,+

)
ist eine abelsche Gruppe

Beweis
1. Die Verknüpfung ist wohldefiniert:

Problem: Die Addition verwendet Vertreter von Restklassen. Es ist zum Beispiel in Z
nZ : 3̄+4̄ = 3 + 4 =

7̄ = 2̄, aber man könnte auch Rechnen: 3̄ + 4̄ = 8̄ + 9̄ = 8 + 9 = 17 = 2̄
Wir müssen nachweisen, dass die Wahl der Vertreter keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, das heißt die
Verknüpfung ist ”Vertreter unabhängig”:
Seien a1, a2, b1, b2 ∈ Z, a1 = a2, b1 = b2

=⇒ a1 ≡ a2( mod n), b1 ≡ b2( mod n) (4)
=⇒ ∃q1, q2 ∈ Z : a1 − a2 = q1n, b1 − b2 = q2nn, b1 − b2 = q2n (5)
=⇒ (a1 + b1)− (a2 + b2) = (a1 − a2) + (b1 − b2) = q1n+ q2n = (q1 + q2)n (6)
=⇒ a1 + b1 ≡ a2 + b2( mod n) (7)
=⇒ a1 + b1 = a2 + b2 (8)

2.
(
Z
nZ

)
ist eine abelsche Gruppe:

• Assoziativgesetz: Für alle a, b, c ∈ Z ist(
ā+ b̄

)
+ c̄ = a+ b+ c̄ = (a+ b) + c = a+ (b+ c) = ā+ b+ c = ā+

(
b̄+ c̄

)
• 0̄ ist neutrales Element, denn ∀ a ∈ Z : 0̄ + ā = 0 + a = ā = ā+ 0̄

• Für a ∈ Z ist−a das inverse Element zu ā, denn ā+−a = a+ (−a) = 0̄ = −a+ ā

• Kommutativgesetz: ∀ a, b ∈ Z : ā+ b̄ = a+ b = b+ a = b̄+ ā

Beispiel Wir tragen die Ergebnisse der Verknüpfung „+“ in einer Verknüpfungstafel zusammen: n = 3

+ 0̄ 1̄ 2̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄
1̄ 1̄ 2̄ 0̄
2̄ 2̄ 0̄ 1̄

n = 4
+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄
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3.1.8 Gruppenhomomorphismus

(G, ∗), (H,⊛), φ : G→ H Abbildung
φ heißt ein Gruppenhomomorphismus Def⇐⇒ ∀ a, b ∈ G : φ(a ∗ b) = φ(a)⊛ φ(b)

φ heißt ein Gruppenisomorphismus Def⇐⇒ φ ist bijektiver Gruppenhomomorphismus

Beispiel

1. φ : Z→ Z, a 7→ 2a ist Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach (Z,+) denn:

φ(a+ b) = 2(a+ b) = 2a+ 2b = φ(a) + φ(b)∀ a, b ∈ Z

φ ist aber kein Gruppenisomorphismus, denn φ ist nicht surjektiv (1 ̸∈ φ = φZ)

2. n ∈ N. Dann gilt φ : Z → Z
nZ , a 7→ ā ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach

(
Z
nZ ,+

)
,

denn
∀ a, b ∈ Z : φ(a+ b) = a+ b = ā+ b̄ = φ(a) + φ(b)

φ ist kein Gruppenisomorphismus, denn φ ist nicht injektiv (φ(0) = 0̄ = n̄ = φ(n), aber 0 ̸= n)

3. φ : Z→ Z, a 7→ a+ 1 ist kein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach (Z,+), denn

φ(2 + 6) = φ(8) = 9, aber φ(2) + φ(6) = 3 + 7 = 10

4. exp : R→ R≥0, x 7→ expx = ex ist ein Gruppenisomorphismus von (R,+) nach (R≥0, ·), denn:
•

exp(a+ b) = exp(a) exp(b)∀ a, b ∈ R

• exp ist bijektiv (vgl. Ana1 - Vorlesung)

Bemerkung 5.23 (G, ∗), (H,⊛) Gruppen mit neutralen Elementen eG beziehungsweise eH , φ : G → H
Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

1. φ(eG) = eH

2. ∀ a ∈ G : φ(a′) = φ(a)′ (Hierbei ist ′ das Inverse)

3. Ist φ Gruppenisomorphismus, dann gilt φ−1 : H → G ebenfalls Gruppenisomorphismus

(G, ∗), (H,⊛) heißen isomorph Def⇐⇒ Ex existiert ein Gruppenisomorphismus ϕ : G→ H Wir schreiben dann
(G, ∗) ∼= (H,⊛)

Beweis

1. Es eH ⊛ φ(eG) = φ(eG) = φ(eG ∗ eG) = φ(eG)⊛ (eG) =⇒ eH = φ(eG)

2. Sei a ∈ G Dann ist eH = φ(eG) = φ(a ∗ a′) = φ(a)⊛ (a′) =⇒ φ(a′) = φ(a)′

3. φ−1 ist bijektiv, noch zu zeigen: φ−1 ist ein Gruppenhomomorphismus, das heißt

φ−1(c⊛ d) = φ−1(c) ∗ φ−1(d)∀ c, d ∈ H

Seien c, d ∈ H Weil φ bijektiv: ∃a, b ∈ G : φ(a) = c, φ(b) = d

=⇒ φ−1(c⊛ d) = φ−1(φ(a) ∗ φ(b)) = φ−1(φ(a ∗ b)) = a ∗ b = φ−1(c) ∗ φ−1(d)□
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3.2 Ring
Ein Ring ist ein Tupel (R,+, ·), bestehend aus einer Menge R und 2 Verknüpfungen:

• + : R×R→ R, (a, b) 7→ a+ b genannt Addition

• · : R×R→ R, (a, b) 7→ a · b genannt Multiplikation

welche den folgenden Bedingungen genügen

• (R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe

• (R2) (R, ·) ist ein Monoid

• (R3) Es gelten die Distributivgesetz, das heißt

∀ a, b, c ∈ R : a · (a+ b) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c

Ein Ring heißt kommutativ Def⇐⇒ die Multiplikation ist kommutativ, das heißt ∀ a, b ∈ R : a · b = b · a

3.2.1 Anmerkung

• ohne Klammerung gilt die Konvention „·“ vor „+“. Das Zeichen „·“ wird häufig weggelassen.

• das neutrale Element bezüglich „+“ bezeichnenwirmit 0R (Nullelement), das neutrale Element bezüglich
„·“mit 1R (Einselement). Das zua ∈ R bezüglich „+“ inverse Element bezeichnenwirmit−a, füra+(−b)
schreiben wir a− b. Existiert zu a ∈ R ein Inverses bezüglich „·“, so bezeichnen wir dieses mit a−1

• Wir schreiben häufig verkürzend „R Ring“ statt „(R,+, ·) Ring“

• In der Literatur wird gelegentlich die Forderung der Existenz eines neutralen Elements bezüglich „·“
weggelassen, „unser“ Ringbegriff entspricht dort dem Begriff „Ring mit Eins“

3.2.2 Beispiel

1. (Z,+, ·) ist ein kommutativer Ring

2. Nullring ({0},+, ·) mit 0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0 ist ein kommutativer Ring
(hier ist Nullelement = Einselement = 0). Wir bezeichnen den Nullring kurz mit 0.

3.2.3 Bemerkung 6.3

R Ring. Dann gilt:

1. 0R · a = 0R = a · 0R ∀ a ∈ R

2. a · (−a) = −ab = (−a) · b∀ a, b ∈ R

3. IstR ̸= 0, dann ist 1R ̸= 0R
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Beweis

1. 0R+0R ·a = 0R ·a = (0R + 0R) ·a = 0R ·a+0R·
„kürzen s. [[Bemerkung 5.11]]“
===============⇒ 0R = 0R ·a, a · 0R = 0R

analog

2. 0R = 0R ·b = (a+ (−a)) ·b = a ·b+(−a) ·b =⇒ [[Bemerkung 5.11]]−ab = (−a) ·b, a ·(−b)0−ab
analog

3. Beweis durch Kontraposition: Sei 1R = 0R

=⇒ ∀ a ∈ R : a = a · 1R = a · 0R = 0R

das heißtR = 0 □

3.2.4 Bemerkung 6.4

n ∈ N Für ā, b̄ ∈ Z
nZ setzen wir ā+ b̄ := a+ b, ā · b̄ := ab, dann ist

(
Z
nZ ,+, ·

)
ein kommutativer Ring.

Wenn wir ab jetzt vom Ring Z
nZ sprechen, dann meinen wir

(
Z
nZ ,+, ·

)
mit den obigen Verknüpfungen

Beweis

1. Multiplikation ist wohldefiniert (das heißt „vertreterunabhängig“, vergleiche 3.1.7)
Sei a1, a2, b1, b2 ∈ Zmit a1 = a2, b2 = b2

=⇒ a1 ≡ a2( mod n), b1 ≡ b2( mod n) (9)
=⇒ ∃q1, q2 ∈ Z : a1 − a2 = q1n, b1 − b2 = q2n (10)
=⇒ a1b2 − a2b2 = a1(b1 − b2) + b2(a1 − a2) = aqq2n+ b2q1n = (a1q2 + b2q1)n (11)
=⇒ a1b1 ≡ a2b2( mod n) (12)
=⇒ a1b1 = a2b2 (13)

2. Multiplikation ist assoziativ, Für a, b, c ∈ Z ist

ā ·
(
b̄ · c̄

)
= ā · a · c = a · (b · c) = (a · b) · c = a · b · c̄ =

(
ā · b̄

)
· c̄

3. Existenz eines Einselement: ∀ a ∈ Z : 1̄ · ā = 1 · a = ā = ā · 1̄

4. Multiplikation ist kommutativ:

∀ a, b ∈ Z : ā · b̄ = a · b = b · a = b̄ · ā

5.
(
Z
nZ ,+

)
ist abelsche Gruppe nach 3.1.7

6. Distributivgesetz:

ā ·
(
b̄+ c̄

)
= ā · b+ c (14)

= a · (b+ c) (15)
= a · b+ a · c (16)
= a · b+ a · c = ā · b̄+ ā · c̄ (17)(

ā+ b̄
)
· c̄ = ā · c̄+ b̄ · c̄ folgt wegen Kommutativität der Multiplikation
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Beispiel 6.5 Verknüpfungstafel für Z
nZ n = 3:

+ 0̄ 1̄ 2̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄
1̄ 1̄ 2̄ 0̄
2̄ 2̄ 0̄ 1̄

· 0̄ 1̄ 2̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄
2̄ 0̄ 2̄ 1̄

n = 4:

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄

· 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
2̄ 0̄ 2̄ 0̄ 2̄
3̄ 0̄ 3̄ 2̄ 1̄

In Z
nZ ist 2̄ · 2̄ = 0̄, aber 2̄ ̸= 0̄.

3.2.5 Integritätsbereich

ist ein kommutativer Ring (R,+, ·)mitR ̸= 0, in dem gilt:

∀ a, b ∈ R : a · b = 0R =⇒ a = 0R ∨ b = 0R

beziehungsweise äquivalent dazu:

a ̸= 0R ∧ b ̸= 0R =⇒ a · b ̸= 0R

Beispiel 6.7

• Z
3Z ist ein Integritätsbereich, Z4Z ist kein Integritätsbereich, denn 2̄ · 2̄ = 0̄, aber 2̄ ̸= 0̄

Bemerkung 6.8 n ∈ N Dann sind äquivalent

1. Z
nZ ist ein Integritätsbereich

2. n ist eine Primzahl
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Beweis 1 =⇒ 2 zeigen wir durch Kontraposition, das heißt ¬ 2 =⇒ ¬ 1
Sei n ∈ N keine Primzahl. Falls n = 1 dann ist Z

nZ = {0̄} (Nullring), das heißt Z
nZ ist kein Integritätsbereich.

Seim im Folgenden n > 1 und keine Primzahl.

=⇒ ∃a, b ∈ N : 1 < a, b < n ∧ n = a · b (18)
=⇒ 0̄ = n̄ = ab = ā · b̄ (19)

und es ist bara, b̄ ̸= 0̄ =⇒ Z
nZ kein Integritätsbereich.

2 =⇒ 1: Sein n eine Primzahl =⇒ n > 1, insbesondere Z
nZ ̸= 0. Seien ā, b̄ ∈ Z

nZ mit ā · b̄ = 0̄

=⇒ ∃q ∈ Z : ab = qn

Da n Primzahl, kommt n n der Primfaktorzerlegung von ab als Primfaktor vor
=⇒ n kommt in der Primfaktorzerlegung von a oder b als Primfaktor vor

=⇒ n | a ∨ n | b =⇒ ā = 0̄ ∨ b̄ = 0̄

3.3 Körper
Ein Körper ist ein kommutativer Ring (K,+, ·), in dem giltK ̸= 0 und jedes Element a ∈ K, a ̸= 0 besitzt ein
Inverses inK bezüglich „·“, das heißt: ∃b ∈ K : a · b = 1K . Wir setzenK∗ := K \ {0}

3.3.1 Beispiel

1. (R,+, ·), (Q,+, ·) sind Körper (mit den üblichen+, ·)

2. Z
3Z ist ein Körper (betrachte Verknüpfungstafel)

3. Z
4Z ist ein kein Körper: Das Element 2̄ besitzt kein Inverses bezüglich „·“

3.3.2 Bemerkung 6.11

K Körper, Dann gilt:

1. 0K ̸= 1K

2. K ist ein Integritätsbereich

3. (K∗, ·) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1K

Beweis

1. folgt aus 3.2.3

2. K ̸= 0 nach Definition. Seien a, b ∈ K mit ab = 0K . Falls a ̸= 0K dann

b = 1K · b =
(
a−1a

)
· b = a−a(ab) = a−1 · 0K = 0K

Insbesondere gilt: a = 0 ∨ b = 0

3. K∗ ×K∗ → K∗ ist wohldefiniert nach 2 (aus a, b ∈ K∗ folgt ab ∈ K∗)
Da (K, ·) abelscher Monoid mit neutralem Element 1K ist auch (K∗, ·) abelscher Monoid mit neutralem
Element 1K . Nach 3.3 besitzt jedes Element a ∈ K∗ ein Inverses b ∈ K mit ab = 1K Wegen 0K ̸= 1K
ist b ̸= 0K (sonst ab = a · 0K = 0K ̸= 1K ), das heißt b ∈ K∗ □
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3.3.3 Bemerkung 6.12

R Integritätsbereich, der nur endlich viele Elemente hat. Dann istR ein Körper.

Beweis R Integritätsbereich =⇒ R ̸= 0
Noch zu zeigen: a ∈ R \ {0R} =⇒ ∃b ∈ R : ab = 1R Sei a ∈ R \ {0R}. Wir betrachten die Abbildung
φa : R→ R, x 7→ ax

1. Behauptung: φa ist injektiv, denn:

Seien x, y ∈ Rmit

φa(x) = φa(y) =⇒ ax = ay =⇒ ax+ (−(ay)) = 0R (20)

Mit [[Bemerkung 6.3]] folgt:

=⇒ ax+ a(−a) = −R =⇒ a(x− y) = 0R (21)

AusR Integritätsbereich und a ̸= 0 folgt:

x− y = 0 =⇒ x = y (22)

2. DaR endlich ist und φa injektiv ist, ist φa nach 2.6.7 surjektiv

=⇒ ∃b ∈ R : φa(b) = 1R =⇒ ab = 1R

3.3.4 Folgerung 6.13

n ∈ N Dann sind äquivalent

1. Z
nZ ist ein Körper

2. n ist eine Primzahl

Beweis 1 =⇒ 2 durch Kontraposition: ̸= 2 =⇒ ¬ 1
Sei n keine Primzahl =⇒ Z

nZ kein Integritätsbereich =⇒ Z
nZ kein Körper

2 =⇒ 1 Sei n eine Primzahl =⇒ Z
nZ Integritätsbereich, der nur endlich viele Elemente hat =⇒ Z

nZ Körper

Notation p Primzahl. Man nenntFP := Z
pZ auch den endlichen Körper mit p Elemente

3.3.5 Definition 6.14

R Ring

char(R) :=

{
0

∑n
k=1 1R ̸= 0 ∀n ∈ N

min{n ∈ N |
∑n

k=1 1R = 0R} sonst

heißt die Charakteristik vonR

Beispiel 3.1

1. char(Z) = char(Q) = char(R) = 0

2. char
(
Z
nZ

)
= n, denn

∑n
k=1 1̄ = n̄ = 0̄ und

∑m
k=1 1̄ = m̄ ̸= 0̄ fürm ∈ {1, . . . , n− 1}
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Bemerkung 3.2 R Integritätsbereich. Dann ist char(R) = 0 oder char(R) ist eine Primzahl

Beweis Beweis durch Widerspruch. Annahme: char(R) ̸= 0 und char(R) ist keine Primzahl.
DaR Integritätsbereich ist ist 1R ̸= 0R also char(R) ̸= 1

=⇒ ∃a, b ∈ N, 1 < a, b < char(R) : char(R) = ab

=⇒ 0R =

char(R)∑
k=1

1R =

a∑
k=1

1R ·
b∑

k=1

1R

R Integritätsbereich
==========⇒

a∑
k=1

1R = 0R ∨
b∑

k=1

= 0R

=⇒ char(R) ≤ a ∨ char(R) ≤ b` zu a, b < char(R) □

Bemerkung 3.3 K Körper, dann ist char(K) = 0 oder char(K) ist Primzahl.

Beweis Folgt aus 3.2 und 3.3.2 □

Beispiel 3.4 p Primzahl, dann ist char(Fp) = p

4 Polynome
Definition 4.1 (7.1 Polynome) K Körper, ein Polynom in der Variablen t überK ist ein Ausdruck der Form

f =
n∑

k=0

akt
k

mitn ∈ N0 (das heißt insbesondere nur endliche Summanden), a0, . . . , an ∈ K (fehlende a = 0, ebenso setzen
wir ak>n = 0). Die ak heißen die Koeffizienten von f

deg(f) :=

{
−∞ f = 0

max{k ∈ N0 | ak ̸= 0} f ̸= 0

heißt Grad von f . für f ̸= 0 heißt l(f) := adeg(f) heißt der Leitkoeffizient von f , l(0) := 0. f heißt normiert
Def⇐⇒ l(f) = 1 Hierbei sind zwei Polynome f =

∑n
k=0 akt

k, g =
∑m

k=0 bmt
k gleich (f = g) Def⇐⇒ deg(f) =

deg(g) =: r und ar = br, . . . , a1 = b1, a0 = b0

Bemerkung 4.2 Man kann das auch präzise machen (Algebra 1, WS15/16, Blatt 5, Aufgabe 3)

Beispiel 4.3 (7.2)
1. f = 3

4x
2 − 7x+ 1

2 ∈ Q[x] =⇒ deg(f) = 2, l(f) = 3
4 , f ist nicht normiert

2. f = x5 − 1
3x+ 2

5 ∈ Q[x] =⇒ deg(f) = 5, l(f) = 1, f ist normiert

Bemerkung 4.4 (7.3) K Körper, f, g ∈ K[t], f =
∑n

k=0 akt
k, g =

∑m
k=0 bkt

k . Wir setzen r := max{m,n}
und definieren

f + g = (ar + br)t
r + . . .+ (a1 + b1)t+ (a0 + b0)

f · g = cn+mt
n+m + . . .+ c1t+ c0, ck :=

∑
i,j∈N0
i+j=k

aibj

Mittels der Verknüpfung +, · wir die Menge aller Polynome über K in der Variablen t(=: K[t]) zu einem
kommutativen Ring, dem Polynomring überK in der Variablen t
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Beweis Man rechnet die Ringaxiome nach □

Bemerkung 4.5 (7.4) K Körper, f, g ∈ K[t], Dann gilt:

1. deg(f + g) ≤ max{deg(f),deg(g)}

2. deg(fg) = deg(f) + deg(g)

(Hierbei setzt man Formel für n ∈ N0 : −∞ < n, n+ (−∞) = −∞ = (−∞) + n, (−∞) +−(∞) = −∞)

Beweis Fallsf = 0oderg = 0, dann sind1. und2. klar. ImFolgenden seienf, g ̸= 0, etwaf =
∑n

k=0 akt
k, g =∑m

k=0 bkt
k mit an, bm ̸= 0 (insbesondere deg(f) = n, deg(g) = m)

1. Wir setzen k := max{m,n}

=⇒ f + g = (ak + bk)t
k + . . .+ (a1 + b1)t+ (a0 + b0)

=⇒ deg(f + g) ≤ k (beachte: Es könnte ak + bk = 0 sein)

2. Es sei fg = anbmt
n+m + . . . + a0b0 und es ist anbm ̸= 0 da K als Körper ein Integritätsbereich ist

=⇒ deg(fg) = n+m □

Folgerung 4.6 (7.5) K Körper, dann istK[t] ein Integritätsbereich

Beweis K[t] ̸= 0 klar (zum Beispiel t ∈ t) Seien f, g ∈ K[t], f, g ̸= 0 =⇒ deg(f), deg(g) ≥ 0 =⇒
deg(fg) = deg(f) + deg(g) ≥ 0 =⇒ fg ̸= 0 □

Bemerkung 4.7 K[t] ist kein Körper: Das Polynom t ∈ K[t] besitzt kein Inverses bezüglich „·“, denn:
Wäre f ∈ K[t] invers zu t, dann wäre ft = 0 =⇒ deg(1) = 0deg(ft) = deg(f) + deg(t) = deg(f) +
1 =⇒ deg(f) = −1`

Satz 4.8 (7.6 Polynomdivision) K Körper, f, g ∈ K[t], g ̸= 0
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q, r ∈ K[t], mit f = qg + r und deg(r) < deg(g)

Beispiel 4.9 (7.7) f = 3t3 + 5t+ 1, g = t2 + 1 ∈ Q[t](
3t3 + 5t+ 1

)
:
(
t2 + 1

)
= 3t

Also 3t3 + 5t+ 1 = 3t
(
t2 + 1

)
+ 2t+ 1, q = 3t, r = 2t+ 1

Beweis 1. Existenz:
Falls f = 0, setzen wir q := 0, r := 0 fertig.
Im Folgenden sei f ̸= 0, das Polynom g sei fixiert. Wir zeigen die Existenz von q, r per Induktion nach
deg(f) ∈ N0

• Induktionsanfang: (etwas unkonventionell, geht aber auch): deg(f) ∈ {0, . . . , deg(g) − 1} (das
heißt deg(f) < deg(g))
Setze q := 0, r := g, dann ist f = qg + r,deg(r) = deg(f) < deg(g).

• Induktionsschritt: Es sei deg(f) ≥ deg(g) und die Behauptung sei für alle Polynome ausK[t] von
Grad < deg(f) schon gezeigt.
Wir setzen n := deg(f),m := deg(g) und schreiben:

f = l(f)tn + Terme kleineren Grades
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g = l(g)tm + Terme kleineren Grades

Es ist f − l(f)
l(g) t

n−mg =

l(f)tn + Terme kleineren Grades− l(f)

l(g)
tn−ml(g)tm︸ ︷︷ ︸
l(f)tn

+ Terme kleineren Grades

=⇒ deg

(
f − l(f)

l(g)
tn−m

)
< n

Nach Induktionsannahme gilt: Es existiert q1, r1 ∈ K[t]mit

f − l(f)

l(g)
tn−mg = q1g + r1, mit deg r1 < deg(g)

→ f =

(
q1 +

l(f)

l(g)
tn−1

)
g + r1

Setze q := q1 +
l(f)
l(g) t

n−m, r := r1, dann ist f = qg + r und deg(r) < deg(g)

2. Eindeutigkeit: Seien q1, q2, r1, r2 ∈ K[T ]mitf = q1g+r1+q2g+r2 unddeg(r1) < deg(g),deg(r2) <
deg(g)

=⇒ (q1 − q2)g = r2 − r1
=⇒ deg(g1 − q2) + deg(g) = deg(r1 − r2)

Falls q1 ̸= q2, dann sind beide Seiten der Gleichung inN0 und es wäre

deg(g) ≤ deg(r2 − r1)

Nach 4.5 ist deg(r2 − r1) ≤ max{deg(r2),deg(−r1)} < deg(g)` Also q1 = q2, somit r2 − r1 =
q1 − q2︸ ︷︷ ︸

=0

g = 0, also r1 = r2 □

Definition 4.10 (7.8, Nullstelle) ∈ K[t], f = ant
n + . . .+ a1t+ a0, λ ∈ K

Wir setzen f(λ) := anλ
n + . . .+ a1λ+ a0 ∈ K λ heißt Nullstelle von f Def.⇐=⇒ f(λ) = 0

Bemerkung 4.11 (7.9) K Körper, f ∈ K[t], λ ∈ K Nullstelle von f . Dann gibt es in K[t] ein eindeutig
bestimmtes Polynom q mit f = (t− λ)q. Es ist deg(q) = deg(f)− 1

Beweis Existenz:Nach 4.8 existiert q, r ∈ K[t]mit f = (t− λ)q + r und deg(r) < deg(t− λ)︸ ︷︷ ︸
=1

=⇒ r ist konstantes Polynom und es gilt

0 = f(λ) = (λ− λ)︸ ︷︷ ︸
=0

q + r(λ) = r(λ) =⇒ r = 0 =⇒ f = (t− λ)q

Eindeutigkeit: aus Eindeutigkeit aus 4.8 □

Folgerung 4.12 K Körper, f ∈ K[t], f ̸= 0, n := deg(f)
Dann besitzt f inK höchstens nNullstellen.
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Beweis per Induktionnachn Induktionsanfang:n = 0Einkonstantes Polynom ̸= 0besitzt keineNullstellen.
Induktionsschritt: Es sein n > 0 und die Aussage sei für alle Polynome von Grad< n schon gezeigt. Falls f
keine Nullstelle besitzt, dann fertig. Im Folgenden besitze f eine Nullstelle sei λ ∈ K eine solche, daraus folgt
mit 4.11

∃q ∈ K[t] : f(t− λ)q, deg q = n− 1

Ist ε ̸= λ eine weitere Nullstelle von f dann ist

0 = f(ε) = ε− λ︸ ︷︷ ︸
̸=0

q(ε)

DaK alsKörper ein Integritätsbereich ist folgt: q(ε) = 0, das heißt ε istNullstelle von q.Nach Induktionsvoraussetzung
hat q höchstens n− 1Nullstellen =⇒ f hat höchstens nNullstellen □

Definition 4.13 (7.11) K Körper, f ∈ K[t], f ̸= 0, λ ∈ K

µ(f, λ) := max{e ∈ N0 | ∃ g ∈ K[t] : f = (t− λ)eg}

heißt die Vielfachheit der Nullstelle λ von f .

Bemerkung 4.14 • Es ist µ(f, λ) = 0 ⇐⇒ f(λ) ̸= 0λ keine Nullstelle von f (denn: f(λ) = 0 ⇐⇒
∃ q ∈ K[t] : f = (t− λ)q ⇐⇒ µ(f, λ) ̸= 0)

• Die Vielfachheit von λ gibt an, wie oft der Linearfaktor t− λ in f vorkommt

• Sind λ1, . . . , λm ∈ K sämtliche verschiedene Nullstellen von f und es ist ei := µ(f, λi), i = 1, . . . ,m
dann existiert ein Polynom g ∈ K[t]mit

f = (t− λ1)e1 · . . . · (t− λm)emg

und den Eigenschaften, dass g inK keinNullstelle besitzt und, dassdeg(g) = deg(f)−(e1 + . . .+ em).

• „bester Fall:“ deg(g) = 0 („f zerfällt in Linearfaktoren“): Dann existiert a ∈ K \ {0}, λ1, . . . , λm ∈ k
paarweise verschieden, e1, . . . , en ∈ Nmit

f = a(t− λ1)e1 · . . . · (t− λm)em , e1 + . . .+ em = deg(f)

Alternative Darstellung:

f = a
(
t− λ̃1

)
· . . . ·

(
t− λ̃n

)
, n = deg(f), λ̃1, . . . λ̃n nicht notwendig verschieden

Satz 4.15 (7.12 Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynomf ∈ C[t]mitdeg(f) ≥ 1besitzt eineNullstelle.

Beweis Zum Beispiel in Vorlesung Funktionentheorie 1, Algebra 1 □

Folgerung 4.16 (7.13) f ∈ C[t], f ̸= 0 Dann zerfällt f in Linearfaktoren.

Beweis Induktionsanfang: n = 0 =⇒ f ist konstantes Polynom, fertig
Induktionsschritt: Sei n ≥ 1 und die Aussage sei für alle Polynome vom Grad < n bereits bewiesen. Nach
Fundamentalsatz der Algebra existiert eine Nullstelle λ von f

4.11
==⇒ ∃ g ∈ C[t] : f = (t− λ)g, deg(g) = n− 1

Nach Induktionsannahme ∃ a ∈ C, λ1, . . . , λn−1 ∈ C (nicht notwendig verschieden)

g = a(t− λ1) · . . . · (t− λn−1)

Setze λn := x =⇒ f = g(t− λn) = a(t− λ1) · . . . · (t− λn−1)(t− λn) □
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Definition 4.17 (7.14) K Körper, f ∈ K[t] f induziert eine Abbildung f̃ : K → K,λ → f(λ), f̃ heißt die
Polynomfunktion zum Polynom f

Beispiel 4.18 (7.15) Es ist wichtig zwischen dem Polynom f ∈ K[t] und der dazugehörigen Polynomfunktion
f̃ : K → K zu unterscheiden Sei f = t2 + t ∈ F2[t]. Dann ist f(0̄) = 0̄2 + 0̄ = 0̄, f(1̄) = 1̄2 + 1̄ = 0̄ das
heißt f̃ : F2 → F2 ist die Nullabbildung, aber f ist nicht das Nullpolynom

Bemerkung 4.19 (7.16) K Körper mit unendlich vielen Elementen.
Dann ist die Abbildung :̃K[t] → Abb(K,K) := {g : K → K Abbildung}, f 7→ f̃ injektiv, das heißt: IstK
unendlich und sind f1, f2 ∈ K[t], dann gilt f1 = f2 ⇐⇒ f̃1 = f̃2

Beweis Es seien f1, f2 ∈ K[t]mit f̃1 = f̃2 wir setzen g := f1 − f2
=⇒ Für alle a ∈ K ist g(a) = (f1 − f2)(a) = f1(a) − f2(a) = f̃1(a) − f̃2(a) = 0

K unendlich
======⇒ g hat

unendlich viele Nullstellen, mit 4.13 folgt: g = 0 =⇒ f1 = f2 □

Bemerkung 4.20 • Lässtman4.19dieVoraussetzungK hat unendlich vieleElementeweg,wirddieAussage
falsch, siehe Beispiel 4.18

• Mit demWissen von4.18und4.19 imHintergrundbezeichnetmandie vomPolynomf induzierte Polynomfunktion
mit f anstelle von f̃

5 Vektorräume
In diesem Kapitel seiK stets ein Körper

Definition 5.1 (8.1) Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+, ·) bestehend aus

• einer Menge V

• einer Verknüpfung+ : V × V → V, (v, w) 7→ v + w (Addition)

• und einer äußeren Verknüpfung · : K × V → V, (λ, v) 7→ λ · v (skalare Multiplikation)

Welche folgende Bedingungen genügen:

1. (V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe

2. (V2)Die skalareMultiplikation ist in folgenderWeisemit der anderenVerknüpfung (aufV undK) verträglich:

∀λ, µ ∈ K, v,w ∈ V

(λ+ µ) · v = λ · v + µ · v
λ · (v + w) = λ · v + λ · w
λ · (µ · w) = (λ · µ) · v

1 · v = v

Bemerkung 5.2 • Es istwichtig, zwischenAddition „+“ und skalarerMultiplikation „·“ aufV undAddition
und Multiplikation in K zu unterschieden: In der Gleichung (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v sind die
Verknüpfungen wie folgt zu verstehen:λ +

↓
Addition inK

µ


skalare Multiplikation

↑
· v = λ ·

↓
skal. Mult.

v

Addition in V
↑
+ µ ·

↓
skal. Mult.

v
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• Das neutrale Element bezüglich „+“ auf V bezeichnen wir mit 0v (Nullvektor), das inverse zu v ∈ V
bezüglich „+“ mit−v. Das Zeichen „·“ für die skalare Multiplikation lassen wir ab jetzt meistens weg und
schreiben λv statt λ · v (∀λ ∈ K, v ∈ V )

• Wir schreiben meist verkürzend „V K-Vektorraum“ (beziehungsweise: „V K-VR“) anstelle von (V,+, ·)
K-Vektorraum.

Beispiel 5.3 (8.2)
1.

Kn := {(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn ∈ K}

mit
(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

λ · (x1, . . . , x1) := (λx1, . . . , λxn)

λ ∈ K, (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Kn

ist einK-Vektorraum, der so genannte StandardvektorraumüberK DieAxiome rechnetmannach, exemplarisch:
sind λ, µ ∈ K, (x1, . . . , xn) ∈ Kn, dann ist

(λ+ µ) · (x− 1, . . . , xn) = ((λ+ µ)x1, . . . , (λ+ µ)xn)

Mit dem Distributivgesetz inK folgt:

(λx1, . . . , λxn) + (µx1, . . . , µxn) = λ(x1, . . . , xn) + µ(x1, . . . , xn)

Der Nullvektor ist gegeben durch 0Kn = (0, . . . , 0), für x = (x1, . . . , xn) ist−x = (−x1, . . . ,−xn)

2. C ist einR-VR bezüglich
• + = übliche Addition aufC
• skalare Multiplikation · : R×C→ C, λ(a+ ıb) := λa+ ıλb

3. K[t] Polynomring überK in der Variablen t wird zumK-VR durch
• + = Addition von Polynomen
• skalare Multiplikation, · : K ×K[t]→ K[t] : λ ·

∑n
k=0 akt

k :=
∑n

k=0 λakt
k

4. M Menge, Abb(M,K) := {f : M → K Abbildung} wird zum K-Vektorraum durch die folgende
Verknüpfungen:

• Addition: Zu f, g ∈ Abb(M,K) wird f + g :M → K definiert über

(f + g)(x) := f(x) + g(x), x ∈M

• skalare Multiplikation: Zu λ ∈ K, f ∈ Abb(M,K) wird λf :M → K definiert über

(λf)(x) := λf(x), x ∈M

(„punktweise Addition und skalare Multiplikation“)

Bemerkung 5.4 (8.3) V K-VR. Dann gilt:

1. 0K · v = 0V ∀ v ∈ V
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2. λ · 0V = 0V ∀λ ∈ K

3. λv = 0V =⇒ λ = 0K ∨ v = 0V

4. (−1K) · v = −v ∀ v ∈ V

Beweis 1. Sei v ∈ V

=⇒ 0V + 0K · v = 0K · v = (0K + 0K) · v = 0K · v + 0K · v =⇒ 0K · v = 0V

2. Sei λ ∈ K

=⇒ λ · 0V + 0V = λ · 0V = λ · (0V + 0V ) = λ · 0V + λ · 0V =⇒ λ · 0V = 0V

3. Seien λ ∈ K, v ∈ V, λ · v = 0. Falls λ ̸= 0K :

v = 1K · v =
(
λ−1λ

)
· v = λ−1 · (λv)︸︷︷︸

=0V

= λ−1 · 0V = 0V

4. Für v ∈ V ist

v + (−1K) · v = 1K · v + (−1K) · v = (1K + (−1K)) · v = 0K · v = 0V =⇒ (−1K) · v = −v
□

Definition 5.5 (8.4) V K-VR, U ⊆ V
U heißt Untervektorraum (K-Untervektorraum), kurz UVR von V Def⇐⇒Die folgenden Bedingungen sind erfüllt

• (U1) U ̸= ∅

• (U2) v, w ∈ U =⇒ v + w ∈ U (das heißt U ist abgeschlossen bezüglich Addition)

• (U3) v ∈ U, λ ∈ K =⇒ λv ∈ U (das heißt U ist abgeschlossen bezüglich skalarer Multiplikation)

Bemerkung 5.6 (8.5) V K-VR, U ⊆ V
Dann sind äquivalent

1. U ist ein UVR von V

2. Addition und skalareMultiplikation aufV induzieren durch Einschränkung aufU Verknüpfung+ : U×
U → U, · : K × U → U , und bezüglich dieser Verknüpfung ist U einK-VR

Beweis (1.) =⇒ (2.): Sei U ein UVR von V

1. Die Verknüpfung+ : U × U → U, · : K × U → U sind wohldefiniert wegen (U2), (U3)

2. (V1) gilt (das heißt (U,+) ist eine abelsche Gruppe), denn:
• Assoziativgesetz, Kommutativgesetz bezüglich „+“ gelten, weil sie schon in V gelten.
• 0V ist neutral bezüglich „+“ und liegt in U , denn wegen U ̸= ∅ existiert ein u ∈ U , wegen (U3) ist

dann auch 0K · u︸ ︷︷ ︸
=0V

∈ U , also 0V ∈ U

• −u ist invers zu u und liegt in U , denn: Mit u ∈ U ist nach (U3) auch (−1K) · u in U
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3. (V2) gilt, da es schon in V gilt

(2.) =⇒ (1.) Es gelte (2.)

• (U1): U ̸= ∅, denn U ist abelsche Gruppe bezüglich der eingeschränkten Addition

• (U2),(U3): folgt direkt aus der Wohldefiniertheit der Verknüpfung+ : U × U → Z, · : K × U → U □

Bemerkung 5.7 • der Beweis von (1.) =⇒ (2.) hat gezeigt: Ist U ⊆ V ein UVR, dann ist 0V ∈ U

• Ab jetzt lassenwir bei 0V beziehungsweise 0K meist die IndizesV beziehungsweiseK weg und schreiben
für beide kurz 0.

Beispiel 5.8 (8.6)

1. K = R, V = R2

Es sei U = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 − 2x2 = 0}
• (U1): (0, 0) ∈ U also U ̸= ∅
• (U2): Es seien (x1, x2) ∈ U, (y1, y2) ∈ U =⇒ x1 − 2x2 = 0, y1 − 2y2 = 0

=⇒ (x1 + y1)− 2(x2 + y2) = 0 =⇒ (x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2) ∈ U

• (U3): Sei (x1, x2) ∈ U, λ ∈ R =⇒ x1 − 2x2 = 0 =⇒ λx1 − 2λx2 = 0

(λx1, λx2) = λ(x1, x2) ∈ U

Also: U ist ein UVR von V = R2

2. K = R, V = R
Es sei U = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 − 2x2 = 1}
Es ist (0, 0)(= 0V ) ̸∈ U =⇒ U ist kein UVR von V = R2

3. K = R, V = R2

Es sei U = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ 0 ∧ x2 ≥ 0}
U ist kein UVR von V , denn: (5, 2) ∈ U , aber (−1) · (5, 2) = (−5,−2) ̸∈ U

4. V = K[t]
Es sei U = {f ∈ K[t] | deg f ≤ 2} = {f ∈ K[t] | ∃ a0, a1, a2 ∈ K : f = a2t

2 + a1t+ a0}
• (U1): 0 ∈ U , also U ̸= ∅
• (U2): Es seien f, g ∈ U =⇒ deg(f) ≤ 2,deg(g) ≤ 2 =⇒ deg(f + g) ≤ 2 =⇒ f + g ∈ U
• (U3): Es sei f ∈ U, λ ∈ K =⇒ deg(f) ≤ 2 =⇒ deg(λf) ≤ 2 =⇒ λf ∈ U

Also U ist ein UVR von V

5. V K-VR. Dann sind {0}, V UVR von V („triviale UVR“), {0} heißt Nullvektorraum (Nullraum)

Bemerkung 5.9 (8.7) V K-VR, I Indexmenge, (Ui)i∈I Familie von UVR von V (das heißt für jedes i ∈ I ist ein
UVR Ui von V gegeben) Dann gilt:

U :=
∩
i∈I

Ui

ist ein UVR von V . Mit anderen Worten: der Durchschnitt von UVR von V ist wieder ein UVR von V
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Beweis 1. (U1): U ̸= ∅, denn 0 ∈ Ui ∀ i ∈ I , also 0 ∈ U

2. (U2): Seien v, w ∈ U =⇒ ∀ i ∈ I : v ∈ Ui, w ∈ Ui =⇒ ∀ i ∈ I : v + w ∈ Ui =⇒ v + w ∈ U

3. (U3): Sei v ∈ U, λ ∈ K =⇒ ∀ i ∈ I : v ∈ Ui =⇒ ∀ i ∈ I : λv ∈ Ui =⇒ λv ∈
∩

i∈I Ui = U □

Beispiel 5.10 (8.8) Die Vereinigung von UVR ist im Allgemeinen kein UVR, zum BeispielK = R, V = R2

• U1 = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 = x2}

• U2 = {(x1, x2) ∈ R2 | 2x1 = x2}

Aber: U1 ∪ U2 ist kein UVR vonR2, denn

(1, 1) ∈ U1 ⊆ U1 ∪ U2, (2, 4) ∈ U2 ⊆ U1 ∪ U2

aber: (1, 1) + (2, 4) = (3, 5) ̸∈ U1 ∪ U2

Definition 5.11 (8.9) V K-VR, (v1, . . . , vr) endliche Familie von Vektoren aus V

Lin((v1, . . . , vr)) := {α1v1 + . . .+ αrvr | α1, . . . , αr ∈ K}

heißt die Lineare Hülle (das Erzeugnis) der Familie v1, . . . , vr
v ∈ V heißt Linearkombination von v1, . . . , vr

Def⇐⇒ v ∈ Lin((v1, . . . , vr)) ⇐⇒ ∃α1, . . . αr ∈ K : v = α1v1 + . . .+ αrvr

Bemerkung 5.12 Andere Notation für Lin : span(. . .), < . . . >

Beispiel 5.13 (8.10)

1. V = R3,K = R

• v ∈ V, v ̸= 0 =⇒ Lin((v)) = {αv | αR} = Gerade durch 0 und v
•

v, w ∈ V, v ̸= 0 =⇒ Lin((v, w)) = {α1v+α2w | α1, α2 ∈ R} =

{
Gerade durch 0 w ∈ Lin((v))

Ebene durch 0, v, w w ̸∈ Lin((v))

2. V = Kn als K-VR

ei :=

0, . . . , 0, 1
↓

i-te Stelle

, 0, . . . , 0


Lin((e1, . . . , en)) = {α1e1 + . . . αnen | α1, . . . , αn ∈ K}

= {(α1, 0, . . . , 0) + (0, α2, 0, . . . , 0) + . . .+ (0, . . . , 0, αn) | α1, . . . , αn ∈ K}
= {(α1, . . . , αn) | α1, . . . , αn ∈ K}
= Kn
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Definition 5.14 (8.11) V K-VR, (vi)i∈I Familie von Vektoren aus V

Lin
(
(vi)i∈I

)
:= {

∑
i∈I

αivi | αi ∈ K ∀ i ∈ I, αi = 0 für fast alle i ∈ I}

heißt die lineare Hülle (das Erzeugnis) der Familie (vi)i∈I . Hierbei bedeutet „αi = 0 für fast alle i ∈ I“: Es gibt
nur endlich viele i ∈ I mit αi ̸= 0, das heißt die auftretenden Summen sind endliche Summen. Falls I = ∅
setzen wir Lin

(
(vi)i∈∅

)
:= {0}

Bemerkung 5.15 EinElementv ∈ V ist genaudann inLin
(
(vi)i∈I

)
enthalten,wenn es eine endlicheTeilmenge

{i1, . . . , ir} ⊆ I und Elemente αi1 , . . . , αir ∈ K gibt mit

v = αi1vi1 + . . .+ αirvir

Insbesondere ist mit Lin
(
(vi)i∈I

)
=

∪
J⊆I Lin

(
(vi)i∈J

)
Beispiel 5.16 (8.12) V = K[t] als K-VR
Es ist

Lin
(
(tn)n∈N0

)
= {

∑
i∈N0

αit
i | αi ∈ K,αi = 0 für fast alle i ∈ N0} = K[t]

Bemerkung 5.17 (8.13) V K-VR, (vi)i∈I Familie von Vektoren aus V . Dann gilt:

1. Lin
(
(vi)i∈I

)
ist ein UVR von V

2. Ist U ⊆ V ein UVR mit vi ∈ U ∀ i ∈ I , dann ist Lin
(
(vi)i∈I

)
⊆ U das heißt Lin

(
(vi)i∈I

)
ist das

bezüglich „⊆“ kleinste Element der Menge derjenigen UVR von V die alle vi, i ∈ I enthalten
3.

Lin
(
(vi)i∈I

)
=

∩
U UVR von V mit vi ∈ U ∀ i ∈ I

U

Beweis Falls I = ∅, dannLin
(
(vi)i∈I

)
= {0}, dann 1. klar, und jeder UVRU von V enthält alle vi, i ∈ ∅, und

enthält {0} =⇒ 2. Außerdem ∩
U UVR von V mit vi ∈ U ∀ i ∈ I

U =
∩

U UVR von V

U = {0} = Lin
(
(vi)i∈∅

)
es folgt 3.

Im Folgenden sie I ̸= ∅. Wir setzenW := Lin
(
(vi)i∈I

)
1. • (U1): Sei i ∈ I (Existenz wegen I ̸= ∅). Dann ist 0 · vi = 0 ∈W , insbesondereW ̸= ∅

• (U2): Es seinen v, w ∈W

=⇒ ∃ r ∈ N, {i1, . . . , ir} ⊆ I, αi1 , . . . , αir ∈ K, mit v = αi1vi1 + . . .+ αirvir

sowie

s ∈ N, {j1, . . . , jr} ⊆ I, βj1 , . . . , βjr ∈ K, mitw = βj1vj1 + . . .+ βjrvjr

=⇒ v + w = αi1vi1 + . . .+ αirvir + βj1vj1 + . . .+ βjsvjs ∈W

• (U3): Für λ ∈ K, v ∈W wie bei (U2) ist

λv = λαi1vi1 + . . .+ λαirvir ∈W
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2. Sei U ⊆ V UVR mit vi ∈ U ∀ i ∈ I
=⇒ Jedes Element der Form

∑
i∈I

αivi mit αi ∈ K ∀ i ∈ I, αi = 0 für fast alle i ∈ I , liegt in U .

=⇒ Lin
(
(vi)i∈I

)
=W ⊆ U .

3. zu zeigen:
Lin

(
(vi)i∈I

)
=

∩
U UVR von V mit vi ∈ U ∀ i ∈ I

U

„⊆“ Wegen 2. liegt Lin
(
(vi)i∈I

)
in jedem UVR U von V , der alle vi, i ∈ I enthält

=⇒ Lin
(
(vi)i∈I

)
=

∩
U UVR von V mit vi ∈ U ∀ i ∈ I

U

„⊇“ Nach 1. istW = Lin
(
(vi)i∈I

)
ist ein UVR von V mit vi ∈W ∀ i ∈ I , das heißtW ist einer der UVR,

über die der obige Durchschnitt gebildet wird

=⇒
∩

U UVR von V mit vi ∈ U ∀ i ∈ I

U ⊆W = Lin
(
(vi)i∈I

)
□

Notation: IstM ⊆ V , dann setzen wir Lin(M) := Lin
(
(m)m∈M

)
(= kleinster UVR von V , der alle Elemente

aus M enthält) Vorteil der Definition von Lin(. . .) für Familien von Vektoren: Bei Familien ist es sinnvoll zu
sagen, dass ein Vektor mehrfach vorkommt (im Gegensatz zu Mengen), darüber hinaus haben die Vektoren der
Familie (vi)i∈I im wichtigen Spezialfall I = {1, . . . , n}, Familie (v1, . . . , vn) eine natürliche Reihenfolgen.
Diese geht verloren, wenn man die Menge {v1, . . . , vn} betrachtet (zum Beispiel inR2 : {e1, e2} = {e2, e1},
aber (e1, e2) ̸= (e2, e1))

Definition 5.18 (8.14) V K-VR, (v1, . . . , vr) endlicheFamilie vonVektoren ausV , (v1, . . . , vr) linearunabhängig

Def⇐⇒ λ1, . . . , λr ∈ K,λ1v1 + . . .+ λrvr = 0 =⇒ λ1 = . . . = λr = 0

Mit anderenWorten:DerNullvektor lässt sichnur auf trivialeWeise aus der Familie (v1, . . . , vr) linear kombinieren.
(vi)i∈I heißt linear abhängig Def⇐⇒ (v1, . . . , vr) ist nicht linear unabhängig

⇐⇒ ∃λ1, . . . , λr ∈ K : (λ1, . . . , λr) ̸= (0, . . . , 0) ∧ λ1v1 + . . .+ λrvr = 0

(vi)i∈I Familie von Vektoren aus V
(vi)i∈I heißt linear unabhängig Def⇐⇒ Jede endliche Teilfamilie von (vi)i∈I ist linear unabhängig, das heißt für
jede endliche Teilmenge J ⊆ I ist (vi)i∈I linear unabhängig.
(vi)i∈I heißt linear abhängig Def⇐⇒ (vi)i∈I ist nicht linear unabhängig
⇐⇒ ∃ eine endliche Teilfamilie (vi)i∈J von (vi)i∈I , die linear abhängig ist
⇐⇒ Es gibt eine endliche Teilmenge J = {i1, . . . , ir} ⊆ I, λi1 , . . . , λir ∈ K mit

(λi1 , . . . , λir) ̸= (0, . . . , 0) ∧ λi1vi1 + . . .+ λirvir = 0

M ⊆ V heißt linear (un-)abhängig ⇐⇒ (m)m∈M ist linear (un-)abhängig.

Bemerkung 5.19 • Man sagt häufig statt „(v1, . . . , vr) ist linear (un-)abhängig“ auch „dieVektorenv1, . . . , vr“
sind linear (un-)abhängig.„

• Konvention: () ist linear unabhängig.

Beispiel 5.20 (8.15)
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1. V = Kn als K-VR
Die Familie (e1, . . . , en) (vgl 8.10) ist linear unabhängig, denn: Sind λ1, . . . , λn ∈ K mit λ1e1 + . . . +
λnen = 0, dann ist

λ1(1, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
=(λ1,0,...,0)

+λ2(0, 1, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
=(0,λ2,0,...,0)

+ . . .+ λn(0, . . . , 0, 1)︸ ︷︷ ︸
=(0,...,0,λn)︸ ︷︷ ︸

=(λ1,...,λn)

= 0

=⇒ λ1 = λ2 = . . . = λn = 0

2. K = R, V = R2

Die Familie ((1,−1), (0, 2), (1, 2)) ist linear abhängig, denn:

2 · (1,−1) + 3 · (0, 2)− 2 · (1, 2) = 0

es gibt also eine nicht triviale Linearkombination der Null aus den Vektoren dieser Familie.

3. V = K[t] als K-VR
Die Familie (tn)n∈N0

ist linear unabhängig, denn:
Sei J = {n1, . . . , nr} ⊆ N0 eine endliche Teilmenge vonN0, und sind λn1 , . . . , λnr ∈ K dann folgt
aus

λn1t
n1 + . . .+ λnr t

nr = 0

sofort: λn1 = . . . = λnr = 0 (vergleiche Definition von „=“ von Polynomen) Also: Jede endliche
Teilfamilie von (tn)n∈N0

ist linear unabhängig, also ist (tn)n∈N0
linear unabhängig.

Bemerkung 5.21 (8.16) V K-VR, (vi)i∈I Familie von Vektoren aus V
Dann sind äquivalent:

1. (vi)i∈I ist linear unabhängig

2. Jeder Vektor v ∈ Lin
(
(vi)i∈I

)
lässt sich in eindeutiger Weise aus Vektoren deren Familie (vi)i∈I linear

kombinieren.

Beweis 1. =⇒ 2.: Sei (vi)i∈I linear unabhängig, v ∈ Lin
(
(vi)i∈I

)
=⇒ ∃ eine Familie (λi)i∈I von

Elementen ausK mit λi = 0 für fast alle i ∈ I , sodass

v =
∑
i=I

λivi

( =⇒ Existenz einer Linearkombination)
Es sei nun (µi)i∈I eine weitere Familie von Elementen ausK mit µi = 0 für fast alle i ∈ I sodass

v =
∑
i=I

λivi =
∑
i∈I

µivi

Wir setzen J := {i ∈ I | λi ̸= 0} ∪ {i ∈ I | µi ̸= 0}. Nach Konstruktion ist J endlich, und es ist∑
i∈J

(λi − µi)vi︸ ︷︷ ︸
=
∑

i∈I(λi−µi)vi

= 0

Da (vi)i∈I linear unabhängig, ist die endliche Teilfamilie (vi)i∈J linear unabhängig =⇒ λi − µi =
0 ∀ i ∈ J =⇒ λi = µi ∀ i ∈ J für i ∈ J \ J ist ohnehin λi = µi = 0

=⇒ λi = µi ∀ i ∈ I
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2. =⇒ 1.: Wir setzen voraus, dass sich jeder Vektor v ∈ Lin
(
(vi)i∈I

)
eindeutig aus Vektoren der Familie

(vi)i∈I linear kombinieren lässt.
zu zeigen: (vi)i∈I ist linear unabhängig, das heißt jede endliche Teilfamilie (vi)i∈I ist linear unabhängig
denn: Sei J ⊆ I endlich, und sei (λi)i∈J eine Familie von Elemente ausK mit∑

i∈J
λivi = 0

Da auch ∑
i∈J

0 · vi = 0

ist, folgt aus der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Linearkombination, dass λi = 0 ∀ i ∈ J =⇒
(vi)i∈J ist linear unabhängig □

Bemerkung 5.22 (8.17) Sei V K-Vektorraum, Dann gilt:

1. Ist v ∈ V , dann gilt (v) linear unabhängig ⇐⇒ v ̸= 0

2. Gehört der Nullvektor zu einer Familie, dann ist sie linear abhängig

3. Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrfach vor so ist sie linear abhängig

4. Ist r ≥ 2, so gilt: Die Familie (v1, . . . , vr) vonVektoren ausV ist linear abhängig ⇐⇒ ∃ i ∈ {1, . . . , r} :
vi Linearkombination von v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vr

Beweis 1. „ =⇒ “ (Durch Kontraposition): Sei v = 0. Dann ist 1v = 0, das heißt (v) ist linear abhängig
„⇐= “ (Durch Kontraposition) Sei (v) linear abhängig =⇒ ∃λ ∈ K \ {0} : λv = 0 =⇒ v = 0

2. Wegen 1 · 0v = 0v existiert in diesem Fall eine nicht triviale Linearkombination der Null.

3. Sei (vi)i∈I eine Familie, sodass i1, i2 ∈ I existiert mit i1 ̸= i2 und vi1 = vi2 =⇒ 1 · vi1 +(−1) · vi2 =
0 =⇒ (vi)i∈I linear abhängig

4. Sei r ≥ 2, (v1, . . . , vr) Familie von Vektoren aus V
„ =⇒ “ Sei v1, . . . , vr linear abhängig =⇒ ∃λ1, . . . , λr ∈ K : (λ1, . . . , λr) ̸= (0, . . . , 0) ∧ λ1v1 +
. . . λrvr = 0 Insbesondere existiert ein i ∈ {1, . . . , r}, mit λi ̸= 0

=⇒ vi = −
λ1
λi
v1 − . . .−

λi−1

λi
vi−1 −

λi+1

λi
vi+1 − . . .−

λr
λi
vr

”⇐= ”Sei i ∈ {1, . . . , r}, so dass

vi = λ1v1 + . . .+ λi−1vi−1 + λi+1vi+1 + . . .+ λrvr

mit geeigneten λj ∈ K :

=⇒ λ1v1 + . . .+ λi−1vi−1 + (−1)vi + λi+ 1vi+1 + . . .+ λrvr = 0

=⇒ (v1, . . . , vr) linear abhängig
□
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6 Basis und Dimension
In diesem Abschnitt sei V stets ein K-VR

Definition 6.1 (9.1) (vi)i∈I Familie von Vektoren aus V . (vi)i∈I heißt Erzeugendensystem (ES) von V Def⇐=⇒
V = Lin

(
(vi)i∈I

)
V heißt endlich erzeugt Def⇐⇒ V besitzt ein endliches Erzeugendensystem (das heißt es existiert eine endliche
Familie (v1, . . . , vn) von Vektoren aus V mit V = Lin((v1, . . . , vn)))
(vi)i∈I heißt Basis von V Def⇐⇒ (vi)i∈I ist linear unabhängiges Erzeugendensystem von V
Ist B = (v1, . . . , vn) eine endliche Basis von V , dann heißt n die Länge von B

Beispiel 6.2 (9.2) 1. Die Familie (e1, . . . , en) ist eine Basis des K_VR Kn, da Lin((e1, . . . , en)) = Kn

(vergleiche 8.10.2) und somit (e1, . . . , en)ErzeugendensystemdesKn, und (e1, . . . , en) linear unabhängig
nach 8.15.1. Die Länge der Basis ist (e1, . . . , en) ist n. (e1, . . . , en) heißt die kanonische Basis oder
Standardbasis derKn.

2. Die Familie (tn)n∈N0
ist eine Basis der K-VR K[t], denn: Lin

(
(tn)n∈N0

)
= K[t] nach 8.12, (tn)n∈N0

ist linear unabhängig nach 8.15.3

3. ((1,−1), (0, 2), (1, 2)) ist ein Erzeugendensystem des R-VR R2, denn für jedes (x1, x2) ∈ R2 ist
(x1, x2) = x1(1,−1) + x1+x2

e (0, 2) ∈ Lin((1,−1), (0, 2), (1, 2)), ((1,−1), (0, 2), (1, 2)) ist jedoch
keine Basis desR, da linear abhängig nach 8.15.2

4. Die leere Familie () ist eine Basis des Nullraums {0}: vergleiche 8.11 und Annahme nach 8.14

Anmerkung 6.3 Jeder Vektorraum V besitzt ein ES, denn es ist V = Lin
(
(v)v∈V

)
Spannende Frage: Besitzt jeder VR eine Basis?
Wir werden das zunächst für den Fall endlich erzeugter Vektorräume untersuchen

Satz 6.4 (9.3) V ̸= {0},B = (v1, . . . , vn) endliche Familie von Vektoren aus V , dann sind äquivalent:

1. B ist eine Basis von V , das heißt eine linear unabhängiges ES von V

2. B ist ein unverkürzbaresESvonV , das heißtB ist einESund für jedes r ∈ {1, . . . , n} ist (v1, . . . , vr−1, vr+1, . . . , vn)
kein ES von V mehr.

3. Zu jedem v ∈ V gibt es eindeutig bestimmte λ1, . . . , λn ∈ K mit

v = λ1v1 + . . .+ λvvn

4. B ist unverlängerbar linear unabhängig, das heißt B ist linear unabhängig und für jedes v ∈ V ist die
Familie (v1, . . . , vn, v) linear abhängig

Beweis Wir zeigen 1. =⇒ 2. =⇒ 3. =⇒ 4. =⇒ 1.

1. =⇒ 2.: Sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V =⇒ B ist ES von V
Annahme: B ist verkürzbar, das heißt es gibt ein r ∈ {r, . . . , n}, sodass (v1, . . . , vr−1, vr+1, . . . , vn)
immer noch ein ES von V =⇒ vr ∈ Lin((v1, . . . , vr−1, vr+1, . . . , vn)), das heißt

∃λ1, . . . , λr−1, λr+1, . . . , λn ∈ K : vr = λ1v1+ . . .+λr−1vr−1+(−1)vr+λr+1vr+1+ . . .+λnvn

=⇒ B linear abhängig ` zu B Basis von V
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2. =⇒ 1.: SeiB = (v1, . . . , vn) ein unverkürzbaresES vonV =⇒ Für jedesv ∈ V existiertλ1, . . . , λn ∈
Kmit v = λ1v1+. . .+λnvn Annahme: Es gibt v ∈ V, λ1, . . . , λvvn = µ1v1+. . . µnvn, i ∈ {i, . . . , n}
mit λi ̸∈ µi

=⇒ (λi − µi)vi = (µ1 − λ1)vi + . . .+ (µi−1 − λi−1)vi−1 + (µi+1 − λi+1)vi+1 + . . .+ (µn − λn)vn

=⇒ v1 =
µ1 − λ1
λi − µi

v1 + . . .+
µi−1 − λi−1

λi − µi
vi−1 +

µi+1 − λi+1

λi − µi
vi+1 + . . .+

µn − λn
λi − µi

vn

=⇒ Jeder UVR von vi der v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn enthält, enthält auch vi
=⇒ Lin((v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn)) = Lin((v1, . . . , vn)) = v
=⇒ B ist verkürzbar `

3. =⇒ 4.: Wir setzten 3. voraus, das heißt für jedes v ∈ V existieren eindeutig bestimmt λ1, . . . , λn ∈ K
mit v = λ1v1 + . . .+ λnvn.
zu zeigen: B ist unverlängerbar linear unabhängig
denn Insbesondere existiert für jedes v ∈ Lin((v1, . . . , vn)) eindeutig bestimmt λ1, . . . , λn ∈ K mit
v = λ1v1+ . . .+λnvn =⇒ (v1, . . . , vn) linear unabhängig. Ist v ∈ V , dann existiert λ1, . . . , λn ∈ K
mit v = λ1v1 + . . . + λnvn =⇒ (v1, . . . , vn, v) linear abhängig. Somit: B unverlängerbar linear
unabhängig

4. =⇒ 1. Sei B unverlängerbar linear unabhängig zu zeigen: B ist Basis von V , das heißt es bleibt noch zu
zeigen, dass B ein ES von V ist
Sei v ∈ V =⇒ (v1, . . . , vn, v) linear abhängig =⇒ ∃λ1, . . . , λn, λ ∈ K, (λ1, . . . , λn, λ) ̸=
(0, . . . , 0) : λ1v1 + . . .+ λnvn + λv = 0 Es ist λ ̸= 0, da sonst (v1, . . . , vn) linear abhängig

=⇒ v = −λ1
λ
v1 − . . .−−

λn
λ
vn ∈ Lin((v1, . . . , vn))

=⇒ B ist ES von V □

Folgerung 6.5 (9.4 Basiswahlsatz) Besitzt V ein endliches ES (v1, . . . , vn), dann kann man aus diesem eine
Basis auswählen, das heißt es gibt eine Teilmenge {i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . , n}, sodass (vi0 , . . . , vir) ein Basis von
V ist. Insbesondere besitzt jeder endlich erzeuge Vektorraum eine Basis

Beweis Entferne aus dem ES (v1, . . . , vn) nacheinander solange Elemente, bis die resultierende Familie ein
unverkürzbares ES und somit nach 8.3 eine Basis von V ist. □

Folgerung 6.6 (9.5) Jeder endlich erzeugte K-VR besitzt eine Basis von endlicher Länge.
Fragen:

• Ist jede Basis von V von endlicher Länge?

• Sind je zwei endliche Basen von V gleicher Länge

Satz 6.7 (9.6 Austauschlemma) V endlich erzeugter K-VR, B = (v1, . . . , vr) von V, λ1, . . . , λr ∈ K,w =
λ1v1 + . . .+ λrvr . Dann gilt: Ist k ∈ {1, . . . , r}mit λk ̸= 0, dann ist

B′ = (v1, . . . , vk−1, w, vk+1, . . . , vr)

ebenfalls eine Basis von V , das heißt man kann vk gegenw austauschen
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Beweis Wir können ohne Einschränkung („ohne Beschränkung der Allgemeinheit“) annehmen, dass k = 1 ist
(können wir durch Umsortieren erreichen). Gegeben istw = λ1v1 + . . .+λrvr ∈ V , mit λ1 ̸= 0 zu zeigen ist,
dass B′ = (w, v2, . . . , vr) ein Basis von V ist.

1. B′ ist ein ES von V
Sei v ∈ V =⇒ ∃µ1, . . . , µr ∈ K : v = µ1v1 + . . .+ µrvr
Ausw = λ1v1 + . . .+ λrvr folgt wegen λ1 ̸= 0:

v1 =
1

λ1
w − λ2

λ1
v2 − . . .−

λr
λ1
v

v =
µ1
λ1
w +

(
µ2 − µ1

λ2
λ1

)
v2 + . . .+

(
µr − µ1

λr
λ1

)
vr ∈ Lin((w, v2, . . . , vr))

2. B′ ist linear unabhängig, denn:

Sei µ, µ2, . . . , µr ∈ K mit µw + µ2v2 + . . .+ µrvr = 0

=⇒ µ(λ1v1 + . . .+ λrvr) + µ2v2 + . . .+ µrvr = 0

=⇒ µλ1v1 + (µλ2 + µ2)v2 + . . .+ (µλr + µr)vr = 0

=⇒ µλ1 = 0 =⇒ µ = 0 =⇒ µ2v2 + . . .+ µrvr = 0 =⇒ µ2 = . . . = µr = 0 □

Satz 6.8 (Austauschsatz) V endlich erzeugter K-VR, (w1, . . . , wn) linear unabhängige Familie in V . Dann gilt

1. Ist B = (v1, . . . , vr) eine Basis von V , dann ist r ≥ n

2. Es gibt Indizes i1, . . . , in ∈ {1, . . . , r} derart, dass man aus der Basis B = (v1, . . . vr) von V nach
Austausch von vi1 gegenw1, vi2 gegenw2, . . ., vin gegenwn wieder eine Basis von V erhält. Nummeriert
man B so um, dass i1 = 1, i2 = 2, . . . , in = n, bedeutet dies, dass B∗ := (w1, . . . , wn, wn+1, . . . , vr)
eine Basis von V ist.

Beweis Wir zeigen 1. und 2. zusammen per Induktion nach n
Induktionsanfang: n = 0: (w1, . . . , wn) leere Familie
Induktionsschritt: Sei n ≥ 1, und die Aussage sei für n − 1 schon bewiesen. Wegen (w1, . . . , wa) linear
unabhängige Familie ist auch (w1, . . . , wn−1) linear unabhängig =⇒ n− 1 ≤ r und nach Umnummerieren
von B ist auch

B: := (v1, . . . , wn−1, vn, . . . , vr)

eine Basis von V .
Falls n− 1 = r, dann wäre B: = (w1, . . . , wn−1) eine Basis von V ` (zu 9.3, denn auch (w1, . . . , wn) linear

unabhängig). Also n− 1 < r, das heißt n ≤ r
Da B: Basis von V, ∃λ1, . . . , λr ∈ K : wn = λ1w1 + . . . , λn−1wn−1λnwn + . . .+ λr

Falls λn = . . . = λr = 0, dann (w1, . . . , wn) linear abhängig `
Also existiert ein k ∈ {n, . . . , r} mit λk ̸= 0 Nach Umnummerieren von vn, . . . , vr kann man λn ̸= 0
erreichen

=⇒ B∗ := (w1, . . . , wn−1, wn, vn+1, . . . , vr)

ist eine Basis von V (tausche vn gegenwn) □

Folgerung 6.9 (9.8) Es gilt:



6 Basis und Dimension 46

1. Ist V endlich erzeugt, dann ist jede Basis von V von endlicher Länge und je zwei Basen haben dieselbe
Länge

2. Ist V nicht endlich erzeugt, dann existiert für V keine Basis von endlicher Länge

Beweis 1. • V endlich erzeugt =⇒ es existiert eine endliche Basis (v1, . . . , vr) von V , sei (wi)i∈I
beliebigeBasis vonV . Falls I unendlich, dann existiert i1, . . . , ir+1 ∈ I , so dass

(
wi1 + . . .+ wir+1

)
linear unabhängig =⇒ r + 1 ≤ r`

• Sind (v1, . . . , vr), (w1, . . . , wk) endliche Basen vonV , dann folgt nach Austauschsatz k ≤ r, sowie
r ≤ k =⇒ r = k

2. Besitzt V eine Basis endlicher Länge, dann ist diese auch ein endliches ES, das heißt V endlich erzeugt `
□

Definition 6.10 (9.9)

dimk V :=

{
r falls V endlich erzeugt, r Länge jeder Basis von V
∞ falls V nicht endlich erzeugt

heißt die Dimension von V überK . Ist dimk V ∈ N0, dann heißt V endlich dimensional überK .

Anmerkung 6.11 • Der Dimensionsbegriff ist wohldefiniert nach 9.8

Beispiel 6.12 (9.10) 1. V = Kn Die Standardbasis (e1, . . . , en) vonKn hat Länge vonn, das heißtdimkK
n =

n. Insbesondere hat jede Basis vonKn die Länge n

2. In K[t] ist die Familie (tn)n∈N0
eine Basis unendlicher Länge. WäreK[t] endlich dimensional über K ,

dann wäre jede Basis vonK[t] als K-VR von endlicher Länge. Also dimkK[t] =∞

3. dimCC = 1, aber dimRC = 2, (denn: (1, ı) ist eine Basis vonC alsoR-VR)

Anmerkung 6.13 • Ist klar, welcher Körper gemeint ist schreibt man kurz dimV statt dimK V .

• Offenbar gilt V endlich erzeugt ⇐⇒ V endlich dimensional

Folgerung 6.14 (9.11) V endlich dimensionaler K-VR, U ⊆ V UVR von V Dann gilt:

1. U ist endlich dimensional

2. dimk U ≤ dimK V

3. Es ist U = V ⇐⇒ dimk U = dimk V

Beweis 1. Annahme: U ist nicht endlich dimensional
Beweis: per Induktion nachN
Induktionsanfang: n = 1: Da n ̸= {0} wegen dimk U = ∞ existiert u1 ∈ U \ {0}, (u1) ist linear
unabhängig Induktionsschritt: Sei n > 1, die Aussage sei für n − 1 bewiesen. =⇒ ex existiert linear
unabhängige Familie (u1, . . . , un−1). Falls (u1, . . . , un−1, u) linear abhängig für alle u ∈ U , dann wäre
(u1, . . . un−1) unverlängerbar linear abhängig und somit nach 9.3 eine Basis von U ` zu U nicht endlich
dimensional. Also existiert ein u1 ∈ U mit (u1, . . . , un) linear unabhängig =⇒ Behauptung Wir setzen
r :=

∑
K V , dann existiert nach 1. eine lineare Familie (u1, . . . , ur+1) inU . Die Familie (u1, . . . , ur+1)

ist auch eine linear unabhängige Familie in V =⇒ r + 1 ≤ r ` Das heißt U ist endlich
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2. Annahme: n := dimk U > dimV
Sei (u1, . . . , un)Basis vonU , das heißt insbesondere ist die Familie (u1, . . . , un) eine linear unabhängige
Familie in V =⇒ n ≤

∑
k V `

3. „ =⇒ “ trivial
„⇐= “ Annahme: U ⊊ V
Sei (u1, . . . , ur) Basis von U . Wegen U ⊊ V ist (u1, . . . , ur) keine Basis von V =⇒ ∃ v ∈ V :
(u1, . . . , ur, v) linear unabhängig. =⇒ es existiert v ∈ V , sodass (u1, . . . , ur, v) linear unabhängig
=⇒ r + 1 ≤ dimV = dimU = r` □

Satz 6.15 (9.12 Basisergänzungssatz) V endlich dimensionalerK-VR, (u1, . . . , un) linear unabhängige Familie
von V
Dass existiert un+1, . . . , ur ∈ V, r =

∑
V , sodass B = (u1, . . . , un, un+1, . . . , ur) eine Basis von V ist (das

heißt (u1, . . . , un) kann zu einer Basis ergänzt werden)

Beweis Sei (v1, . . . , vr) eine Basis von V . Aus Austauschsatz folgt: Nach Umnummerierung von v1, . . . , vr ist
(u1, . . . , un, vn+1, . . . , vr) eine Basis vonB Setze un+1 := vn+1, . . . , ur := vr □

Satz 6.16 (9.13 Zornsches Lemma) Jede induktiv geordnete nicht leere Menge (M,≤) besitzt ein maximales
Element. Hierbei heißt eine halbgeordnete Menge (m,≤) induktiv geordnet Def⇐⇒ Jede Teilmenge T ⊆M , für
die (T,≤) totalgeordnet ist, besitzt eine obere Schranke in (M,≤), das heißt ∃S ∈M : t ≤ S ∀ t ∈ T

Anmerkung 6.17 Das Zornsche Lemma ist äquivalent zum Auswahlaxiom

Definition 6.18 (9.14) (uj)j∈J linear unabhängige Familie in V . Dann kann (uj)j∈J zu einer Basis von V
ergänzt werden, das heißt ∃ I : J ⊆ I, (vi)i∈I : vj = uj ∀ j ∈ J , sodass (vi)i∈I eine Basis von V ist.
Insbesondere besitzt jeder K-VR eine Basis.

Beweis 1. Wir setzenA := {uj | j ∈ J},M := {X ⊆ V | A ⊆ X ∧X ist linear unabhängig}
• (M,⊆) ist eine halbgeordnete Menge
• (M ̸= ∅), dennA ∈M
• (m,⊆) ist induktiv geordnet, denn: Sei T ⊆M , sodass (T,⊆) totalgeordnet ist.

zu zeigen: T besitzt eine obere Schranke inM .
Wir setzen S :=

∪
X∈T

X , dann istX ⊆ S ∀X ∈ T . Noch zu zeigen: S ∈M , das heißtA ⊆ S und

S ist linear unabhängig
– A ⊆ S klar, dennA ⊆ X ∀X ∈ T
– S ist linear unabhängig, das heißt jede endliche Teilfamilie von (s)s∈S ist linear unabhängig:

Seien s1, . . . , sn ∈ S paarweise verschieden =⇒ ∃X1, . . . Xn ∈ T : si ∈ Xi, i = 1, . . . , n
Da (T,⊆) totalgeordnet ist existiert ein i ∈ {1, . . . , n}mitXj ⊆ Xi für alle j ∈ {1, . . . , n} =⇒
s1, . . . , sn ⊆ Xi

Xi∈M====⇒ (x1, . . . , sn) linear unabhängig.

2. Nach 1. können wir das Zornsche Lemma auf (M,⊆) anwenden =⇒ ∃maxB ∈M
Behauptung: (b)b∈B ist eine Basis von V mitA ⊆ B, denn: Da (b)b∈B linear unabhängig wegen V ∈M ,
gilt zu zeigen, dass Lin(B) = V
„⊆“ klar
„⊇“
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Sei v ∈ V . Falls v ∈ B, dann v ∈ Lin(B), falls v = 0, dann v ∈ Lin(B), im Folgenden sei v ̸∈ B, v ̸= 0

=⇒ A ⊆ B ⊊ B ∪ {v}

DaB Maximum von (M,⊆) ist, istB ∪ {v} ̸∈M , das heißtB ∪ {v} ist linear abhängig

=⇒ ∃n ∈ N0, λ1, . . . , λn ∈ K,λ ∈ K, (λ, λ1, . . . , λn) ̸= (0, . . . , 0), b1, . . . , bn ∈ B :

λv + λ1b1 + . . .+ λnbn = 0

Falls n = 0

λv = 0
v ̸=0
==⇒ λ = 0`

Also n ≥ 1, Falls λ = 0

(b1, . . . , bn) linear abhängig`

Also λ ̸= 0, somit:

v = −λ1
λ
v1 − . . .−

λn
λ
bn ∈ Lin((b1, . . . , bn)) ⊆ Lin(B) □

Anmerkung 6.19 Der Satz „Jeder VR hat eine Basis“ ist äquivalent zum Auswahlaxiom.

7 Matrizen
In diesem Abschnitt seinenm,n, r ∈ N
Frage: Gegeben sei ein UVR U = Lin((v1, . . . , vm)) ⊆ Kn Wie bestimmt man effizient die Basis von U ?

Definition 7.1 (10.1) Einem×n-Matrixmit Einträgen ausK ist eineFamilie (a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn)
vonmn Elementen ausK , die wir in der Form

(aij)1≤i≤m
1≤j≤n

=

a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 (kurz (aij) wennm,n klar sind)

schreiben. Die Menge allerm× nMatrizen mit Einträgen ausK bezeichnen wir mitM(m× n,K). FürA =
(aij) wie oben heißen

ai := (1i1 . . . ain), i = 1, . . . ,m

DieZeilen derMatrixA. ImFolgenden fassenwir dieZeilen vonA als Elemente vonKn auf:ai = (ai1, . . . , ain)a1j
...

amj

 ∈M(m× 1,K), j = 1, . . . , n

heißen die Spalten der MatrixA

Bemerkung 7.2 (10.2) Es gilt:

1. M(m× n,K) ist bezüglich der Verknüpfungen

+ :M(m× n,K)×M(m× n,K)→M(m× n,K), (aij) + (bij) := (aij + bij)

· : K ×M(m× n,K)→M(m× n,K), λ · (aij) := (λaij)

ein K_VR. Es ist dimkM(m× n,K) = m · n
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2. Durch
· :M(m× n,K)×M(n× r,K)→M(m× r,K)

(aij)1≤i≤m
1≤j≤n

· (bjk)1≤j≤n
1≤k≤r

:= (cik)1≤i≤m
1≤k≤r

mit

cik :=

n∑
j=1

aijbjk

ist die Multiplikation von Matrizen erklärt. Visualisierung:ai1 ai2 . . . ain

 ·
 b1k

...
bnk

 =

 cij

 (23)

Für diese gilt: Sind A1, A2 ∈ M(m× n,K), B1, B2 ∈ M(n× r,K), C ∈ M(r × s,K), λ ∈ K ,
dann ist

• A(B1 +B2) = A ·B1 +A ·B2, (A1 +A2)B = A1B +A2B

• A(λB) = (λA)B = λ(AB)

• A(BC) = (AB)C

• Em ·A = A · En = A

Hierbei ist für l ∈ N

El :=

1 0
. . .

0 1

 ∈M(l × l,K)

die l × l-Einheitsmatrix überK

3. M(n× n,K) ist bezüglich

+, · :M(n× n,K)×M(n× n,K)→M(n× n,K)

(„+“ siehe 1., „·“ siehe 2.)
ein Ring. (Einselement:En). Für n > 1 ist dieser Ring nicht kommutativ

Beweis Nachrechnen
Zu dimM(m× n,K) = m · n: Eine Basis von M(m× n,K) ist durch die Familie der Matrizen Eij , i =
1, . . . ,m, j = 1, . . . , n gegeben, wobeiEij diejenigem× n-Matrix mit Einträgen inK bezeichnen, die in der
i-ten Zeile, j-ten Spalte eine Eins und sonst nur Nullen stehen hat.
zu 3.:M(n× n,K) ist nicht kommutativ für n > 1:

1 0
0 0

0

0 0

 ·


0 1
0 0

0

0 0

 =


0 1
0 0

0

0 0



̸=


0 1
0 0

0

0 0

 ·


1 0
0 0

0

0 0

 =


0 0
0 0

0

0 0


□
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Definition 7.3 (10.3) A heißt invertierbar Def⇐⇒ ∃B ∈M(n× n,K) : AB = BA = En

Bemerkung 7.4 (10.4) Es gilt:

GL(n,K) := {A ∈M(n× n,K) | A ist invertierbar}

ist bezüglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die so genannte allgemeine lineare Gruppe. Das neutrale
Element istEn, das zuA ∈ GL(n,K) inverse Element bezeichnen wir mitA−1.

Beweis Wohldefiniertheit von „·“ aufGL(n,K)
zu zeigen ist:A1, A2 ∈ GL(n,K) =⇒ A1A2 ∈ GL(n,K)
Dies gilt, denn:

A1, A2 ∈ GL(n,K) =⇒ ∃B1, B2 ∈M(n× n,K) : A1B1 = B1A1 = En, A2B2 = B2A2 = EN

=⇒ (A1A2) · (B2B1) = A1(A2B2)B1 = A1EnB1 = A1B1 = En

(B2B1) · (A1A2) = B2(B1A1)A2 = B2EnA2 = B2A2 = En

das heißtA1A2 ∈ GL(n,K)

• Assoziativität: Vererbt sich vonM(n× n,K)

• neutrales Element:En

• Existenz von Inversen: Sei A ∈ GL(n,K) =⇒ ∃B ∈ M(n× n,K) : AB = BA = En also ist
B ∈ GL(n,K) undB ist invers zuA bezüglich „·“. □

Definition 7.5 (10.5) A ∈M(m× n,K)mit Zeilen a1, . . . , am ∈ Kn

Unter elementaren Zeilenumformungen vonA verstehen wir die folgende Umformungen vonA

1. Multiplikation der i-ten Zeile mit λ ∈ K∗ = K \ {0}
...
ai
...

→


...
λai
...


2. Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, i ̸= j

...
ai
...
aj
...


→



...
ai + aj

...
aj
...


3. Addition der λ fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, λ ∈ K∗, i ̸= j

...
ai
...
aj
...


→



...
ai + λaj

...
aj
...
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4. Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile, i ̸= j

...
ai
...
aj
...


→



...
aj
...
ai
...


Anmerkung 7.6

• Typ 3. und 4. kann man durch Kombination von Umformungen vom Typ 1. und 2. erhalten, 3.:

...
ai
...
aj
...


→



...
ai
...

λaj
...


→



...
ai
...

λaj
...


→



...
ai + λaj

...
λaj
...


→



...
ai + λaj

...
aj
...


(24)

Typ 4.: 

...
ai
...
aj
...


→



...
ai + aj

...
aj
...


→



...
ai + aj

...
−aj

...


→



...
ai + aj

...
ai
...


→



...
ai
...
aj
...


(25)

• Analog zu den elementaren Zeilenumformungen definiert man elementare Spaltenumformungen in nahe
liegender Weise

• ElementareZeilenumformungen erhältmandurchMultiplikation vonAmit sogenanntenElementarmatrizen
von links, elementare Spaltenumformungen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von recht.

Definition 7.7 (10.6) A ∈M(m× n,K)mit Zeilen a1, . . . , am ∈ Kn

ZR(A) := Lin((a1, . . . , am)) ⊆ Kn

heißt Zeilenraum vonA.

Beispiel 7.8 (10.7)

A =

(
1 2 3
4 5 5

)
∈M(2,×3,Q) =⇒ ZR(A) = Lin((1, 2, 3), (4, 5, 6)) ⊆ Q2 (26)

Bemerkung 7.9 (10.8) A,B ∈M(m× n,K)
Dann gilt: Ist B aus A durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenumformungen entstanden, dann ist
ZR(B) = ZR(A)

Beweis WegenAnmerkung nach 10.5 genügt es, einzelne Zeilenumformungen vomTyp 1. und 2. zu betrachten
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1. Typ 1-Umformung:

A =

a1
...
am

 , B =


a1
...

λaj
...
am

 , λ ∈ K∗

zu zeigen:

ZR(A) = Lin((a1, . . . , am)) = Lin((a1, . . . , aj−1, λaj , aj+1, . . . , am)) = ZR(B)

Dies gilt, da jeder UVR von Kn, der a1, . . . , am enthält, auch a1, . . . , aj−1, λaj , aj+1, . . . , am enthält
und umgekehrt (Behauptung folgt dann aus 8.13)

2. Typ 2-Umformungen:

A =

a1
...
am

 , B =


a1
...

ai + aj
...
am

 , λ ∈ K∗

zu zeigen:

ZR(A) = Lin((a1, . . . , am)) = Lin((a1, . . . , ai−1, ai + aj , ai+1, . . . , am)) = ZR(B)

Dies gilt, denn jederUVRvonKn, dera1, . . . am enthält aucha1, . . . , ai−1, ai+aj , ai+1, . . . , am enthält
und umgekehrt (Behauptung folgt dann aus 8.13) □

Ziel: Bringe Matrix A ∈ M(m× n,K) mit Zeilen a1, . . . , am ∈ Kn durch elementare Zeilenumformungen
auf „einfache Gestalt“, aus oder man eine Basis von Lin((a1, . . . , am)) = ZR(A) = ZR(B) ablesen kann.

Definition 7.10 (10.9) A = (aij) ∈M(m× n,K)

A ist in Zeilenstufenform (ZSF) Def⇐⇒ die folgenden Bedingungen sind erfüllt

• (Z1) Es gibt eine Zahl r ∈ N0, mit 0 ≤ r ≤ m, so dass in den Zeilen mit Index 1 bis r jeweils nicht nur
Nullen stehen und in der Zeile mit den Indizes r + 1 bism stehen nur Nullen.

• (Z2) Setzen wir für imit 1 ≤ i ≤ r

ji := min{j ∈ {1, . . . , n} | aij ̸= 0}

dann gilt: j1 < j2 < . . . < jr (Stufenbedingung), die Elemente a1j1 , . . . , a1jr heißen die Pivots vonA

Beispiel 7.11 (10.10)

A =


0 3 1 0 3 4
0 0 0 2 3 4
0 0 0 0 6 −1
0 0 0 0 0 0

 ∈M(4× 6,R) (27)

ist in ZSF. Es ist r = 3, j1 = 2, j2 = 4, j3 = 5, Pivots: a12 = 3, a24 = 2, a35 = 6
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Definition 7.12 (10.11) A ∈M(m× n,K)
Dann lässt sichA durch endlich viele elementare Zeilenumformungen in eine MatrixB in ZSF umformen:

b1j1 ∗
b1j2 ∗

. . .
b1jr ∗

0

 (28)

Die ersten r Zeilen vonB bilden eine Basis von ZR(A).

Beweis 1. A lässt sich wie behauptet auf ZSF bringen:
FallsA = 0, dann istA bereits in ZSF (mit r = 0), also im Folgenden seiA ̸= 0

a) Bestimme minimalen Index j1 ∈ {1, . . . , n}, so dass es ein i1 ∈ {1, . . . ,m} gibt mit ai1j1 ̸= 0
(„Wie weit links in der MatrixA befinden sich Einträge ̸= 0?“)
Wähle solch ein i1 aus.

b) Vertausche i1-te Zeile mit erster Zeile, erhalte ersten Pivot:

ã1,j1 := ai1,j1 ̸= 0A1 :=


0 . . . 0 ã1,j1 ∗ . . . ∗

∗

0 ... ∗
∗

 (29)

c) Durch Umformungen vom Typ 3. können alle Einträge der j1-ten Spalte unterhalb der ersten Zeile
zu Null gemacht werden, erhalte:

0 . . . 0 ã1,j1 ∗ . . . ∗
0

0 ... A2

0

 (30)

d) Wende das Verfahren 1. - 3. aufA2 an. Die dafür benötigten elementaren Zeilenumformungen von
A2 kann man auf die Zeilen 2 bism von Ã1 ausdehnen, ohne dass sich in den Spalten 1 bis j1 von
Ã1 etwas ändert, denn dort stehen Nullen. Erhalte auf diese Weise Ã2 beziehungsweiseA3. Iteriere
dieses Verfahren. Das Verfahren bricht ab, weil die Folge der Spaltenzahlen der MatrizenAk streng
monoton fallend inN ist, oder irgendwann eine MatrixAk = 0 entsteht.
=⇒ erhalte ZSF. Die ersten r Zeilen b1, . . . , br von B bilden eine Basis von ZR(A), denn Es ist
ZR(A) = ZR(B) = Lin((b1, . . . , br))
noch zu zeigen: (b1, . . . , br) ist linear unabhängig.
Es seienλ1, . . . , λr ∈ Kmitλ1b1+. . .+λrbr = 0. In der j1-tenKomponente vonλ1b1+. . .+λrbr
steht λ1b1j1 = 0. Wegen b1j1 = 0 folgt λ1 = 0. In der j2-ten Komponente von λ1v1 + . . .+ λrbr =
λ2b2+ . . .+λrbr stehtλ2b2j2 = 0Wegen b2j2 ̸= 0 folgtλ2 = 0. Durch Iterieren dieses Arguments
erhalten wir λ1 = . . . = λr = 0 □

Algorithmus 7.13 (10.12) Eingabe:W = Lin((v1, . . . , vm)) ⊆ Kn

Ausgabe: Eine Basis (w1, . . . , wr) vonW
Durchführung:
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1. Bilde aus den Zeilenvektoren v1, . . . , vm die MatrixA ∈M(m× n,K)

2. Bringe die MatrixA durch elementare Zeilenumformung auf ZSFB

3. Die Familie (w1, . . . , wr) der ersten r Zeilenvektoren vonB ist ein Basis vonW

Beispiel 7.14 (10.13) W = Lin((0, 0, 3,−1), (0, 1, 2, 0), (0, 3, 0, 2)) ⊆ R4

A =

0 0 3 −1
0 1 2 0
0 3 0 2

→
0 1 2 0
0 0 3 −1
0 3 0 2

→
0 1 2 0
0 0 3 −1
0 0 −6 2

→
0 1 2 0
0 0 3 −1
0 0 0 0

 (31)

=⇒ ((0, 1, 2, 0), (0, 0, 3,−1)) ist eine Basis vonW insbesondere ist dimW = 2

Definition 7.15 (10.14 transponierte Matrix) A = (aij) ∈M(m× n,K)

At :=

a11 am1
... . . .

...
a1n amn

 ∈M(n×m,K)

heißt die zuA transponierte Matrix (Transponierte vonA).

Beispiel 7.16 (10.15)

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
∈M(2× 3,R) =⇒ At =

1 4
2 5
3 6

 ∈M(3× 2,R)

Bemerkung 7.17 (10.16) A,A2, A2 ∈M(m× n,K), B ∈M(n× r,K), λK dann gilt:

1. (A1 +A2)
t = At

1 +At
2

2. (λA)t = λAt

3.
(
At

)t
= A

4. (AB)t = BtAt

Beweis 1. trivial

2. trivial

3. trivial

4. Nach 3. gezeigt: AB =
(
BtAt

)t
=⇒ (AB)t =

((
BtAt

)t)t
= BtAt. Sei A = (aij)1≤1≤m

1≤j≤n
, B =

(bij)1≤1≤n
1≤j≤r

=⇒ Eintrag an Position (i, k) vonAB ist gegeben durch∑
1≤j≤n

aijbjk

Eintrag an Position (i, k) in
(
BtAt

)t
= Eintrag an Position (r, i) vonBtAt. Dieser ist gegeben durch:∑

i≤j≤n

b′kja
′
ji =

∑
1≤j≤n

bjkaij =
∑

1≤j≤m

aijbjk

wobei:
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• b′kj = Eintrag an Position (k, j) vonBt = bjk

• a′ji = Eintrag an Position (j, i) vonAt = aij

SomitAB =
(
BtAt

)t □

Definition 7.18 (10.17) A ∈M(m× n,K)

• Zeilenrang(A) := dimk ZR(A) heißt der Zeilenrang vonA

• SR(A) := ZR
(
At

)
⊆ km heißt der Spaltenraum vonA

• Spaltenrang(A) := dimk SR(A) heißt der Spaltenrang vonA

Beispiel 7.19 (10.18) Wir betrachten die MatrixA aus Beispiel 10.13

A =

0 0 3 −1
0 1 2 0
0 3 0 2

 ∈M(3× 4,R),dimZR(A) = 2

At =


0 0 0
0 1 3
3 2 0
−1 0 2

 ∈M(4× 3,R) =⇒ SR(A) := Lin((0, 0, 0), (0, 1, 3), (3, 2, 0), (−1, 0, 2))

Wir bestimmen eine Basis von SR(A):

At =


0 0 0
0 1 3
3 2 0
−1 0 2

→

−1 0 2
0 1 3
3 2 0
0 0 0

→

−1 0 2
0 1 3
0 2 6
0 0 0

→

−1 0 2
0 1 3
0 0 0
0 0 0


=⇒ ((−1, 0, 2), (0, 1, 3)) ist eine Basis von SR(A) =⇒ Spaltenrang(A) = 2. In diesem Beispiel ist also

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

Anmerkung 7.20 Wirwerden später zeigen: Für jedesA ∈M(m× n,K) ist Zeilenrang(A) =Spaltenrang(A).

8 Summen von Untervektorräumen
In diesem Abschnitt sei V stets einK-VR

Definition 8.1 (11.1) U1, . . . , Ur ⊆ V UVR.

U1 + . . .+ Ur := {u1 + . . .+ ur | u1 ∈ U1, . . . , ur ∈ Ur} ⊆ V

heißt die Summe von U1, . . . , Ur . Für U1 + . . .+ Ur schreiben wir auch
r∑

i=1

Ui

Bemerkung 8.2 (11,2) U1, . . . , Ur ⊆ V UVR. Dann gilt:

1. U1 + . . . + Ur = Lin(U1 ∪ . . . ∪ Ur) das heißt U1 + . . . + Ur ist der kleinste UVR von V , der alle
Elemente aus U1, . . . , Ur enthält.
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2. Sind U1, . . . , Ur endlichdimensional, dann ist auch U1 + . . .+ Ur endlichdimensional, und es ist

dim(U1 + . . .+ Ur) ≤∼ (U1) + . . .+ dim(Ur)

Beweis 1. „⊆“ Sei v ∈ U1 + . . .+ Ur

=⇒ ∃u1 ∈ U1, . . . , ur ∈ Ur : v = u1 + . . .+ ur

somit v ∈ Lin(U1 ∪ . . . ∪ Ur)
„⊇“ Sei v ∈ Lin(U1 ∪ . . . ∪ Ur)

=⇒ ∃w1, . . . , ws ∈ U1 ∪ . . . ∪ Ur, λ1, . . . , λs ∈ K : v = λ1w1 + . . .+ λsws

Wegenwi ∈ U1 ∪ . . . ∪ Ur :
∃ ji ∈ {1, . . . , r} : wi ∈ Uji

somit
vi := λw1 ∈ Uji =⇒ v = v1 + . . .+ vs ∈ U1 + . . .+ Ur

2. Ist
(
u
(i)
1 , . . . , usi

)(i)
eine Basis von Ui, dann ist(

u
(1)
1 , . . . u(1)s1 , . . . , u

(r)
1 , . . . , u(r)sr

)
ein ES vonU1 + . . .+Ur =⇒ dim(U1 + . . .+ Ur) ≤ s1 + . . .+ sr = dim(U1) + . . .+dim(Ur)□

Beispiel 8.3 (11.3) 1. K = R, V = R2, U1 = Lin((1,−1)), U2 = Lin((1, 1))

=⇒ U1 + U2 = Lin((1,−1), (1, 1)) = R2

2. K = R, V = R3, U1 = Lin((e1, e2)) = („x1 − x2-Ebene“), U2 = Lin((e2, e3)) („x2 − x3-Ebene“)

=⇒ U1+U2 ∋ e1, e2, e3 =⇒ U1+U2 = R
3 =⇒ dim(U1 + U2) = 3 < dim(U1)+ ∼ (U2) = 4

Satz 8.4 (11.4) U1, U2 ⊆ V endlichdimensionale UVR. Dann gilt:

dim(U1 + U2) = dim(U1) + dim(U2)− dim(U1 ∩ U2)

Beweis 1. Sei (v1, . . . , vm) eine Basis von U1 ∩ U2

=⇒ ∃u1, . . . , uk ∈ U1 : B1 := (v1, . . . , vm, u1, . . . , uk) Basis von U1

und es gibt u′1, . . . , u′l sodass

B2 :=
(
v1, . . . , vm, u

′
1, . . . u

′
l

)
Basis von U2

2. Behauptung: B := (v1, . . . , vm, u1, . . . , uk, u
′
1, . . . u

′
l) ist Basis von U1 + U2 Beweis:

• B ist ES von U1 + U2
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• B ist linear unabhängig, denn: Sei

λ1v1 + . . .+ λmvm + µ1u1 + . . . µkuk︸ ︷︷ ︸
=:v∈U1

+µ′1u
′
1 + . . .+ µ′lu

′
l = 0

=⇒ v = −µ′1u′1 − . . .− µ′lu′l ∈ U1 ∩ U2 = Lin((v1, . . . , vm))

Eindeutigkeit der Darstellung in B1

=⇒ µ1 = . . . = µk = 0

=⇒ λ1v1 + . . .+ λmvm + µ′1u
′
1 + . . .+ µ′lu

′
l = 0

Wegen B2 Basis von U2

=⇒ λ1 = . . . = λm = µ′1 = . . . = µ′l = 0

3. Aus Aussage 1. und 2. folgt: dim(U1 ∩ U2) = m,dimU1 = m+ k, dimU2 = m+ l, dim(U1 + U2) =
m+ k + l = m+ k + l

=⇒ dim(U1 + U2) = dim(U1) + dim(U2)− dim(U1 ∩ U2) □

Definition 8.5 (11.5 Direkte Summe) U1, . . . , Ur ⊆ V UVR.V heißt die direkte SummevonU1, . . . , Ur
Def⇐⇒:

V = U1 + . . .+ Ur ∧ Ui ∩
r∑

j=1
j ̸=i

Uj = {0}

Notation: V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur

Anmerkung 8.6 • Spezialfall: r = 2:

V = U1 ⊕ U2 ⇐⇒ V = U1 + U2 ∧ U1 ∩ U2 = {0}

In diesem Fall ist dim(V ) = dim(U1) + dim(U2)

• Ist r ≥ 3, dann genügt es nicht für V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur zu fordern, dass

V = U1 + . . .+ Ur ∧ Ui ∩ Uj = {0} ∀ i ̸= j

zum Beispiel:

K = R, V = R2, U1 = Lin((e1)), U2 = Lin((e2)), U3 = Lin((1, 1))

Dann ist V = U1 + U2 + U3 und Ui ∩ Uj = {0} ∀ i ̸= j, aber

U1 ∩

U2 + U3︸ ︷︷ ︸
=R2

 = U1 ̸= {0}

das heißt die Summe ist nicht direkt.

Beispiel 8.7 (11.6) (vergleiche Beispiel 11.3)

1. K = R, V = R2, U1 = Lin((1, 1)), U2 = Lin((1,−1)) =⇒ V = U1 ⊕ U2
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2. K = R, V = R3, U1 = Lin((e1, e2)), U2 = Lin((e2, e3)) =⇒ V = U1 + U2, aber die Summe ist
nicht direkt, denn e2 ∈ U1 ∩ U2

Bemerkung 8.8 (11.7) U1, . . . , Ur ⊆ V . Dann sind äquivalent

1. V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur

2. Für jedes v ∈ V existieren eindeutig bestimmte ui ∈ Ui, i = 1, . . . , r mit v = u1 + . . . ur

Beweis 1. =⇒ 2. Sei V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur, v ∈ V

=⇒ V = U1 + . . .+ Ur =⇒ ∃ui ∈ Ui, i = 1, . . . r : v = u1 + . . .+ ur

Eindeutigkeit: Seien ũi ∈ Ui, i = 1, . . . , r mit v = u1 + . . .+ ur = ũ1 + ũr

=⇒ u1 − ũ1︸ ︷︷ ︸
∈U1

= (ũ2 − u2)︸ ︷︷ ︸
∈U2

+ . . .+ (ũr − ur)︸ ︷︷ ︸
∈Ur

∈ U1 ∩
r∑

i=2

Ui = {0}

=⇒ u1 = ũ1 =⇒ u1 + . . .+ ur = ũ2 + . . .+ ũr

Induktiv folgt durch Wiederholung dieses Arguments: u2 = ũ2, . . . , ur = ũr

2. =⇒ 1. Aus 2. folgt sofort: V = U1 + . . .+ Ur

Annahme:

∃ i ∈ {1, . . . , r} : Ui ∩
r∑

j=1
j ̸=i

Uj ̸= {0}

=⇒ ∃uk ∈ Uk, k = 1, . . . , r, u1 ̸= 0 und

ui = u1 + . . .+ ui−1 + ui+1 + . . .+ ur`

Widerspruch zur Eindeutigkeit der Darstellung. □

Satz 8.9 (11.8) V endlichdimensionalerK-VR, U1, . . . , Ur ⊆ V UVR. Dann sind äquivalent

1. V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur

2. Für alle Basen Bi =
(
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
si

)
von Ui, i = 1, . . . , r ist

B :=
(
v
(i)
1 , . . . , v(1)s1 , . . . , v

(r)
1 , . . . , v(r)sr

)
eine Basis von V

3. Es gibt Basen Bi =
(
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
si

)
von Ui, i = 1, . . . , r sodass

B :=
(
v
(1)
1 , . . . , v(1)s1 , . . . , v

(r)
1 , . . . , v(r)sr

)
eine Basis von V ist.

4. V = U1 + . . .+ Ur und dimV = dimU1 + . . .+ dimUr
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Beweis (1.) =⇒ (2.)
Es sei

V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur,Bi =
(
v
(i)
1 , . . . , v(i)si

)
, i = 1, . . . , r Basis von Ui

B :=
(
v
(i)
1 , . . . , v(1)s1 , . . . , v

(r)
1 , . . . , v(r)sr

)
1. Wegen V = U1 + . . .+ Ur ist B ES von V

2. B ist linear unabhängig, denn: Sei

µ
(1)
1 , v

(1)
1 + . . .+ µ(1)s1 v

(1)
s1︸ ︷︷ ︸

=:u1

+ . . .+ µ
(r)
1 v

(r)
1 + . . .+ µ(r)sr v

(r)
sr = 0︸ ︷︷ ︸

=:ur

also U1 + . . .+ ur = 0. Falls u1 = . . . = ur = 0, dann folgt wegen Bi linear unabhängig, dass

µ
(i)
1 = . . . = µ(i)si = 0 ∀ i ∈ {1, . . . , r}

Falls ein i ∈ {1, . . . , r} existiert mit ui ̸= 0, dann

ui = −u1 − . . .− ui−1 − ui+1 − . . .− ur ∈ Ui ∩
r∑

j=1
j ̸=i

Uj = {0}`

(2.) =⇒ (3.) klar
(3.) =⇒ (4.) klar
(4.) =⇒ (2.) Es gelte 4., das heißt V = U1 + . . . + Ur und dim(V ) = dim(U1) + . . . + dim(Ur). Es
seien Bi =

(
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
si

)
, i = 1, . . . , r Basen von Ui,B :=

(
v
(1)
1 , . . . , v

(1)
s1 , . . . , v

(r)
1 , v

(r)
sr

)
. =⇒ B ist

Erzeugendensystem vonU1+. . .+Ur = V ,B besteht aus s1+. . .+sr = dim(U1)+. . .+dim(Ur) = dimV
Vektoren =⇒ B ist Basis von V .
(2.) =⇒ (1.) Es gelte 2., das heißt für alle Basen Bi =

(
v
(i)
1 , . . . , v

(i)
si

)
, i = 1, . . . , r von Ui ist B :=(

v
(1)
1 , . . . , v

(1)
s1 , . . . , v

(r)
1 , v

(r)
sr

)
eine Basis von V .

zu zeigen: V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur .
klar: V = U1 + . . . Ur

Sei i ∈ {1, . . . , r}, v ∈ U1 ∩
∑r

j=1
j ̸=i

Uj . =⇒ ∃µ(k)1 ∈ K, k = 1, . . . , r,= 1, l = 1, . . . , sk :

v =
↓

v ∈ Ui

µ
(i)
1 v

(i)
1 + . . .+ µ(i)si v

(i)
si =

r∑
j=1
j ̸=i

(
µ
(j)
1 v

(j)
1 + . . .+ µ(j)si v

(j)
si

)

Wegen B Basis folgt µ(k)l = 0 ∀ k = 1, . . . , r, l = 1, . . . , sk , also v = 0. Somit

Ui ∩
r∑

j=1
j ̸=i

Uj = {0}

also V = U1 ⊕ . . .⊕ Ur □

Satz 8.10 (11.9 Existenz des Komplement) U ⊆ V UVR. Dann ∃ ein UVR W ⊆ V mit V = U ⊕W . W
heißt ein Komplement zu U in V .
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Beweis Sei (Uj)j∈J eine Basis von U . Daraus folgt mit dem Basisergänzungssatz: Es existiert eine Menge I ⊆

J , Basis (vi)i∈i vonV mit vj = uj ∀ j ∈ J insbesondereU = Lin
(
(vi)i∈J

)
. SetzeV := Lin

(
(vi)i∈I\J

)
=⇒

U +W = V .
Behauptung:U∩W = {0}, dennSeiv ∈ U∩W =⇒ ∃ j1, . . . jr ∈ J, i1, . . . , is ∈ I\J, λj1 , . . . , λjr , λi1 , . . . , λis ∈
K :

v = λj1vj1 + . . .+ λjrvjr = λi1vi1 + . . .+ λisvis .

=⇒ λj1vj1 + . . .+ λjrvjr − λi1vi1 − . . .− λisvis = 0

=⇒ v = 0 □

Anmerkung 8.11 W wie in 11.9 ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel:

K = R, V = R2, U = Lin((e1)) =⇒ V = U ⊕ Lin((e2)) = U ⊕ Lin((1, 1))

9 Lineare Abbildungen
In diesem Kapitel seiK stets ein Körper, U, V,W stets einK-VR.

Definition 9.1 (12.1 Lineare Abbildung) f : V →W Abbildung.f heißtK-lineareAbbildung (Homomorphismus
von K-VR, kurz lineare Abbildung) Def.←−→ Die folgende Bedingungen sind erfüllt:

• (L1) f(u+ v) = f(u) + f(v)∀u, v ∈ V

• (L1) f(λv) = λf(v)∀u, v ∈ V ∀w ∈ V, λ ∈ K

Beispiel 9.2 (12.2) 1. A = (ai,j) ∈M(m× n,K).Wir schreibendieElemente vonKn als Spaltenvektoren
und betrachten die Abbildung:

Ã : Kn → Km, x =

x1...
xn

 7→ Ax

Es gilt für u, v ∈ Kn, λ ∈ K :

Ã(u+ v) = A(u+ v) = Au+Av = Ã(u) + Ã(v)

Ã(λv) = A(λv) = λ(Av) = λÃ(v)

Wegen Ã(ei) = Aei =

ai1...
ain

 stehen indenSpalten vonA genaudieBilder der kanonischenBasisvektoren

e1, . . . en vonKn unter Ã. SindA ∈M(m× n,K), B ∈M(n× r,K), x ∈ Kr , dann ist

AB
:

(x) = (AB)(x) = A(B(x)) = AB̃(x) = Ã
(
B̃(x)

)
=

(
ÃB̃

)
(x)

das heißt die Verknüpfung von Ã, B̃ entspricht der Multiplikation der MatrizenA,B : Ã · B̃ = AB
:

2. Wir betrachten die Abbildung

f : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→

(
1 0
0 −1

)(
x1
x2

)
=

(
x1
−x2

)
Diese ist linear nach 1., beschreibt Spiegelung an der x1-Achse.
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3. Sei V = {f : (0, 1)→ R | f ist differenzierbar} (ist einR-VR)

′ : V → {g : (0, 1)→ R Abb}, f 7→ f ′

ist eine lineare Abbildung, denn es gilt für f, g ∈ V, λ ∈ R:

(f + g)′ = f ′ + g′

(λf)′ = λf ′

Bemerkung 9.3 (12.3) f : V →W lineare Abbildung. Dann gilt:

1. f(0) = 0

2. f(λ1v1 + . . .+ λnvn) = λ1f(v1) + . . .+ λnf(vn)∀ v1, . . . vn ∈ V, λ1, . . . λn ∈ K

3. V ′ ⊆ V UVR =⇒ f(V ′) ⊆W ist UVR

4. W ′ ⊆W UVR =⇒ f1(W ′) ⊆ V ist UVR

5. (vi)i∈I linear abhängige Familie in V =⇒ (f(vi))i∈I linear abhängige Familie inW

6. V ′ = Lin
(
(vi)i∈I

)
=⇒ f(V ′) = Lin

(
(f(vi))i∈I

)
7. W endlich dimensional =⇒ f(V ) endlich dimensionaler UVR vonW mit dim f(V ) ≤∼W

Beweis 1. f(0) ∗ f(0 + 0) = f(0) + f(0) =⇒ f(0) = 0

2. f(λ1v1 + . . .+ λnvn) = f(λ1v1) + . . .+ f(λnvn) = λ1f(v1) + . . . λnf(vn)

3. Sei V ′ ⊆ V UVR.
Behauptung: F (V ′) ⊆W ist UVR denn:

• (U1): 0 ∈ V ′ =⇒ f(0) ∈ f(V ′)

• (U2): Seienw1, w2 ∈ f(V ′) =⇒ ∃ v1, v2 ∈ V ′ : w1 = f(v1), v2 = f(v2)

=⇒ w1 + w2 = f(v1) + f(v2) = f

v1 + v2︸ ︷︷ ︸
∈V ′

 ∈ f(V ′)
• (U3): Sei λ ∈ K,w ∈ f(V ′) =⇒ ∃ v ∈ V ′ : w = f(v)

=⇒ λw = λf(v) = f

 λv︸︷︷︸
∈V ′

∈ f
(
V ′)

4. SeiW ′ ⊆W UVR.
Behauptung: f−1(w′) ⊆ V ist UVR, denn

• (U1): f(0) = 0 ∈W ′ =⇒ 0 ∈ f−1(W ′)

• (U2): Seien v1, v2 ∈ f−1(w′):

=⇒ f(v1), f(v2) ∈W ′ =⇒ f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∈W ′ =⇒ v1 + v2 ∈ f−1
(
W ′)

• (U3): Sei λ ∈ K, v ∈ f−1(W ′):

=⇒ f(v) ∈W ′ =⇒ f(λv) = λf(v) ∈W ′ =⇒ λv ∈ f−1
(
W ′)
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5. Sei (vi)i∈I linear abhängig

=⇒ ∃ r ∈ N, i1, . . . , ir ∈ I, λi1 , λir ∈ K : (λi1 , . . . , λir) ̸= (0, . . . , 0) ∧ λi1vi1 + . . .+ λirvir = 0

=⇒ 0 = f(0) = f(λi1vi1 + . . .+ λirvir) = λi1f(vi1) + . . .+ λi1f(vi1)

=⇒ (f(vi))i∈I linear abhängig

6. zu zeigen: V ′ = Lin
(
(vi)i∈I

)
=⇒ f(V ′) = Lin

(
(f(vi))i∈I

)
„⊆“ Seiw ∈ f(V ′) =⇒ ∃ v ∈ V ′ : w = f(v). wegen V ′ = Lin

(
(vi)i∈I

)
:

∃ i1, . . . , ir ∈ I, λi1 , . . . , λir ∈ K : v = λi1vi1 + . . .+ λirvir

=⇒ f(v) = λi1f(vi1) + . . .+ λirf(vir) ∈ Lin
(
(f(vi))i∈I

)
„⊇“ Seiw ∈ Lin

(
(f(vi))i∈I

)
=⇒ ∃ i1, . . . , ir ∈ I, λi1 , . . . , λir ∈ K mit

w = λi1f(vi1) + . . .+ λirf(vir) = f(λi1vi1 + . . .+ λirvir) ∈ f
(
V ′)

7. f(V ) ist UVR vonW nach 3. Rest aus Eigenschaften von dim. □

Bemerkung 9.4 (12.4 Verknüpfung von Linearen Abbildungen) f : V →W, g : U → V lineareAbbildungen.
Dann ist f ◦ g : U →W ebenfalls eine lineare Abbildung.

Beweis

(L1): Seien u1, u2 ∈ U

=⇒ (f ◦ g)(u1 + u2) = f(g(u1 + u2)) = f(g(u1) + g(u2))

= f(g(u1)) + f(g(u2)) = (f ◦ g)(u1) + (f ◦ g)(u2)

(L2:) Seien u ∈ U, λ ∈ K

=⇒ (f ◦ g)(λu) = f(g(λu)) = f(λg(u))

= λf(g(u)) = λ(f ◦ g)(u) □

Definition 9.5 (12.5)

HomK(V,W ) := {f : V →W | f istK-linear}

EineK-lineare Abbildung f : V → V heißt ein Endomorphismus von V .

EndK(V ) := {f : V → V | f ist Endomorphismus} = HomK(V, V )

Bemerkung 9.6 (12.6) Es gilt:

1. HomK(V,W ) ist bezüglich
• + : HomK(V,W )×HomK(V,W )→ HomK(V,W ), (f, g) 7→ f + g

mit (f + g)(v) := f(v) + g(v) für v ∈ V
• · : D ×HomK(V,W )→ Homk(V,W ), (λ, f) 7→ λf

mit (λf)(c) := λf(v) für v ∈ V
ein K-Vektorraum. Nullvektor ist die Nullabbildung. 0 : V →W mit 0(v) = 0
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2. Endk(V ) ist bezüglich
• + : EndK(V )× EndK(V )→ EndK(V ), (f, g) 7→ f + g

• ◦ : EndK(V )× EndK(V )→ EndK(V ), (f, g) 7→ f ◦ g
ein Ring, Einselement ist idV

Beweis Nachrechnen. □

Definition 9.7 (12.7) Eine bijektiveK-lineare Abbildung f : V →W heißt ein Isomorphismus von V nach
W . Eine bijektiveK-lineare Abbildung f : V → V heißt Automorphismus von V .

IsoK(V,W ) := {f : V →W | f ist ein Isomorphismus}
AutK(V ) := {f : V → V | f ist ein Automorphismus} = IsoK(V, V )

Bemerkung 9.8 (12.8) f : V → W lineare Abbildung. Dann gilt: Ist f ein Isomorphismus, dann ist auch
f−1 : W → V ein Isomorphismus. Existiert zwischen V undW ein Isomorphismus, dann nennen wir V,W
isomorph. (Notation: V ∼=W )

Beweis analog zu 5.23c. □

Definition 9.9 (12.9) f : V →W lineare Abbildung.
im f := f(V ) heißt das Bild von f
ker f := f−1(0) = {v ∈ V | f(v) = 0} heißt der Kern von f

Bemerkung 9.10 (12.10) f : V →W lineare Abbildung. Dann gilt:

1. im f ⊆W ∧ ker f ⊆ V sind UVR

2. f surjektiv ⇐⇒ im f =W

3. f injektiv ⇐⇒ ker f = {0}

4. f injektiv ∧(vi)i∈I linear unabhängige Familie in V =⇒
(
(f(vi))i∈I

)
ist linear unabhängig

Beweis 1. folgt aus 12.3 3.,4.

2. klar

3. „ =⇒ “ sei f injektiv zu zeigen: ker f = {0}
• „⊆“ Sei a ∈ ker f =⇒ f(a) = 0 = f(0) =⇒ a = 0

• „⊇“ f(0) = 0 =⇒ 0 ∈ ker f

„ ⇐= “ Sei ker f = {0} zu zeigen: f ist injektiv. Seien v1, v2 ∈ V, f(v1) = f(v2) =⇒ f(v1 − v2) =
f(v1)− f(v2) = 0 =⇒ v1 − v2 ∈ ker f = {0} =⇒ v1 − v2 = 0 =⇒ v1 = v2

4. Sei f injektiv, (vi)i∈I linear unabhängige Familie in V zu zeigen:
(
(f(vi))i∈I

)
linear unabhängig. Seien

i1, . . . , ir ∈ I, λi1 , . . . , λir ∈ K,λi1f(vi1) + . . .+ λirf(vir) = 0

=⇒ f

 λi1vi1 + . . .+ λirvir︸ ︷︷ ︸
∈ker f={0} wegen f injektiv

 = 0 =⇒ λi1vi1 + . . .+ λirvir = 0

=⇒ λi1 = . . . = λir = 0 □
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Definition 9.11 (12.11) f : V →W lineare Abbildung.

Rang(f) := dim(im f)

heißt der Rang von f

Definition 9.12 (12.12) A ∈M(m× n,K).Wir betrachten die zuA gehörende lineareAbbildung Ã : Kn →
Km, x 7→ Ax. WegenKn = Lin((e1, . . . , en)) aus 12.3 5.:

im Ã = Lin
((
Ã(e1), . . . , Ã(en)

))
Nach 12.2 1. sind Ã(e1), . . . , Ã(en) genau die Spalten vonA, das heißt:

Rang
(
Ã
)
= dim

(
im Ã

)
= dimSR(A) = Spaltenrang(A)

Wir setzenRang(A) := Rang
(
Ã
)
= Spaltenrang(A)

Satz 9.13 (Dimensionsformel für lineare Abbildungen) V endlichdimensionalerK-Vektorraum, f : V →
W lineareAbbildung. (v1, . . . , vk)Basis vonker f , (w1, . . . , wr)Basis von im f (beachte im f endlichdimensional
wegen 12.3 5.). Für i = 1, . . . r sei ui ∈ V mit f(ui) = wi. Dann ist

A := (u1, . . . , ur, v1, . . . vk)

eine Basis von V . Insbesondere ist dimV = dim(ker f) + dim(im f)

Beweis 1. A ist ein ES von V :

Sei v ∈ V

=⇒ f(v) ∈ im f =⇒ ∃µ1, . . . , µr ∈ K : f(v) = µ1w1 + . . .+ µrwr

Setze u := µ1u1 + . . .+ µrur , dann ist

f(u) = µ1f(u1) + . . .+ µrf(ur) = µ1w1 + . . .+ µrwr = f(v)

=⇒ f(u− v) = 0 =⇒ u− v ∈ ker f

∃λ1 + . . .+ λk ∈ K : u− v = λ1v1 + . . .+ λkvk

=⇒ v = −λ1v1 − . . .− λkvk + µ1u1 + . . .+ µrur ∈ Lin((v1, . . . , vk, u1, . . . , ur))

2. A ist linear unabhängig:

Seien µ1, . . . , µr, λ1, . . . , λk ∈ K mit

µ1u1 + . . .+ µrur + λ1v1 + . . .+ λkvk = 0

=⇒ µ1f(u1) + . . .+ µrf(ur) + λ1f(v1) + . . .+ λkf(vk) = 0

=⇒ µ1w1 + . . .+ µrwr = 0 =⇒ µ1 = . . . = µr = 0

=⇒ λ1v1 + . . .+ λkvk = 0 =⇒ λ1 = . . . = λk = 0

=⇒ A ist linear unabhängig. □

Folgerung 9.14 (12.14) V,W endlichdimensionale K-Vektorräume. Dann sind äquivalent
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1. V ∼=W

2. dimV = dimW

Beweis 1. =⇒ 2. Sei V ∼= W , das heißt ∃ f : V → W : f isomorph. Sei (v1, . . . , vr) eine Basis von
V . Wegen f injektiv folgt aus 12.10: (f(v1), . . . , f(vr)) linear unabhängig. Wegen f surjektiv istW =
f(V ) = Lin((f(v1), . . . , f(vr))) =⇒ (f(v1), . . . , f(vr)) ist eine Basis vonW . =⇒ dimW = r =
dimV .

2. =⇒ 1. Sei dimV = dimW =: r. Sei (v1, . . . , vr) Basis von V, (w1, . . . , wr) Basis von W . Wir
definieren f : V →W,λ1v1 + . . .+ λrvr 7→ λ1w1 + . . .+ λrwr

• f wohldefiniert, da (v1, . . . , vr) Basis von V ist
• f ist linear, denn: Seien u, v ∈ V , etwa u = λ1u1 + . . . + λrur, v = µ1v1 + . . . + µrvr
=⇒ f(u+ v) = f((λ1 + µ1)v1 + . . .+ (λr + µr)vr) = (λ1 + µ1)w1+ . . .+(λr + µr)wr =
λ1wr+. . .+λrwr+µ1w1+. . .+µrwr = f(u)+f(v)Fürλ ∈ K istf(λv) = f(λµ1v1 + . . .+ λµrvr) =
λµ1w1 + . . .+ λµrwr = λf(v)

• Es ist im f = Lin((w1, . . . , wr)) =W , das heißt f ist surjektiv
• f ist injektiv, denn dimV = dim(ker f) + dim(im f)︸ ︷︷ ︸

=dimW=dimV

=⇒ dim(ker f) = 0 =⇒ ker f =

{0}, das heißt f injektiv. □

Folgerung 9.15 (12.15) n,m ∈ N. Dann gilt:Kn ∼= Km ⇐⇒ n = m.

Folgerung 9.16 (12.16) V endlich dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:

∃n ∈ N0 : V ∼= Kn

Beweis Setze n := dimV □

Folgerung 9.17 (12.17) V,W endlich dimensionale K-Vektorraum mit dimV = dimW,f : V → W lineare
Abbildung. Dann sind äquivalent:

1. f injektiv

2. f surjektiv

3. f bijektiv

Beweis 1. =⇒ 2. Seif injektiv =⇒ ker f = {0}, alsodim(ker f) = 0.WegendimV = dim(ker f)︸ ︷︷ ︸
=0

+dim(im f) =⇒

dim(im f) = dimV = dimW =⇒ im f =W , das heißt f surjektiv.

2. =⇒ 3. Sei f surjektiv =⇒ dim(ker f) = dim(V ) − dim

im f︸︷︷︸
=W

 = dimV − dimW = 0 =⇒

ker f = {0} =⇒ f injektiv =⇒ f bijektiv

3. =⇒ 1. klar □
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10 Faktorräume und der Homomorphiesatz
In diesem Abschnitt seien V,W stets K-Vektorräume.

Definition 10.1 (13.1) A ⊆ V . A heißt ein affiner Unterraum von V Def⇐⇒ Es gibt ein a ∈ V und einen UVR
U ⊆ V , sodass

A = a+ U := {a+ u | u ∈ U}

ist, oderA = ∅

Anmerkung 10.2 • affineUnterräumevonV entstehen (mitAusnahmevon∅) durch „Parallelverschiebung“
von UVR von V .

• istA = a+ U mit a ̸∈ U , dann 0 ̸∈ a+ U , das heißtA ist in diesem Fall kein UVR von V

Definition 10.3 (13.2) a ∈ V,U ⊆ V UVR,A = a+ U . Dann gilt:

1. Für jedes b ∈ A istA = b+ U

2. Ist Ã ∈ V, Ũ ⊆ V UVR mit ã+ Ũ = a+ U , dann ist U = Ũ und a− ã ∈ U .

Mit anderenWorten:Zu einemaffinenUnterraumA = a+U ist derUVRU eindeutig bestimmt, der „Aufhängepunkt“
a kann beliebig inA gewählt werden. Wir setzen dimA := dimU,dim ∅ := −1

Beweis 1. Sei b ∈ A = a+ U =⇒ ∃u ∈ U : b = a+ u zu zeigen: a+ U = b+ U

„⊆“ Sei v ∈ a+ U =⇒ ∃ t ∈ U : v = a+ t = b− u︸ ︷︷ ︸
=a

+t = b+

t− u︸ ︷︷ ︸
∈U

 ∈ b+ U .

„⊇“ Sei v ∈ b+ U =⇒ ∃ t ∈ U : v = b+ t = a+

u+ t︸ ︷︷ ︸
∈U

 ∈ a+ U

2. Behauptung U = {b1 − b2 | b1, b2 ∈ a+ U} denn:
„⊆“ Sei u ∈ U . Setze b1 := a+ u ∈ a+U, b2 := a+ 0 ∈ a+U , dann b1 − b2 = a+ u− (a+ 0) = 0
„⊇“ Seien b1, b2 ∈ a + U =⇒ ∃u1, u2 ∈ U : b1 = a + u1, b2 = a + u2 =⇒ b1 − b2 =
(a+ u1)− (a+ u2) = u1 − u2 ∈ U
Analog: Ũ = {b1 − b2 | b1, b2 ∈ ã+ Ũ}
Somit:U = {b1− b2 | b1, b2 ∈ a+U} = {b1− b2 | b1, b2 ∈ ã+ Ũ} = Ũ =⇒ a+U = ã+U =⇒
a ∈ a+ U = ã+ U =⇒ ∃u ∈ U : a = ã+ u =⇒ a− ã = u ∈ U □

Beispiel 10.4 (13.3) • UVR U imR-VektorraumR2:
– dimU = 0 : {0}
– dimU = 1 : Lin((v)), v ̸= 0 (Ursprungsgeraden)
– dimU = 2 : R2

• affine URA inR2:
– dimA = −1 : ∅
– dimA = 0 : {a}, a ∈ R2 (Punkte)
– dimA = 1 : a+ Lin((v)), a, v ∈ R2, v ̸= 0 (Geraden)
– dimA = 2 : R2
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Definition 10.5 (13.4) f : V →W lineare Abbildung,w ∈W

f−1({w}) = {v ∈ V | f(v) = w}

heißt die Faser von f überw

Bemerkung 10.6 • IstA ∈M(m× n,K), so erhalten wir eine lineare Abbildung Ã : Kn → Km, x 7→
Ax. Für b ∈ Km ist Ã−1(b) = x ∈ Kn | Ã(x) = b = {x ∈ Kn | Ax = b} genau die Lösungsmenge
des lineare GleichungssystemsAx = b

• Durch v1 ∼ v2
Def⇐⇒ f(v1) = f(v2) ist eine Äquivalenzrelation auf V erklärt, die Äquivalenzklasse von

v ∈ V ist gegeben durch {u ∈ V | f(u) = f(v)} = f−1(f(v)). Somit sind die nichtleeren Fasern von
A genau die Äquivalenzklassen bezüglich „∼“. Insbesondere ist V die Vereinigung der Fasern von f , je
zwei Fasern von f sind gleich oder disjunkt.

Satz 10.7 (13.5) f : V →W lineare Abbildung,w ∈W . Dann gilt:

f−1({w}) =

{
u+ ker f fallsw ∈ im f (hierbei u ∈ f−1({w}))
∅ fallsw ̸∈ im f

Somit ist die Faser von f überw ein affiner UR von V mit

dim f−1({w}) =

{
dimker f = dimV − dim im f fallsw ∈ im f

−1 fallsw ̸∈ im f

Insbesondere haben alle nichtleeren Fasern von f dieselbe Dimension.

Beweis Fallsw ̸∈ im f , dann f−1({w}) = ∅. Im Folgenden seiw ∈ im f . zu zeigen: f−1({w}) = u+ ker f
„⊆“ Sei v ∈ f−1({w}) =⇒ f(v) = w = f(u) =⇒ f(v)− f(u) = 0 =⇒ f(v − u) = 0 =⇒ v − u ∈
ker f =⇒ v ∈ u + ker f . „⊇“ Sei v ∈ u + ker f =⇒ ∃ t ∈ ker f : v = u + t =⇒ f(v) = f(u+ t) =
f(u) + f(t)︸︷︷︸

=0

= f(u) =⇒ v ∈ f−1({w}). Es ist dim(u+ ker f) = dim(ker f) = dimV − dim im f □

Beispiel 10.8 (13.6) K = R, V = R2. Wir betrachten die Abbildung f : R2 → R2,(
x1
x2

)
7→

(
1 0
0 0

)(
x1
x2

)
=

(
x1
0

)

f ist linear und es ist im f = Lin((e1)), ker f = Lin((e2)) und fürw = λe1 =

(
λ
0

)
∈ im f ist f−1({w}) =

f−1

((
λ
0

))
=

(
λ
5

)
+ ker f =

(
λ
5

)
+ Lin((e2))

Ziel: Wir haben gesehen, dass der Kern einer linearen Abbildung f : V → W ein UVR von V ist und dass für
jedesw ∈W die Faser von f überw ein affiner UR vonV ist.Wir wollen nun zu einem gegebenenUVRU ⊆ V
einen UR W und eine lineare Abbildung f : V → W konstruieren, sodass U = ker f ist (beziehungsweise
dass ein gegebener affiner UR von V eine Faser von f ist)

Bemerkung 10.9 (13.7) U ⊆ V UVR. Dann ist durch a ∼U b
Def⇐⇒ a − b ∈ U eine Äquivalenzrelation

auf V gegeben. Anstelle von s ∼U b schreiben wir auch a ≡ b( mod U) („a kongruent b modulo U “). Die
Äquivalenzklasse von a ∈ V ist gegeben durch

ā := a+ U

und heißt die Restklasse von a modulo U . Die Menge aller Äquivalenzklassen modulo U bezeichnen wir mit
V
U .
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Beweis 1. „≡“ ist eine Äquivalenzrelation:
• „≡“ ist reflexiv: Für a ∈ V ist a ≡ a( mod U), denn a− a = 0 ∈ U
• „≡“ ist symmetrisch: Seien a, b ∈ V mit a ≡ b( mod U), dann a − b ∈ U =⇒ b − a =
−(a− b) ∈ U =⇒ b ≡ a( mod U)

• „≡“ ist transitiv: Seien a, b ∈ V mit a ≡ b( mod U), b ≡ ( mod U) =⇒ a− b ∈ U, b− c ∈
U =⇒ a− c = (a− b) + (b− c) ∈ U =⇒ a ≡ c( mod U)

2. Die Äquivalenzklasse von a ∈ V ist gegeben durch

ā = {b ∈ V | b ≡ a( mod U)} = {b ∈ V | b− a ∈ U}
= {b ∈ V | ∃u ∈ U : b− a = u}
= {b ∈ V | ∃u ∈ U : b = a+ u} = a+ U □

Satz 10.10 (13.8) U ⊆ V UVR. Wir definieren auf V/U Verknüpfungen

• + : V/U × V/U → V/U, ā+ b̄ := a+ b

• · : K × V/U → V/U, λ · ā := λa

Dann gilt:

1. V/U wirdmit der obigenAdditionund skalarenMultiplikation zu einemK-Vektorraum, demFaktorvektorraum
(Faktorraum, Quotientenvektorraum) von V/U . Der Nullvektor in V/U ist 0̄ = 0 + u = u

2. Die Abbildung
π : V → V/U, a 7→ ā

ist die surjektiv lineare Abbildung mit kerπ = U

3. Ist V endlichdimensional, dann ist dimK V/U = dimK V − dimK U

Beweis 1. a) „+“,„
cdot“ wohldefiniert:
„+“ wohldefiniert: Seien a1, a2, b1, b2 ∈ V, ā1 = ā2, b̄1 = b̄2 =⇒ a1 ≡ a1( mod u), b1 ≡

b2( mod u) =⇒ a1 − a2 ∈ U, b1 − b2 ∈ U =⇒ (a1 + b1 − (a2 + b2)) =

a1 − a2︸ ︷︷ ︸
∈U

 +b1 − b2︸ ︷︷ ︸
∈U

 ∈ U =⇒ a1 + b2 ≡ a2 + b2( mod u) =⇒ a1 + b1 = a2 + b2

„·“ wohldefiniert: Seien λ ∈ K, a1, a2 ∈ V, ā1 = ā2 =⇒ a1 − a2 ∈ U =⇒ λa1 − λa2 =

λ

a1 − a2︸ ︷︷ ︸
∈U

 ∈ U =⇒ λa1 ≡ λa2( mod U) =⇒ λa1 = λa2

b) Vekorraumaxiome gelten: nachrechnen.
Nullvektor: ∀ a ∈ V : ā+ 0̄ = a+ 0 = ā = 0̄ + ā, 0̄ = 0 + U

2. • π ist linear: Seien a1, a2 ∈ V, λ ∈ K , dann π(a1 + a2) = a1 + a2 = ā1 + ā2 = π(a1) +
π(a2), π(λa1) = λa1 = λā1 = λπ(a1)

• π ist surjektiv: imπ = π(V ) = {ā | a ∈ V } = V/U
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• kerπ = U , denn: Sei a ∈ V . Dann gilt:

dimK V = dimK(kerπ) + dimK(imπ) = dimK U + dimK V/U =⇒ Behauptung □

Folgerung 10.11 (13.9) U ⊆ V . Dann sind äquivalent:

1. U ist UVR von V

2. Es gibt einen K-Vektorraum W und eine lineare Abbildung F : V → W mit ker f = U . Ist V
endlichdimensional, dann kann in diesemFallW auch endlichdimensionalmitdimW ≤ dimV gewählt
werden.

Beweis 1. =⇒ 2. SetzeW := V/U, v := π, V → V/U, a 7→ ā, Behauptung folgt aus 12.8. (Zusatzaussage
folgt aus 13.8: dimK V/U ≤ dimK V )

2. =⇒ 1. ker f ist UVR von V nach 12.10 □

Folgerung 10.12 (13.10) A ⊆ V . Dann sind äquivalent:

1. A ist ein affiner Unterraum von V

2. Es gibt einen K-VektorraumW , eine lineare Abbildung f : V →W und einw ∈W mitA = f−1({w}).
ist V endlichdimensional, dann kann in diesem Fall auchW endlichdimensional, mit dimW ≤ dimV
gewählt werden.

Beweis 1. =⇒ 2. Sei A affiner Unterraum von V . Falls A = ∅, setzeW := K, f : V → K, v 7→ 0 (ist
linear), w := 1 =⇒ f−1({w}) = ∅ = A. Im Folgenden sei A ̸= ∅. Dann ∃ a ∈ V,U ⊆ V UVR mit
A = a + U . SetzeW := V/U, f := πV → V/U, v 7→ v̄, w := ā = a + U =⇒ f−1({ā}) = {b ∈
V | f(v) = ā} = {b ∈ B | b̄ = ā} = ā = a+ U = A (Zusatzaussage folgt aus 13.8)

2. =⇒ 1. f−1({w}) ist ein affiner Unterraum. □

Bemerkung 10.13 Philosophie hinter 13.9 / 13.10: UVR = Kerne von lineare Abbildungen, affine Unterräume
= Fasern von linearen Abbildungen.

Satz 10.14 (13.11 Homomorphiesatz) f : V →W lineareAbbildung.Dann induziertf einen Isomorphismus

f̄ : V/ ker f → im f, v̄ 7→ f(v)

das heißt: V/ ker f ∼= im f

Beweis 1. f̄ wohldefiniert: Seien v1, v2 ∈ V mit v̄1 = v̄2 =⇒ v1 ≡ v2( mod ker f) =⇒ v1 − v2 ∈
ker =⇒ f(v1 − v2) = 0 =⇒ f(v1) = f(v2)f

• Für v ∈ V ist f(v) ∈ im f .

2. f̄ ist linear: Seien v̄1, v̄2 ∈ V/ ker f =⇒ f̄(v̄1 + v̄2) = f̄(v1 + v2) = f(v1 + v2) = f(v1)+f(v2) =
f̄(v̄1) + f̄(v̄2) Sei λ ∈ K, v̄ ∈ V/ ker f =⇒ f̄(λv̄) = f̄

(
λv

)
= f(λv) = λf(v) = λf̄(v̄).

3. f̄ ist injektiv, das heißt ker f̄ = {0}. Sei v̄ ∈ ker f̄ =⇒ f̄(v̄) = 0 =⇒ f(v) = 0 =⇒ v ∈
ker f =⇒ v̄ = v + ker f = ker f = 0̄

4. f̄ ist surjektiv, dann im f̄ = {f̄(v̄) | v̄ ∈ V/ ker f} = {f(v) | v ∈ V } = im f □
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Folgerung 10.15 (13.12) f : V →W lineare Abbildung. Dann lässt sich f schreiben als

f = i ◦⃗f̄ ◦ π

wobei π : V → V/ ker f, v 7→ v̄, f̄ : Abbildung aus 1311, i : im f → W,w 7→ w Man sagt auch: das
Diagramm

V W

V/ ker f im f

π

f

f̄

i

kommutiert. Hierbei ist π surjektiv, f̄ ein Isomorphismus, i ist surjektiv.

Beweis Für v ∈ V ist
(
i ◦ f̄ ◦ π

)
(v) =

(
i ◦ f̄

)
(v̄) = i(f(v)) = f(v) □

Bemerkung 10.16 Für einen UVR U ⊆ V nennt man die Abbildung π : V → V/U, v 7→ v̄ die kanonische
Projektion von V nach V/U

11 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt seien stetsm,n ∈ N, A = (aij) ∈ M(m× n,K), b =

 b1
...
bm

 imKm Ziel: bestimme

alle x =

x1...
xn

 ∈ Kn mitAx = b, das heißt löse das lineare GleichungssystemAx = b. explizit

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1
...

am1x1 + . . .+ amnxn = bm

DieMatrixA induziert eine lineareAbbildung Ã : Kn → Km, x 7→ Ax, das heißt: BestimmungderLösungsmenge
vonAx = b korrespondiert zur Bestimmung der Faser Ã−1(b)

Definition 11.1 (14.1) Das Lineare GleichungssystemAx = b

• homogen Def⇐⇒ b = 0

• inhomogen Def⇐⇒ b ̸= 0

Das LGS Ax = 0 heißt das zu Ax = b gehörige homogene LGS. A heißt die Koeffizientenmatrix des LGS
Ax = b. Lös(A, b) := {x ∈ Kn | Ax = b = Ã−1({b})} heißt der Lösungsraum des LGS Ax = b.
Insbesondere ist Lös(A, 0) = ker Ã.

Satz 11.2 (14.2) Es gilt:
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1. Lös(A, 0) ⊆ Kn ist ein UVR der Dimension u− Rang(A).

2. Lös(A, b) ⊆ Kn ist ein affiner Unterraum von Kn. Ist Lös(A, b) ̸= ∅ dann hat dieser die Dimension
n− Rang(A)

3. Ist Lös(A, b) ̸= ∅ und v ∈ Lös(A, b), dann ist Lös(A, b) = v + Lös(A, 0)

Beweis 1. Es ist Lös(A, 0) = ker Ã, ker Ã ist einUVRvonKn mitdim
(
ker Ã

)
= dim(Kn)−dim

(
im Ã

)
=

n− Rang
(
Ã
)
= n− Rang(A)

2. Es ist Lös(A, b) = Ã−1({b}), dies ist nach 13.5 ein affiner UR von Kn. Falls Lös(A, b) ̸= ∅, dann ist
b ∈ im Ã und dim Lös(A, b) = dim({b}) = dimker Ã = u− RangA

3. Falls Lös(A, b) ̸= ∅, v ∈ Lös(A, b), dann

Lös(A, b) = Ã−1({b}) = v + ker Ã = v + Lös(A, 0) □

Anmerkung 11.3 • Lös(A, 0) enthält immer die triviale Lösung 0, nichttriviale Lösung vonAx = 0 gibt
es wegen 1. genau dann, wennRangA < n

Definition 11.4 (14.3)

A | b :=

a11 . . . a1n b1
...

...
...

am1 . . . amn bm

 ⊆M(m× (n+ 1),K)

heißt die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGSAx = b.

Satz 11.5 (14.4) Es sind äquivalent:

1. Lös(A, b) ̸= ∅, das heißt LGSAx = b besitzt eine Lösung

2. Rang(A) = Rang(A | b)

Beweis 1. Es ist im Ã = Ã(Kn) = Ã(Lin(e1, . . . , en)) = Lin
(
Ã(e1), . . . , Ã(en)

)
= Lin(Ae1, . . . , Aen)

und es ist imA | b
:

= A | b
:(

Kn+1
)
= A | b
:

(Lin(e1, . . . , en+1)) = Lin
(
A | b
:

(e1), . . . , A | b
:

(en), A | b
:

(en+1)
)
=

Lin((A | b)e1, . . . , (A | b)en, (A | b)en+1) = Lin(Ae1, . . . , Aen, b) insbesondere im Ã ⊆ imA | b
:

2. Also Lös(A, b) ̸= ∅ ⇐⇒ b ∈ im Ã ⇐⇒ A | b
:

⇐⇒ dim im Ã = dim imA | b
:

⇐⇒ Rang Ã =

RangA | b
:

⇐⇒ RangA = RangA | b □

Folgerung 11.6 (14.5) Es sind äquivalent:

1. Das LGSAx = b besitzt genau eine Lösung

2. Rang(A) = Rang(A | b) = n

Beweis 1. =⇒ 2. Das LGSAx = b besitze genau eine Lösung. Aus der Existenz einer Lösung folgt nach
14.4: RangA = Rang(A | b) aus der Eindeutigkeit folgt dim Lös(A, b) = 0, also nach 14.2:

0 = dim Lös(A, b) = n− Rang(A)

also Rang(A) = n
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2. =⇒ 1. Sei Rang(A) = Rang(A | b) = n =⇒ Lös(A, b) ̸= ∅ nach 14.2 ist dim Lös(A, b) =
n− Rang(A) = 0, das heißt die Lösung ist eindeutig bestimmt. □

Ziel: Algorithmus zur Bestimmung von Lös(A, b)

Definition 11.7 (14.6) A ist in strenger Zeilenstufenform (SZSF) Def⇐⇒ A ist in ZSF mit Pivotspalten bei
j1, . . . , jr und es gilt:

• (SZ1) a1j1 = . . . = arjr = 1

• (SZ2) aijk = 0 ∀ k ∈ {1, . . . , r}, i ∈ {1, . . . , k − 1}

Satz 11.8 (14.7) A lässt sich durch elementare Zeilenumformung auf SZSF bringen.

Beweis BringeA auf ZSF B nach Satz 10.11. Multipliziere die i-te Zeile für i = 1, . . . rmit 1
biji

und annulliere
dann die Einträge der jk-ten Spalte oberhalb des Pivotelements durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der
k-ten Zeile. □

Beispiel 11.9 (14.8)

A =

0 0 3 −1
0 1 2 0
0 3 0 2

 ∈M(3× 4,R)→

0 1 2 0
0 0 3 −1
0 0 0 0

→
0 1 2 0
0 0 1 −1

3
0 0 0 0

→
0 1 0 2

3
0 0 1 −1

3
0 0 0 0


(32)

Anmerkung 11.10 Die strenge ZSF vonA ist eindeutig bestimmt (vergleiche Blatt 11 ZA 5)

Bemerkung 11.11 (14.9) C ∈M(m× n,K), d ∈ Km istC | ddurch eineFolge elementarerZeilenumformungen
ausA | b entstanden, dann ist Lös(C, d) = Lös(A, b)

Beweis Wegen Anmerkung nach 10.5 genügt es, einzelne Zeilenumformungen von Typ 1. beziehungsweise 2.
zu betrachten

1. Typ 1-Umformungen

A | b =

a11 . . . a1n b1
...

...
am1 . . . amn bm

 C | d =


a11 . . . a1n b1
...

...
λaj1 . . . λajn λbj

...
...am1 . . . amn bm



mit λ ∈ Kx. Es ist x =

x1...
xn

 ∈ Lös(A, b) ⇐⇒

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1
...am1x1 + . . .+ amnxn = bm
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⇐⇒

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1
...λaj1x1 + . . .+ ajnxn = bj
...am1x1 + . . .+ amnxn = bm

⇐⇒
x ∈ Lös(C, d)

2. Typ 2-Umformung: analog □

Algorithmus 11.12 (14.10 Gauß-Algorithmus zur Lösung homogener LGS) Eingabe:A ∈M(m× n,K)
Ausgabe: eine Basis von Lös(A, 0)
Durchführung:

1. Bringe die MatrixA durch elementare Zeilenumformung auf SZSF S:

S =


1 ∗ 0 0

1 ∗
... ∗
0
1

 (33)

Mit den Spalten j1, . . . , jr als die Spalten der Pivot-Elemente, r = Zeilenrang (A)

2. Sei B ∈ M(r × (n− r),K), die aus S durch Streichen der Spalten mit den Indizes j1, . . . , jr und
der Zeilen mit den Indizes r + 1, . . . ,m entsteht. Seinen k1 < k2 < . . . < kn−r mit {1, . . . , n} =
{j1, . . . , jr, k1, . . . , kn−1}

3. Eine Basis von Lös(A, 0) ist gegeben durch (w1, . . . , wn−r), wobei

wi =

wi1
...
win

 ∈ Kn

für i = 1, . . . , n− r wie folgt gegeben ist:wij1
...

wijr

 = i-te Spalte von B,

 wik1
...

wikn−r

 = ei ∈ kn − r

Beweis Nach 14.9 ist Lös(A, 0) = Lös(B, 0). Es ist x ∈ Lös(S, 0) ⇐⇒ Sx = 0 ⇐⇒

0 =


xj1
xj2
...
xjr

+B

 xkn1

...
xkn−r

 ⇐⇒ −


xj1
xj2
...
xjr

 = B

 xk1
...

xkn−r
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das heißt nach beliebiger Vorgabe von xk1 , . . . , xkn−r ergeben sich xj1 , . . . , xjr eindeutig. Setzen wir xk1
...

xkn−r

 = ei ∈ Kn−r

für i = 1, . . . , n− r, dann ist xj1...
xjr


die i-te Spalte von−B. Das heißt auf dieseWeise erhaltenwirw1, . . . , wn−1. (w1, . . . , wn−r) ist nachKonstruktion
ein ES von Lös(A, 0) = Lös(S, 0) wegen

Kn−r = Lin((e1, . . . , en−r))

(w1, . . . , wn−r) ist linear unabhängig, denn: Seinen λ1, . . . , λn−r ∈ K mit

λ1w1 + . . .+ λn−rwn−r = 0

Für i = 1, . . . , n− r lautet Eintrag in k1-ter Zeile:

λ1w1ki︸︷︷︸
=0

+ . . .+ λi−1wi−1,ki︸ ︷︷ ︸
=0

+λiwi,ki︸︷︷︸
=1

+λi+1wi+1,ki︸ ︷︷ ︸
=0

+ . . .+ λn−r wn−r,ki︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

=⇒ λi · i = 0 =⇒ λi = 0, i = 1, . . . , n− r □

Folgerung 11.13 (14.11) Es gilt: Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = Rang(A)

Beweis In 14.10 haben wir gezeigt: dim Lös(A, 0) = n− Zeilenrang(A), nach 14.2 ist dim Lös(A, 0) = n−
Rang(A) = n− Spaltenrang(A) =⇒ Zeilenrang(A) = Spaltenrang (A) □

Beispiel 11.14 (14.12) Sei

A =

2 4 2 6
3 6 3 9
4 8 5 9

 ∈M(3× 4,R)

gesucht ist eine Basis von Lös(A, 0) ⊆ R4

A→

2 4 2 6
3 6 3 9
4 8 5 9

→
1 2 1 3
0 0 0 0
0 0 1 −3

→
1 2 1 3
0 0 1 −3
0 0 0 0

→
1 2 0 6
0 0 1 −3
0 0 0 0

 (34)

Insbesondere ist Rang(A) = 2, dim Lös(A, 0) = 4 − Rang(A) = 2. Es ist j1 = 1, j2 = 3. Wegen
{1, 2, 3, 4} = {j1, j2, k1, k2} und k1 < k2 ist k1 = 2, k2 = 4. Es ist

B =

(
2 6
0 −3

)
,−B =

(
−2 −6
0 3

)
(35)

Eine Basis von Lös(A, 0) ist gegeben durch (w1, w2)mit

w1 =


−2
1
0
0

 , w2 =


−6
0
3
1
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Algorithmus 11.15 (14.13 Gauß-Algorithmus zur Lösung inhomogener LGS) Eingabe:A ∈M(m× n,K), b ∈
Km, b ̸= 0
Ausgabe: Lös(A, b)
Durchführung:

1. Bringe die MatrixA | b durch elementare Zeilenumformung auf SZSF S | s

S =


1 ∗ 0 0 s1

1 ∗
... ∗

...
0
1 sr

0

 ∈M(m× (n+ 1),K), r = Rang(A | b) (36)

2. Falls jr = n+ 1, dann ist Lös(A, b) = ∅

3. Falls jr < n+ 1, dann ist eine spezielle Lösung vonAx = b gegeben durch

v =

v1...
vn

 ∈ Kn

wobei
vj1 ;

...; vjr =
...s1;

...; sr, i ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr} =⇒ vi = 0

Es ist Lös(A, b) = v + Lös(A, 0), wobei Lös(A, 0) mittels 14.10 bestimmt.

Beweis Wegen S | s ∈ M(m× (n+ 1),K) ist jr ≤ n + 1. Falls jr = n + 1, dann ist Rang(A | b) =
Spaltenrang(A | b) = Zeilenrang(A | b) = Zeilenrang(S | s) = Spaltenrang(S | s) > Spaltenrang(S) =
Rang(A) =⇒ Lös(A, b) = ∅. Falls jr < n + 1, dann ist v aus Schritt 3 eine spezielle Lösung von Sx = s,
also auch vonAx = b wegen 14.9. Somit ist Lös(A, b) = v + Lös(A, 0) nach 14.2. □

Beispiel 11.16 (14.14) Wir betrachten das LGSAx = bmit

A =

2 4 2 6
3 6 3 9
4 8 5 9

 ∈M(3× 4,R), b =

4
6
9

 ∈ R3

A | b→

2 4 2 6 4
3 6 3 9 6
4 8 5 9 9

→
1 2 1 3 2
3 6 3 9 6
4 8 5 9 9

→
1 2 1 3 2
0 0 0 0 0
0 0 1 −3 1

→
1 2 1 3 2
0 0 1 −3 1
0 0 0 0 0

→
1 2 0 6 1
0 0 1 −3 1
0 0 0 0 0


(37)

Es istRang(A | b) = Rang(A) = 2, insbesondere ist Lös(A, b) ̸= ∅,dim Lös(A, b) = 4−Rang(A) = 2. Es
ist j1 = 1, j2 = 3. Eine spezielle Lösung vonAx = b ist nach 14.13 gegeben durch

v =


1
0
1
0


Nach Beispiel 14.12 ist

Lös(A, b) =


1
0
1
0

+ Lin



−2
1
0
0

 ,


−6
0
3
1


 = {


1− 2λ− 6µ

λ
1 + 3µ
µ

 | λ, µ ∈ R}
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12 Lineare Abbildungen undMatrizen
In diesem Abschnitt seien V,W endlichdimensionale K-VR.

Satz 12.1 (15.1) v1, . . . , vr ∈ V,w1, . . . , wr ∈W . dann gilt:

1. Ist (v1, . . . , vr) linear unabhängig, dann gibt es eine lineare Abbildung f : V → W mit f(vi) = wi für
i = 1, . . . , r

2. Ist (v1, . . . , vr) eine Basis von V , dann gibt es genau ein lineare Abbildung f : V → W mit f(vi) = wi

für i = 1, . . . , r. Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften
• im f = Lin((w1, . . . , wr)), insbesondere f surjektiv ⇐⇒ (w1, . . . , wr) ES vonW
• f injektiv ⇐⇒ (w1, . . . , wr) linear unabhängig
• f Isomorphismus ⇐⇒ (w1, . . . , wr) Basis vonW

Beweis (2):

1. Existenz: Für v ∈ V existieren eindeutig bestimmte λ1, . . . , λr ∈ K mit v = λ1v1 + . . . + λrvr . Wir
setzen f : V → W, v 7→ λw1 + . . . + λrwr , dann ist insbesondere f(vi) = wi f+r i = 1, . . . , r.
Behauptung: f linear, denn Seien u, v ∈ U mit u = λ1v1 + . . .+ λrvr, v = µ1v1 + . . .+ µrvr

=⇒ f(u+ v) = f((λ1 + µ1)v1 + . . .+ (λr + µr)vr) = (λ1 + µ1)w1+. . .+(λr + µr)wr = f(u)+f(v)

Ist λ ∈ K, v ∈ V wie oben, dann ist

f(λv) = f(λµ1v1 + . . .+ λµrvr) = λµ1w1 + . . .+ λµrwr = λf(v)

2. Eindeutigkeit: Sei f : V → W eine weitere lineare Abbildung g(vi) = wi für i = 1, . . . , r =⇒ Für
v ∈ V mit v = λ1v1 + . . .+ λrvr ist dann

g(v) = λ1g(v1) + . . .+ λrg(vr) = λw1 + . . .+ λrwr = f(v) =⇒ f = g

3. Eigenschaften von f :
• im f = Lin((f(v1), . . . , f(vr))) = Lin((w1, . . . , wr))

• f injektiv ⇐⇒ (w1, . . . , wr) linear unabhängig, denn:
„ =⇒ “ (durch Kontraposition) Sei (w1, . . . , wr) linear abhängig =⇒ ∃µ1, . . . , µr ∈ K mit

(µ1, . . . , µr) ̸= (0, . . . , 0) und µ1w1+ . . .+µrwr = 0 =⇒ f

µ1v1 + . . .+ µrvr︸ ︷︷ ︸
̸=0

 = 0 =⇒

f nicht injektiv
„ ⇐= “ Sei w1, . . . , wr linear unabhängig. Sei v ∈ V mit f(v) = 0, v = λ1v1 + . . . + λrvr =⇒
f(v) = λ1w1 + . . .+ λrwr = 0 =⇒ λ1 = . . . = λr = 0 =⇒ v = 0

(1):
Sei (v1, . . . , vr) linear unabhängig =⇒ (v1, . . . , vr) kann zu Basis (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn) von V ergänzt
werden. Wir wählen wr+1, . . . , wn ∈ W beliebig. Dann existiert nach 2. eine lineare Abbildung f : V → W
mit f(vi) = wi für i = 1, . . . , n, insbesondere ist f(vi) = wi für i = 1, . . . , r □
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Folgerung 12.2 (15.2) B = (v1, . . . , v2) Basis von V . Dann gibt es genau einen Isomorphismus

ΦB : Kn → V

von K-VR mitΦB(ei) = vi für i = 1, . . . , n.ΦB heißt das durch B bestimmteKoordinatensystem von V . Ist

v = λ1v1 + . . . + λnvn ∈ V , dann nennt man Φ−1
B = λ1e1, . . . , λnen =

λ1...
λn

 ∈ Kn die Koordinaten

von v bezüglich B

Beweis Wende 15.1.2 auf die Basen (e1, . . . , en) vonKn und (v1, . . . , vn) von V an. □

Satz 12.3 (15.3) A = (v1, . . . , vn) Basis von V,B = (w1, . . . , wm) Basis vonW . Dann gilt:

1. Für jede lineare Abbildung f : V →W gibt es genau eine MatrixA = (aij) ∈M(m× n,K), sodass

f(vj) =
m∑
j=1

aijwi, j = 1, . . . , n

MA
B (f) := A heißt dieDarstellungsmatrix von f bezüglich der BasenB undB. In der j-ten Spalte von

MA
B (f) stehen die Koordinaten von f(vj) bezüglich der Basis von B vonW (für j = 1, . . . , n)

2. Die aus 1. erhaltene Abbildung

MA
B : HomK(V,W )→M(m× n,K), f 7→MA

B (f)

ist ein Isomorphismus von K-VR. Insbesondere ist im Fall V =W,A = B die Abbildung

MB : EndK(V )→M(n×m,K), f 7→MB(f) :=MB
B (f)

ein Isomorphismus von K-Vektorraum.

Beweis 1. klar, weil B = (w1, . . . , wm) Basis vonW ist.

2. MA
B ist linear, denn:

Sind f, g ∈ HomK(V,W ), λ ∈ K mitMA
B (f) = (aij),M

A
B (g) = (bij), dann ist

(f + g)(vj) = f(vj)+g(vj) =
m∑
i=1

aijwi+
m∑
i=1

bijwi =
m∑
i=1

(aij + bij)wi, j = 1, . . . , nwi, j = 1, . . . , n

das heißtMA
B (f + g) =MA

B (f) +MA
B (g)

(λf)(vj) = λf(vj) = λ
m∑
i=1

aijwi =
m∑
i=1

(λaij)wi, j = 1, . . . , n

alsoMA
B (λf) = λMA

B (f)
MA

B ist bijektiv, denn:
IstA = (aij) ∈M(m× n,K), dann existiert nach 15.1.2 genau ein f ∈ HomK(V,W )mit

f(vj) =
m∑
i=1

aijwi, j = 1, . . . , n
□
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Folgerung 12.4 (15.4) Die Abbildung

M
(e1,...,en)
(e1,...,em) : HomK(Kn,Km)→M(m× n,K)

ist ein Isomorphismus von K-VR mit Umkehrabbildung:

∼:M(m× n,K)→ HomK(Kn,Km), A 7→ Ã

Insbesondere ist∼ ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis M (e1,...,en)
(e1,...,em) ist ein Isomorphismus nach 15.3, und für A ∈ M(m× n,K) ist M (e1,...,en)

(e1,...,em)

(
Ã
)
= A,

da Ã(ej) = Aej = j-te Spalte vonA für j = 1, . . . , n □

Beispiel 12.5 (15.5) A =

(
2 1
1 1

)
∈M(2× 2,R). Es istM (e1,...,en)

(e1,...,em)

(
Ã
)
= A. Es seiA =

((
−1
1

)
,

(
1
1

))
,B =((

2
−1

)
,

(
1
−1

))
. Was istMA

B

(
Ã
)
?

Ã

((
−1
1

))
=

(
2 1
1 1

)(
−1
1

)
=

(
−1
0

)
= −

(
2
−1

)
+

(
1
−1

)
Ã

((
1
1

))
=

(
2 1
1 1

)(
1
1

)
=

(
3
2

)
= 5

(
2
−1

)
− 7

(
1
−1

)
=⇒ MA

B

(
Ã
)
=

(
−1 5
1 −7

)
Wir haben einen Basiswechsel durchgeführt. Wie das systematisch geht, sehen wir im nächsten Abschnitt.

Folgerung 12.6 (15.6) A ∈M(n× n,K). Dann sind äquivalent:

1. A ∈ GL(n,K)

2. Es gibt einB ∈M(n× n,K) mitAB = En = BA

3. Es gibt einB ∈M(n× n,K) mitAB = En

4. Es gibt einB ∈M(n× n,K) mitBA = En

5. Ã : Kn → Kn ist ein Isomorphismus

6. Rang(A) = n

Beweis (1) ⇐⇒ (2) Definition.
(5) ⇐⇒ (6) Ã Isomorphismus ⇐⇒ Ã surjektiv ⇐⇒ dim im Ã = n ⇐⇒ Rang Ã = n ⇐⇒
Rang(A) = n
(2) =⇒ (3), (2) =⇒ (4) trivial
(3) =⇒ (5) Sei B ∈ M(n× n,K) mit AB = En =⇒ Ã ◦ B̃ = AB

:

= Ẽn = idKn =⇒ Ã surjektiv
=⇒ Ã Isomorphismus
(4) =⇒ (5) analog
(5) =⇒ (2) Sei Ã Isomorphismus =⇒ ∃ g ∈ EndK(Kn) : Ã ◦ g = idKn = g ◦ Ã. Nach 15.4 ∃B ∈
M(n× n,K) mit g = B̃, insbesondere Ã ◦ B̃ = idKn = B̃ ◦ Ã, also Ã ◦ B̃ = Ẽn = B̃ ◦ Ã =⇒ Ẽn =

AB
:

= BA
:

=⇒ En = AB = BA □
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Folgerung 12.7 (15.7) Es gilt:

dimK HomK(V,W ) = dimK(V ) · dimK(W )

Beweis Nach Wahl von Basen A = (v1, . . . , vn) von V,B = (w1, . . . , wn) von W erhalten wir nach 15.2
einen Isomorphismus

MA
B : HomK(V,W )→M(m× n,K)

also ist dimK HomK(V,W ) = dimK M(m× n,K) = m× n = dimK W · dimK V □
Folgerung 12.8 (15.8) U ⊆ Kn. Dann sind äquivalent:

1. U ist UVR vonKn

2. Es gibt einm ∈ N und einA ∈M(m× n,K), sodass U = Lös(A, 0)

Beweis 1. =⇒ 2. nach 13.9 existiert ein endlichdimensionaler K-VR und eine lineare Abbildung f :
Kn →W mit ker f = U . Seim = dimW , dass existiert ein Isomorphismus g :W → Km. Wir setzen

ϕ := g ◦ f : Kn → Km

Es ist kerϕ = ker f , denn: Für v ∈ Kn ist f(v) = 0 ⇐⇒ g(f(v)) = g(0) = 0 ⇐⇒ ϕ(v) = 0, also
kerϕ = U . Nach 15.4 existiertA ∈M(m× n,K)mit ϕ = Ã =⇒ U = kerϕ = ker Ã = Lös(A, 0)

2. =⇒ 1. aus Satz 14.2 □

Folgerung 12.9 (15.9) U ⊆ Kn. Dann sind äquivalent:
1. U ist affiner UR vonKn

2. Es gibtm ∈ N, A ∈M(m× n,K), b ∈ Km, sodass U = Lös(A, b)

Beweis 1. =⇒ 2. Nach 13.10 Existiert ein endlichdimensionaler K-VR, W,w ∈ W und eine lineare
AbbildungKn →W mitU = f−1({w}). Seim = dimW , dass Existiert ein Isomorphismus g :W →
Km. Wir setzten ϕ := g ◦ g : Kn → Km. Es ist f−1({w}) = ϕ−1({b}), wobei b := g(w), denn für
v ∈ Kn ist

f(v) = w ⇐⇒ g(f(v)) = g(w) = b ⇐⇒ ϕ(v) = b

Nach 15.4 existiert einA ∈M(m× n,K)mit ϕ = Ã =⇒ U = ϕ−1({b}) = Ã−1({b}) = Lös(A, b)

2. =⇒ 1. aus Satz 14.2 □

Anmerkung 12.10 Philosophie hinter 15.8/15.9: affineUR vonKn =Lösungsräume von LGS (innVariablen)
überK , UVR vonKn = Lösungsräume homogener GLS (in n Variablen) überK

Frage:f : V →W lineareAbbildung,Wie einfachkannmanMA
B (f)durch geeigneteWahl vonA,B bekommen?

Bemerkung 12.11 (15.19) f : V →W lineare Abbildung. Dann gibt es BasenA von V , B vonW mit

MA
B (f) =

(
Er

0

)
, r = Rang f

Beweis SeiB := (w1, . . . , wr)Basis von im f . Sindu1 ∈ f−1({w1}), . . . , ur ∈ f−1({wr})und ist (v1, . . . , vk)
eine Basis von ker f , dann ist nach 12.13

A := (u1, . . . , ur, v1, . . . , vk)

eine Basis von V . Nach Konstruktion ist f(u1) = w1, . . . , f(ur) = wr, f(v1) = 0, . . . , f(vk) = 0, also ist

MA
B (f) =

(
Er

0

)
□

Anmerkung 12.12 DasProblem fürf ∈ EndK(V ) eineBasisB zu finden, sodassMB(f) =MB
B (f)möglichst

einfach ist, ist wesentlich schwieriger zu lösen (→ Jordansche Normalform, LA2)
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13 Basiswechsel
In diesem Abschnitt seien V,W endlich dimensionale K-VR.
Ziel: f : V →W lineare Abbildung,A,A′ Basen von V,B,B′ Basen vonW . Wie hängenMA

B (f) undMA
B (f)

zusammen?

Bemerkung 13.1 (16.1) f : V → W lineare Abbildung, A Basis von V , B Basis von W . Dann gilt: Das
Diagramm

Kn V

Km W

ΦA

MA
B (f)
:

ΦB

f

ist kommutativ, das heißt ΦB ◦MA
B = f ◦ ΦA (Hierbei sind ΦA, ΦB Koordinatensysteme von V bezüglich

A beziehungsweise vonW bezüglich B) Insbesondere istMA
B (f)
:

= Φ−1
B ◦ f ◦ ΦA

Beweis Es gilt zu zeigen, dass die Abbildung ΦB ◦MA
B (f)
:

: Kn → W und f ◦ ΦA : Kn → W auf der
kanonischen Basis (e1, . . . , en) vonKn übereinstimmen. Sei A = (aij) = MA

B (f), A = (v1, . . . , vn),B =
(w1, . . . , wm)

=⇒ (ΦB) ◦MA
B (f)
:

(ej) = ΦB

(
Ã(ej)

)
= ΦB(Aej) = ΦB


a1j

...
amj


 = a1jw1 + . . .+ amjwm

(f ◦ ΦA)(ej) = f(ΦA(ej)) = f(vj) = aijw1 + . . .+ amjwm □

Bemerkung 13.2 (16.2) A,A′ Basen von V, n = dim(V )

TA
A′ :=MA

A′(idV ) ∈M(n× n,K)

heißt die Transformationsmatrix des Basiswechsels vonA nachA′. Es gilt:

1. TA
A′ ∈ GL(n,K)

2. TA
A′

:

= Φ−1
A′ ◦ ΦA

3. TA
A′ =

(
TA′
A

)−1

Beweis (2) nach 16.1 ist das Diagramm

Kn V

Kn V

ΦA

TA
A′

:

=MA
A′(f)
:

ΦA′

idV
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kommutativ =⇒
ΦA′ ◦ TA

A′ = idV ◦ΦA = ΦA =⇒ TA
A′

:

= Φ−1
A′ ◦ ΦA

(1) DaΦA′ ,ΦA Isomorphismen, ist auchTA
A′

:

= Φ−1
A′ ◦ΦA ein Isomorphismus, nach 15.6 folgtTA

A′ ∈ GL(n,K)

(3) Nach (2) ist TA
A′ · TA′

A
:

= T̃A
A′ ◦ T̃A′

A = Φ−1
A′ ◦ ΦA ◦ Φ−1

A ◦ ΦA′ = Φ−1
A′ ◦ idKn ◦ ΦA′ = idKn = Ẽn

=⇒ TA
A′ · TA′

A = En =⇒ TA
A′ =

(
TA′
A

)−1

□

Beispiel 13.3 (16.3) K = R, V = R2,A =

((
−1
1

)
;

(
1
1

))
,A

((
2
−1

)
;

(
1
−1

))
. Gesucht ist TA

B =

MA
B (idR2) Es ist (

−1
1

)
= 0

(
2
−1

)
+ (−1)

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
= 2

(
2
−1

)
+ (−3)

(
1
−1

)
also:

TA
B =

(
0 2
−1 −3

)
Satz 13.4 (16.4) U, V,W endlichdimensionale K-VR mit Basen A,B, C, g : U → V, f : V → W lineare
Abbildungen. Dann gilt:

MA
C (f ◦ g) =MB

C (f) ·MA
B (g)

Beweis Wir setzen r := dimU,m := dimV, n := dimW,A := MB
C (f), B := MA

B (g) Wir erhalten das
Diagramm

Kr U

Km V

Kn W

ΦA

B̃

AB
:

ΦB

Ã

ΦC

f ◦ g
g

f

Die Trapeze sind kommutativ nach 16.1, das linkeDreieck nach 12.2, das rechte Dreieck trivialerweise. Damit
kommutiert auch das äußere Rechteck, das heißt

ΦC ◦AB
:

= f ◦ g ◦ ΦA

=⇒ AB
:

= Φ−1
C ◦ (f ◦ g) ◦ ΦA =MA

C (f ◦ g)
:

=⇒ M
B(f)
C ·MA

B = AB =MA
C (f ◦ g) □

Folgerung 13.5 (16.5) A,B, C Basen von V . Dann gilt:

1. TA
C = TB

C · TA
B

2. MB : EndK(v) → M(n× n,K), f 7→ MB(f) = MB
B (f) ist ein Isomorphismus von Ringen, das

heißtMB ist bijektiv,

MB(f + g) =MB(f) +MB(g),MB(f ◦ g) =MB(f)MB(g),MB(idV ) = En ∀ f, g ∈ EndK(v)
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Beweis 1. aus 16.4 für U = V =W,f = g = idV

2. Nach 15.3.2 istMB ein Isomorphismus von K-VR, es istMB(idV ) = En nach 16.4

MB(f ◦ g) =MB(f)MB(g) □

Satz 13.6 (Transformationsformel) f : V →W lineare Abbildung,A,A′ Basen von V,B,B′ Basen vonW .
Dann gilt:

MA′
B′ (f) = TB

B′MA
B (f)TA′

A

Setzen wirA :=MA
B (f), B :=MA′

B′ (f), S := TB
B′ , T := TA

A′ , dann gilt also

B = SAT−1

Beweis Wir betrachten das Diagramm

Kn Km

V W

Kn Km

MA
B (f)
:

ΦA

TA
A′

:
f

MA′
B′ (f)
:

ΦA′

TB
B′

:

ΦB

ΦB′

Die Trapeze sind kommutativ nach 16.1, die Dreiecke nach 16.2.2 =⇒ Das äußere Rechteck kommutiert,
das heißt

MA′
B′ (f)
:

◦ TA
A′

:

= TB
B′

:

◦MA
B (f)
:

=⇒ MA′
B′ (f) · TA

A′

:

= TB
B′ ·MA

B (f)
:

=⇒ MA′
B′ (f) · TA

A′ = TB
B′MA

B (f)

=⇒ MA′
B′ (f) = TB

B′MA
B (f)

(
TA
A′
)−1

□

Beispiel 13.7 (16.7) Sei

A =

(
2 1
1 1

)
∈M(2× 2,R),A =

((
−1
1

)
,

(
1
1

))
,B =

((
2
−1

)
,

(
1
−1

))
Gesucht istMA

B

(
Ã
)

Nach 16.6 ist

MA
B

(
Ã
)
= T

(e1,e2)
B M

(e1,e2)
(e1,e2)

(
Ã
)

︸ ︷︷ ︸
=A

TA
(e1,e2)

= T
(e1,e2)
B ATA

(e1,e2)
=

(
TB
(e1,e2)

)
ATA

(e1,e2)

Es ist
TA
(e1,e2)

=

(
−1 1
1 1

)
, TB

(e1,e2)
=

(
2 1
−1 −1

)

=⇒ MA
B

(
Ã
)
=

(
2 1
−1 −1

)−1(
2 1
1 1

)(
−1 1
1 1

)
= . . . =

(
−1 5
1 −7

)
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Folgerung 13.8 (16.8) A,B Basen von V, f ∈ EndK(V ). Dann gilt:

MB(f) = TA
B MA(f)T

B
A

Setzen wirA :=MA(f), B :=MB(f) = S := TA
B dann gilt also

B = SAS−1

Definition 13.9 (16.9) A,B ∈M(m× n,K).A,B heißen äquivalent (A ∼ B)
Def⇐⇒ ∃S ∈ GL(m,K), T ∈

GL(n,K) :
B = SAT−1

Bemerkung 13.10 (16.10) Äquivalenz von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation aufM(m× n,K)

Beweis leicht nach zurechnen. □

Bemerkung 13.11 (16.11) A,B ∈M(m× n,K),A Basis vonKn,B Basis vonKm, f : Kn → Km lineare
Abbildung mitMA

B (f) = A (Existenz nach 15.3.2). Dann sind äquivalent:

1. A ∼ B, das heißt ∃S ∈ GL(m,K), T ∈ GL(n,K) : B = SAT−1

2. Es existieren Basen A′ von Kn,B′ von K̂m mit MA′
B′ (f) = B (das heißt A,B beschreiben bezüglich

geeigneter Paare von Basen dieselbe lineare Abbildung)

3. RangA = RangB

Insbesondere ist jede Matrix ausM(m× n,K) vom Rang r äquivalent zu(
Er 0
0 0

)
Beweis 1. =⇒ 2. Sei A ∼ B =⇒ ∃S ∈ GL(m,K), T ∈ GL(n,K) : B = SAT−1. Sei A =

(v1, . . . , vn), T
−1 = (aij). Wir setzen für j = 1, . . . , n:

v′j := a1jv1 + . . .+ anjvn,A′ :=
(
v′1, . . . , v

′
n

)
Insbesondere ist

v′j = ΦA


a1j...
anj


 = ΦA

(
T−1ej

)
=

(
ΦA ◦ T−1
:

)
(ej)

Wegen T−1 ∈ GL(n,K) ist T−1
:

nach 15.6 ein Isomorphismus, ΦA ist ein Isomorphismus, das heißt
ΦA ◦ T−1
:

ein Isomorphismus =⇒ A′ Basis vonKn. Nach Konstruktion ist T−1 = TA′
A

=⇒ B = SAT−1 = TB
B′MA

B (f)TA′
A =MA′

B′ (f)

2. =⇒ 3. Es gelte 2. Es ist

RangA = Rang Ã = RangMA
B (f)
:

= Rang
(
Φ−1
B ◦ f ◦ ΦA

)
= dim im

(
Φ−1
B ◦ f ◦ ΦA

)
= dim

(
Φ−1
B ◦ f

)
(Kn) = dim f(Kn) = dim im f = Rang f

Analog:
Rang(B) = Rang(f) =⇒ Rang(A) = Rang(B)
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3. =⇒ 1. Sei RangA = RangB = r. Nach 15.10 existieren BasenA vonKn, B vonKm mit

MA
B

(
Ã
)
=

(
Er 0
0 0

)
,Rang Ã = RangA = r

=⇒
(
Er 0
0 0

)
=MA

B

(
Ã
)
= T

(e1,...,em)
B︸ ︷︷ ︸

∈GL(m,K)

M e1,...,en
(e1,...,em)

(
Ã
)

︸ ︷︷ ︸
A

TA
(e1,...,en)︸ ︷︷ ︸

∈GL(n,K)

=⇒
(
Er 0
0 0

)
∼ A

Analog: (
Er 0
0 0

)
∼ B =⇒ A ∼ B

□

Definition 13.12 (16.12) A,B ∈M(n× n,K).A,B heißen ähnlich Def⇐⇒

∃S ∈ GL(n,K) : B = SAS−1

(Notation:A ≈ B)

Bemerkung 13.13 (16.13) Ähnlichkeit von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis Übung. □

Bemerkung 13.14 (16.14) A,B ∈ M(n× n,K),A Basis von Kn, f : Kn → Kn lineare Abbildung mit
MA(f) = A. Dann sind äquivalent:

1. A ≈ B

2. Es existiert eine Basis B von Kn mit MB(f) (das heißt A,B beschrieben bezügliche geeigneter Basen
denselben Endomorphismus)

Beweis 1. =⇒ 2. analog zu 16.11 1. =⇒ 2.

2. =⇒ 1. Es gelte 2. Nach 16.8 existiert ein S ∈ GL(n,K)mitB =MB(f) = SAS−1 =⇒ A ≃ B.□

Anmerkung 13.15 Einenmöglichst einfachenVertreter derÄhnlichkeitsklassen vonA zu finden, ist eine schwierige
Aufgabe (→ LA2, Jordansche Normalform)

14 Determinanten
In diesem Abschnitt sei n ∈ N
Ziel: Ordne jeder Matrix ausM(n× n,K) ein Element ausK zu, dass genau dann = 0 ist, wenn die Matrix
nicht invertierbar ist. Die Zuordnung soll mehreren Bedingungen genügen.

Definition 14.1 (17.1) Eine Abbildung det : M(n× n,K) → K,A 7→ detA heißt Determinante Def⇐⇒ Die
folgenden Bedingungen sind erfüllt:
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• (D1) det ist linear in jeder Zeile, das heißt ist

A =

a1...
an

 ∈M(n× n,K)

mit Zeilen a1, . . . , an, dann gilt für jedes i ∈ {1, . . . , n}:
– (D1a) Ist ai = a′i + a′′i , dann ist

det


a1
...
ai
...
an

 = det


a1
...
a′i
...
an

+ det


a1
...
a′′i
...
an


– (D1b) Ist ai = λa′i mit λ ∈ K , dann ist

det


a1
...
ai
...
an

 = λ det


a1
...
a′i
...
an


• (D2) det ist alternierend, das heißt: HatA ∈M(n× n,K) zwei gleiche Zeilen, dann ist detA = 0

• (D3) det ist normiert, das heißt detEn = 1

Weitere Schreibweise: FürA = (aij) schreiben wir auch∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ := det

a11 . . . a1n
...
an1 . . . ann


Anmerkung 14.2 Wir müssen erst noch zeigen, dass es Determinanten überhaupt gibt.

• geometrische Motivation für (D1)-(D3) für den Fall K = R: ist A =

a1...
an

 ∈ M(n× n,R), dann

spannen die Vektoren a1, . . . , an ein „Parallelotop imR auf (n = 2: Parallogramm).
D1-D3 sind sinnvolle Forderungen für ein Volumen imRn:

– D2: Volumen ist Null, wenn i ̸= j mit ai = aj existiert.
– D3: Volumen des „Einheitspolytops“ ist 1
– D1b: Volumen ist „homogen“
– D1 + D2 implizieren (siehe Satz 17.2): Für λ ∈ R, i ̸= j ist

det


a1
...

a1 + λaj
...
an

 = det

a1...
an


(„Scherungsinvarianz“)
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Satz 14.3 (17.2) det :M(n× n,K)→ K sei einen Determinante,

A =

a1...
an

 , B ∈M(n× n,K)

Dann gilt:

• (D4) det(λA) = λn det(A)

• (D5) Ist eine Zeile vonA gleich Null, dann ist detA = 0

• (D6)

det



a1
...
aj
...
ai
...
an


= −det(A)

das heißt bei Zeilenumformungen vom Typ 4 wird das Ergebnis mit−1 multipliziert.

• (D7)

det


a1
...

ai + λaj
...
an

 = detA

für i ̸= j, λ ∈ K , das heißt det ist invariant unter Zeilenumformungen vom Typ 3

• (D8) IstA eine obere Dreiecksmatrix, das heißt

A =

λ1 ∗
. . .

0 λn


dann ist detA = λ1 · · · . . . · · ·λn Analog für untere Dreiecksmatrizen.

• (D9) Ist n ≥ 2 undA von der Gestalt

A =

(
A1 C
0 A2

)
mitA1 ∈M(r × r,K), A2 ∈M(s× s,K), r + s = n, dann ist detA = det(A1) · · · det(A2).

• (D10) detA = 0 ⇐⇒ RangA < 0 (das heißt detA ̸= 0 ⇐⇒ A ∈ GL(n,K))

• (D11) det(AB) = det(A) det(B). Insbesondere ist det
(
A−1

)
= det(A)−1
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Beweis (D4)

det(λA) = det

λa1...
λan

 = λdet


a1
λa2
...

λan

 = . . . = λn det

a1...
an

 = λn det(A)

(D5) Sei etwa a1 = 0 = 0k · · · 0. Es ist

det


a1
...
0
...
an

 = det


a1
...

0K · 0
...0

 = 0K det


a1
...
0
...
an

 = 0

(D6)

det



a1
...
ai
...
aj
...
an


+det



a1
...
aj
...
ai
...
an


= det



a1
...
ai
...
ai
...
an


+det



a1
...
ai
...
aj
...
an


+det



a1
...
aj
...
ai
...
an


+



a1
...
aj
...
aj
...
an


= det



a1
...
ai
...

ai + aj
...
an


+det



a1
...
aj
...

ai + aj
...
an


= det



a1
...

ai + aj
...

a1 + aj
...
an


= 0

(D7)

det



a1
...

ai + λaj
...
aj
...
an


= det



a1
...
ai
...
aj
...
an


+ λdet



a1
...
aj
...
aj
...
an


= det



a1
...
...
...
...
...
an


(D8)A sei von der Form λ1 ∗

. . .
0 λn


1. Fall: λi ̸= 0 ∀ i ∈ {1, . . . , n}. Durch Zeilenumformungen von Typ 3 kann manA auf die Formλ1 0

. . .
0 λn


bringen

=⇒ det(A) =

λ1 0
. . .

0 λn

 = λ1 · . . . · λn det

1 0
. . .

0 1

 = λ1 · . . . · λn
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2. Fall: ∃ i ∈ {1, . . . , n} : λi = 0. Wir setzen j := max{i ∈ {1, . . . , n} | λi = 0}, dann ist

λ1
. . . ∗

λj−1

0
λj+1

. . .
λn


wobei λj+1, . . . , λn ̸= 0. Insbesondere kann man die j-te Zeile durch Zeilenumformung vom Typ 3 zu
einer Nullzeile machen. =⇒ detA = 0 = λ1 · . . . · λn

(D9) Sei

A =

(
A1 c
0 A2

)
, A1 ∈M(r × r,K), A2 ∈M(s× s,K), r + s = n

BringeA1 durch elementare Zeilenumformungen anA vom Typ 3, 4 auf obere Dreiecksgestalt (das geht!)

A→
(
B1 C ′

0 A2

)
Wurden dabei k Zeilenvertauschungen gemacht, dann ist nach D6

det(B1) = (−1)k det
(
A1

)
ÜberführeA2 durch Zeilenumformungen vom Typ 3, 4 auf obere Dreiecksgestalt

A→
(
B1 C ′

0 B2

)
=: B

Es ist det(B2) = (−1)l det(A2), wenn dabei l Zeilenvertauschungen gemacht wurden. B1, B2, B sind obere
Dreiecksmatrizen

=⇒ det(B) = det(B1) det(B2) = (−1)k+l det(A1) det(A2)

B kann man ausA durch Zeilenumformungen vom Typ 3, 4 mit k + l Zeilenumformungen erhalten

=⇒ det(B) = (−1)k+l det(A) =⇒ det(A) = det(A1) det(A2)

(D10) Wir bringenA durch Zeilenumformungen vom Typ 3,4 auf obere Dreiecksgestalt

A→

λ1 x
. . .

0 λn

 =: B =⇒ det(A) = ±det(B)

Außerdem ZR(A) = ZR(B) und somit

RangA = RangB

. Es ist

RangA = n ⇐⇒ RangB = n ⇐⇒ λ1 · . . . · λn ̸= 0 ⇐⇒ det(B) ̸= 0 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

(D11)
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1. Fall:

RangA < n =⇒ dim
(
im Ã

)
< n =⇒ dim

(
im

(
Ã ◦ B̃

))
< n =⇒ Rang(AB) < n =⇒ det(AB) = 0 = det(A) det(B)

2. Fall:RangA = n, das heißtA ∈ GL(n,K)

a) Überlegung: A lässt sich schreiben als Produkt von Elementarmatrizen vom Typ Di(λ), Eij(1),
etwaA = C1 · . . . · Cs, wobeiC1, . . . , Cs Elementarmatrizen obigen Types

=⇒ AB = C1 · . . . · CsB

b) Nach 1. gilt zu zeigen: Ist

B =

b1...
bn

 ∈M(n× n,K)

und istC eine Elementarmatrix vom TypDi(λ) beziehungsweiseEij(1), dann ist

det(CB) = det(C) det(B)

(Dann ist nämlich

det(AB) = det(C1(C2 · . . . · CsB)) = det(C1) det(C2 · . . . · CsB) = . . . = det(C1)·. . .·det(Cs) det(B) = det(C1 · . . . Cs) det(B) = det(A) det(B)

a) Fall:

C = Di(λ) =


1 0

. . .
λ

. . .
0 1

 =⇒ det(CB) = det


b1
...
λbi
...
bn

 = λ det(B)

und es ist det(C) = λ, somit det(CB) = det(C) det(B)

b) Fall:

C =

1
. . . 1

0 1

 ,det(C) = 1

Es ist

CB =



b1
...

bi + bj
...
bj
...
bn


das heißt

det(CB) = det(B) = det(C) det(B)

Insbesondere fürA ∈ GL(n,K) gilt:

1 = det(En) = det
(
AA−1

)
= det(A) det

(
A−1

)
=⇒ det

(
A−1

)
= (det(A))−1 □
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Anmerkung 14.4 Wir müssen immer noch zeigen, dass es überhaupt Abbildungen det :M(n× n,K)→ K
gibt, die D1-D3 erfüllen. Wir werden dies tun, indem wir eine explizite Formel angeben (Leibniz-Formel)

Definition 14.5 (17.3) σ ∈ Sn
sgn(σ) :=

∏
1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − 1

heißt das Sigma von σ. σ heißt gerade Defn.←−→ sgn(σ) = 1, σ heißt ungerade Def.←−→ sgn(σ) = −1

(i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n}, i < j, σ(i) > σ(j)

heißt ein Fehlstand von σ

Bemerkung 14.6 (17.4) Es gilt:

1. sgn : Sn → {±1} ist ein Gruppenhomomorphismus von (Sn, ◦) nach ({±}, ·), das heißt

sgn(σ ◦ τ) = sgn(σ) sgn(τ)∀σ, τ ∈ Sn

2. sgn
(
σ−1

)
= sgn(σ) ∀σ ∈ Sn

3. Es ist

sgn(σ) =

{
1 wenn σ eine gerade Anzahl von Fehlständen hat
−1 wenn σ eine ungerade Anzahl von Fehlständen hat

= (−1)k, kAnzahl der Fehlstände von σ

Beweis 1. und 3. nachrechnen

2. 1 = sgn(id) = sgn
(
σ ◦ σ−1

)
= sgn(σ) sgn

(
σ−1

)
=⇒ sgn(σ) = sgn

(
σ−1

)
□

Definition 14.7 (17.5) τ ∈ Sn heißt Transposition Def.←−→ Es existiert a, b ∈ {1, . . . , n}, a ∈ b mit τ(a) =
b, τ(b) = a und τ(c) = c∀ c ∈ {1, . . . , n} \ {a, b}

Bemerkung 14.8 (17.6) n ≥ 2. Dann gilt

1. Für jedes σ ∈ Sn existieren Transpositionen τ1, . . . , τk ∈ Sk mit σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk , das heißt für
jedes Element aus Sn kann (auf nicht notwendig eindeutige Weise!) als Produkt von Transpositionen
geschrieben werden.

2. Ist τ ∈ Sn eine Transposition, dann existiert ein σ ∈ Sn mit τ = σδσ−1 wobei

δ =

(
1 2 4 . . . n
2 1 3 . . . n

)
Beweis 1. per Induktion nach n:

Induktionsanfang:

p = 2, S2 = {id,
(
1 2
2 1

)
}(

1 2
2 1

)
ist eine Transposition,

id =

(
1 2
2 1

)
◦
(
1 2
2 1

)
Induktionsschritt: Die Aussage sei für n− 1 bewiesen. Wir betrachten die Abbildung

ϕ : Sn−1 → Sn, π 7→
(

1 . . . n− 1 n
π(1) π(n− 1) n

)
ϕ ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
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a) Fall:
σ ∈ Sn mit σ(n) = n =⇒ ∃π ∈ Sn−1 : σ = ϕ(π)

Nach Induktionsannahme existieren Transpositionen τ1, . . . , τk ∈ Sn−1 mit π = τ1 ◦ . . . ◦ τk

=⇒ σ = ϕ(π) = ϕ(τ1) ◦ . . . ◦ ϕ(τk)

ϕ(τ1), . . . , ϕ(τk) sind wieder Transpositionen =⇒ Behauptung
b) σ ∈ Sn mit σ(n) = mmit 1 ≤ m ≤ n− 1. Wir setzen

ε :=

(
1 . . . m . . . n
1 . . . n . . . m

)
, σ̃ := ε ◦ σ

=⇒ σ̃(n) = ε(σ(n)) = ε(m) = n

=⇒ Es existieren Transpositionen τ̃1, . . . , τ̃k ∈ Sn mit

σ̃ = τ̃1 ◦ . . . ◦ τ̃m =⇒ σ = ε ◦ τ̃ = ε ◦ τ̃1 ◦ . . . ◦ τ̃k

=⇒ Behauptung

2. Sei
τ =

(
1 . . . k . . . l . . . n
1 . . . l . . . k . . . n

)
Wir setzen

σ :=

(
1 2 3 . . . n
k l ∗ . . . ∗

)
(
σ ◦ δ ◦ σ−1

)
(k) = (σ ◦ δ)(1) = σ(2) = l(

σ ◦ δ ◦ σ−1
)
(l) = (σ ◦ δ)(2) = σ(1) = k

für i ̸∈ {k, l} ist
(
σ ◦ δ ◦ σ−1

)
(i) = (σ)

(
σ−1(i)

)
= σ

(
σ−1(i)

)
= i =⇒ σ ◦ δ ◦ σ−1 = τ □

Folgerung 14.9 (Folgerung 17.7) n ≥ 2. Dann gilt:

1. Ist τ ∈ Sn eine Transposition, dann ist sgn(τ) = −1

2. Ist σ ∈ Sn, σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk mit Transpositionen τ1, . . . , τk ∈ Sn, dann ist sgn(σ) = (−1)k

Beweis 1. Nach 17.6.2 existiert ein σ ∈ Sn mit

τ = σ ◦
(
1 2 3 . . . n
2 1 3 . . . n

)
◦ σ−1

=⇒ sgn τ = sgn(σ) sgn

((
1 2 3 . . . n
2 1 3 . . . n

))
sgn

(
σ−1

)
= sgn

((
1 2 3 . . . n
2 1 3 . . . n

))
Die Transponierte (

1 2 3 . . . n
2 1 3 . . . n

)
hat genau einen Fehlstand, nämlich (1, 2), also sgn(τ) = −1

2. sgn(σ) = sgn(τ1 ◦ . . . ◦ τk) = sgn(τ1) · . . . · sgn(τk) = (−1)k □
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Folgerung 14.10 (17.8) det :M(n× n,K)→ K sei eine Determinante, σ ∈ Sn. Dann gilt

det


esigma(1)

...
eσ(n)


 = sgn(σ)

Beweis Nach 17.6 existieren Transpositionen τ1, . . . , τk ∈ Sn mit σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk . Wir erhalten folgende
Sequenz von k Zeilenvertauschungen:

En =

e1...
en

→
eτk(1)...
eτk(n)

→
eτk−1◦τk(1)

...
eτk−1◦τk(n)

→ . . .→

eσ(1)...
eσ(n)


=⇒ det

(
eσ(1),

..., eσ(n)
)
= (−1)k det(En) = (−1)k = sgn(σ) □

Definition 14.11 (17.9) An := {σ ∈ Sn | sgn(σ) = 1} ist eine Gruppe bezüglich „◦“, die sogenannte
alternierende Gruppe

Beweis Übung □

Beispiel 14.12 (17.10) Es ist

S3 = {id,
(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
}

Es ist (
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
3 2 1

)
◦
(
1 2 3
2 1 3

)
das heißt

sgn

((
1 2 3
2 3 1

))
= (−1)2 = 1

Vergleiche Definition sgn:

sgn

((
1 2 3
2 3 1

))
=

∏
1≤i<j≤3

σ(j)− σ(i)
j − i

=
3− 2

2− 1

1− 2

3− 1

1− 3

3− 2
= 1

(
1 2 3
3 1 2

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
◦
(
1 2 3
3 2 1

)
=⇒ sgn

((
1 2 3
3 1 2

))
= 1

=⇒ A3 = {id,
(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
}

Bemerkung 14.13 (17.11) n ≥ 2, π ∈ Sn \An. Dann gilt:

1. Sn = Sn ∪Anπ,An ∩Anπ = ∅. Hierbei istAnπ{σ ◦ π | σ ∈ An}. Also:

Sn = An∪̇Anπ

2. |An| = 1
2 |Sn| =

1
2n!

Beweis 1. „⊇“ trivial
„⊆“ Sei σ ∈ Sn
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a) Fall: sgn(σ) = 1 =⇒ σ ∈ An ⊆ Sn ∪Anπ

b) Fall: sgn(σ) = −1 =⇒ sgn
(
σ ◦ π−1

)
= sgn(σ) sgn

(
π−1

)
= sgn(σ) sgn(π) = (−1)(−1) =

1 =⇒ σ ◦ π−1 ∈ An =⇒ σ =
(
σ ◦ π−1

)︸ ︷︷ ︸
∈An

◦π ∈ Anπ ⊆ An ∪Anπ

Annahme:An ∩Anπ ̸= ∅ =⇒ ∃σ ∈ An ∩Anπ =⇒ sgn(σ) = 1 und es existiert ε ∈ An mit

σ = ε ◦ π =⇒ sgn(σ) = sgn(ε) sgn(π) = 1(−1) = −1`

2. Die AbbildungAn → Anπ, σ 7→ σ ◦ π ist
• surjektiv nach Definition
• injektiv, denn: σ1 ◦ π = σ2 ◦ π =⇒ σ1 = σ2

=⇒ |An| = |Anπ|

Wegen Sn = An∪̇Anπ folgt |An| = |Anπ| = 1
2 |Sn| =

1
2n! □

Satz 14.14 (17.12) Es gibt genau eine Determinante

det :M(n× n,K)→ K

Diese ist durch

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · anσ(n), A = (aij) ∈M(n× n,K)

Beispiel 14.15 (17.13) 1. n = 2

det

(
a11 a12
a21 a22

)
=

∑
σ∈S2

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) = sgn(id)a11a22+sgn

((
1 2
2 1

))
a12a21 = a11a22−a12a21

2. n = 3: Erinnerung (vergleiche 17.10)

S3 = { id︸︷︷︸
1

,

(
1 2 3
2 1 3

)
︸ ︷︷ ︸

1

,

(
1 2 3
3 2 1

)
︸ ︷︷ ︸

1

,

(
1 2 3
1 3 2

)
︸ ︷︷ ︸

−1

,

(
1 2 3
2 3 1

)
︸ ︷︷ ︸

−1

,

(
1 2 3
3 1 2

)
︸ ︷︷ ︸

−1

}

=⇒ det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

Achtung: Die Sarussche Regel gilt nicht für n ≥ 4. Die Leibnizformel für n = 4 hat 4! = 24 Terme.
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Beweis 1. Eindeutigkeit: SeiA =

a1...
an

mitZeilenvektorena1, . . . , an ∈ Kn Für i = 1, . . . , n schrieben

wir ai = ai1e1 + . . .+ ainen (ei als Zeilenvektoren)

=⇒ det(A) = det

a1...
an

 = det


a11e1 + . . .+ a1nen

a2
...
an

 =

n∑
i1=1

a1i det


ei1
a2
...
an



=

n∑
i1=1

a1i1

n∑
i2=1

a2i2 det


ei1
ei2
a3
...
an

 = . . . =

n∑
i1=1

. . .

n∑
in=1

a1i1 · . . . · anin det

ei1...
ein



Falls {i1, . . . , in} ⊊ {1, . . . , n}, dann gilt nach D2:

det

ei1...
ein

 = 0

Falls {i1, . . . , in} = {1, . . . , n}, dann existiert ein σ ∈ Sn mit σ(k) = ik für k = 1, . . . , n, und es ist

det

ei1
...
e1n

 = det

eσ(1)...
eσ(n)

 = sgn(σ)

und jedes σ ∈ Sn kommt in obiger Summe genau einmal vor

=⇒ det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · anσ(n)

2. Existenz:Wir definierendet :M(n× n,K)→ K durchdieLeibnizformel undmüssenD1-D3nachrechnen.
D1a:

det


a1
...

a′i + a′′i
...
an

 =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . ·
(
a′iσ(i) + a′′iσ(i)

)
· . . . · anσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · a′iσ(1) · . . . · anσ(n) +
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · a′′iσ(1) · . . . · anσ(n)

= det


a1
...
a′i
...
an

+ det


a1
...
a′′i
...
an
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D1b: analog

D2: SeiA =

a1...
an

 ∈M(n× n,K)mit ak = al ohne Einschränkung k < l. Sei

τ =

(
1 . . . k . . . l . . . n
1 . . . l . . . k . . . n

)
∈ Sn \An

dann ist Sn = An∪̇Anτ nach 17.11. Ist σ ∈ An, dann ist sgn(σ) = 1, sgn(σ ◦ τ) = −1

=⇒ detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · anσ(n) =
∑
σ∈An

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · anσ(n) +
∑

sigma∈An

sgn(σ ◦ τ)a1,σ◦τ(1) · . . . · anσ◦τ(n)

=
∑
σ∈An

a1σ(1) · . . . · anσ(n) −
∑
σ∈An

a1,σ◦τ(1) · . . . · anσ◦τ(n)

Es ist

a1,στ(1) · . . . · ak,στ(k) · . . . · al,στ(l) · . . . · an,στ(n)
=a1,σ(1) · . . . · ak,σ(l) · . . . · al,σ(k) · . . . · an,στ(n)
=a1,σ(1) · . . . · al,σ(l) · . . . · ak,σ(k) · . . . · an,στ(n)
=a1,σ(1) · . . . · an,στ(n)

=⇒ det(A) = 0

D3: Sei

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j
(Kronecker-Symbol, dann istEn = (δij))

und

δ1,σ(1) · . . . · δn,σ(n) =

{
0 σ ̸= id

1 σ = id
=⇒ det(En) = det((δij)) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)δ1σ(1) · . . . · δnσ(n) = 1

□

Satz 14.16 (17.14) A ∈M(n× n,K). Dann gilt:

det
(
AT

)
= det(A)

Beweis SeiA = (aij)

=⇒ det
(
AT

)
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · . . . · aσ(n)n =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)A1σ−1(1) · . . . · anσ−1(n)

Die Abbildung ψ : Sn → Sn, σ 7→ σ−1 ist bijektiv wegen ψ ◦ ψ = idSn .

=⇒ det
(
AT

)
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . · anσ(n) = det(A)
□

Algorithmus 14.17 (17.15) Eingabe:A ∈M(n× n,K)
Ausgabe: det(A)
Durchführung:



14 Determinanten 96

1. BringeA durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen vom Typ 3, 4 auf obere Dreiecksgestalt

B =

λ1 ∗
. . .

0 λn


2. Ist k die Zahl der benötigten Vertauschungen von Zeilen und Spalten, dann ist

det(A) = (−1)kλ1 · . . . · λn

Beweis folgt aus 17.2, 17.12, 17.14. □

Definition 14.18 (17.16) A = (aij) ∈M(n× n,K)

Aij :=



a1,1 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 . . . a1,n
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

0 . . . 0 1 0 . . . 0
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

...
...

an,1 . . . an,j−1 0 an,j+1 . . . an,n


a#ij := det(Aji) ∈ K

A# :=
(
a#ij

)
∈M(n× n,K) = (det(Aij))

T

A# heißt die zuA komplementäre Matrix:

A′
ij :=



a1,1 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1,n
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . a1−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . a1+1,n
...

...
...

...
an,1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n


∈M((n− 1)× (n− 1),K)

Beispiel 14.19 (17.17)

A =

(
1 2
3 4

)
A11 =

(
1 0
0 4

)
, A12 =

(
0 1
3 0

)
, A21 =

(
0 2
1 0

)
, A22 =

(
1 0
0 1

)
A# =

(
4 −3
−2 1

)T

=

(
4 −2
−3 1

)
Bemerkung 14.20 (17.18) A ∈M(n× n,K), i, j ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt:

det(Aij) = (−i)i+j det
(
A′

ij

)
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Beweis Durch i−1Vertauschungen benachbarter Zeilen und j−1Vertauschungen benachbarter Spalten kann
manAij auf die Form (

1 0
0 Aij

)
bringen =⇒

det(Aij) = (−1)i−1+j−1 det
(
A′

ij

)
= (−1)i+j detA′

ij □

Bemerkung 14.21 (17.19) A =
(
a1, . . . , an

)
∈M(n× n,K)mit Spaltenvektoren a1, . . . , an,

ei :=


0
...
1
...
0


Dann gilt:

det(Aij) = det
((
a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an

))
Beweis Führe

(
ai, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an

)
durch Addition von geeigneten Vielfachen der j-ten Spalte in

Aij über („i-te Zeile ausräumen“) D7
=⇒ Behauptung □

Satz 14.22 (17.20) A ∈M(n× n,K). Dann gilt:

A ·A# = det(A) · En = A# ·A

Beweis SeiA =
(
ai, . . . , an

)
= (aij). Es istA#A = (bik)mit

bij =

n∑
j=1

a#ijaik =

n∑
j=1

ajk det(Aji) =

n∑
j=1

ajk det
((
a1, . . . , ai−1, ej , ai+1, . . . , an

))

= det


a1, . . . , ai−1,

n∑
j=1

ajke
j

︸ ︷︷ ︸
ak

, ai+1, . . . , an


 = δij det(A)

=⇒ A# ·A = det(A)En

Analog:A ·A# = det(A)En. □

Satz 14.23 (17.21 Entwicklungssatz von Laplace) n ≥ 2, A ∈M(n× n,K). Danngilt: Für jede i ∈ {1, . . . , n}
ist

det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det
(
A′

ij

)
(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

und für jedes j ∈ {1, . . . , n} ist

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaij det
(
A′

ij

)
(Entwicklung nach der j-ten Spalte)
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Beweis Nach 17.20 istA ·A# = det(A) = En, insbesondere ist für jedes i ∈ {1, . . . , n}:

det(A) =
n∑

j=1

aija
#
ij =

n∑
j=1

aij det(Aij) =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det
(
A′

ij

)
Analog für Entwicklung nach j-ten Spalte überA# ·A = det(A)En □

Beispiel 14.24 (17.22)

det

−2 2 3
−1 1 1
−1 0 1

 = (−1)1+2 · 2 · det
(
−1 1
−1 1

)
+ (−1)2+2 · 2 · det

(
−2 3
−1 1

)
+ (−1)3+2 · 0 · det

(
−2 3
−1 1

)

= 0 + det

(
−2 3
−1 1

)
+ 0 = (−2)1− 4(−1) = 1

Anmerkung 14.25 • Versuche, nachZeilen beziehungsweise Spaltenmitmöglichst vielenNullen zu entwickeln.

• Vorzeichenverteilung durch (−1)i+j : + − +
− +

+
. . .


Satz 14.26 (17.23) A ∈ GL(n,K). Dann gilt:

A−1 =
1

det(A)
A# =

1

det(A)
BT

wobei
B = (det(Aij)) =

(
(−1)i+j detA′

ij

)
Beweis folgt aus 17.20 □

Beispiel 14.27 (17.24) Sei

A =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,K)

=⇒ A−1 =
1

ad− bc

(
d −c
−b a

)T

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

Satz 14.28 (17.25 Cramersche Regel) A =
(
a1, . . . , an

)
∈ GL(n,K), b ∈ Kn, x ∈

x1...
xn

 ∈ Kn Sei die

eindeutig bestimmte Lösung des LGSAx = b (es ist x = A−1b) Dann: für jedes i ∈ {1, . . . , n} ist

x1 =
det

(
a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an

)
det(A)

Beweis Es ist x = A−1b, undA−1 = (dij) mit dij = 1
det(A)a

#
ij , also

dij =
1

det(A)
det(Aji) =

det
(
a1, . . . , ai−1, ej , ai+1, . . . , an

)
det(A)
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=⇒ xi =

n∑
j=1

dijbj =

n∑
j=1

bj
det

(
a1, . . . , ai−1, ej , ai+1, . . . , an

)
det(A)

=
det

(
a1, . . . , ai−1,

∑n
j=1 bje

j , ai+1, . . . , an
)

det(A)
=

det
(
a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an

)
det(A)

□

Beispiel 14.29 (17.26) Wir betrachten das reelle 3× 3 LGS−2 2 3
−1 1 1
−1 0 1


︸ ︷︷ ︸

=:A

x1x2
x3

 =

1
2
0


︸ ︷︷ ︸
=:b

Nach Beispiel 17.22 ist det(A) = 1

=⇒ x1 = det

1 2 3
2 1 1
0 0 1

 = 1det

(
1 2
2 1

)
= −3

x2 = det

−2 2 3
−1 1 1
−1 0 1

 = 1(−1) det
(
1 3
2 1

)
+ 1 · 1 det

(
−2 1
−1 2

)
= 5 + (−3) = 2

x3 = det

−2 2 3
−1 1 1
−1 0 1

 = 1(−1) det
(
2 1
1 2

)
= −3

Anmerkung 14.30 In derPraxis findet dieCramerscheRegelwegend er vielen zuberechnendenDeterminanten
kaum Anwendung.

Definition 14.31 (17.27) V endlichdimensionaler K-VR, f ∈ EndK(V ). Wir wählen eine Basis B von V und
setzen

det(f) := det(MB(f))

Dann gilt:

1. det(f) ist wohldefiniert.

2. f ist ein Isomorphismus ⇐⇒ det(f) ̸= 0

Beweis 1. SeiA eine weitere Basis von V, S := TB
A

=⇒ MA(f) = SMB(f)S
−1 =⇒ det(MA(f)) = det

(
MB(f)S

−1
)
= det(S) det(MB(f)) det

(
S−1

)
= det(S) det

(
S−1

)
det(MB(f)) = det(MB(f))

2. f Isomorphismus

⇐⇒ Φ−1
B ◦ f ◦ ΦB =MB(f)

:

Isomorphismus
⇐⇒ MB(f) ∈ GL(n,K)

⇐⇒ det(MB(f)) ̸= 0

⇐⇒ det(f) ̸= 0 □
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Anmerkung 14.32 Ist R ein kommutativer Ring, dann kann man (in Analogie zu M(n× n,K) für einen
Körper K) den Ring M(n× n,R) der n × n-Matrizen mit Einträgen in R betrachten. Im Beweis von 17.12
wird nicht dividiert. Somit: Definiert man

det :M(n× n,R)→ R, det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · . . . ·Anσ(n), A = (aij)

dann sindD1-D3 (fürR stattK) erfüllt. (undmankannzeigen:D4 -D9,D11 sind erfüllt,det(A) = det
(
AT

)
, A·

A# = A# ·A = det(A)En, Entwicklungssatz von Laplace)
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