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1 Vorspann

1.1 Ein Experiment mit klassischen Teilchen

1. Fall: Quelle von nicht weiter zerteilbaren Teilchen mit zufilliger Richtung. Es werden die Anzahl der
Teilchen auf einem Raster x mit Gitterkonstante Ax gemessen. Dann werden in der Mitte die meifiten
Teilchen ankommen. Die diskrete Verteilung kann mit einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung
beschrieben werden. Die wichtigen Groflen sind hier die Position der maximalen Wahrscheinlichkeit und
die Breite (FWHM - full width half maximum)
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2. Fall: 2 Quellen (mittels Doppelspalt der Breite d, d < FWHM)
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Ortx

T r+Ax

Wichtig: Diskrete Zahlen. Die theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilung kann nur annahernd gemessen werden!
Anzahl der Teilchen — co = P ().

1.2 Ein Experiment mit klassischen Wellen

Quelle sendet Kugelwellen aus (fixe Frequenz, fixe Amplitude), Doppelspalt. Ein Detektor misst Strom o Intensitit.
Man erhilt das Intensisitsmuster I15 eines Doppelspalts. Bei blockieren eines der Offnungen des Doppelspalt
erhilt man einen Einzelspalt und somit nurnoch das Intensititsmuster eines Einzelspalts, mit Maximum bei dem
nicht blockierten Spalt. Wichtig: Intensitit ist kontinuierlich /15 kann genau gemessen werden.
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chierte Position 2

1/4

/i/\\ ~ Ortx
Detektor
Warum hat /15 die angegebene Form?
1 T
I(x) = 05T E(:L‘,t)dt

E(x,t) = E1 cos (wt + Eﬁl) + F5 cos (wt + ERg)

mit Hilfe von komplexer Schreibweise

- o

E(z,t) = %{Elei(wtfle) + E2€i(wt7E§2)}
v !

reell reell

_ gﬁ{ El e—i(l_ﬁ“él) +E2efii€‘é2 eiwt}
— ~—
ai az
= Iiz(z) o |ag + aaf
Wir interessieren uns nur fiir x-Abhingigkeit, nicht fiir absolute Werte
La(z) « |ag + az|” = (a} + a})(a1 + a2)
= |a1]* + |az|* + afas + abay
]a1|2 = EleileEle*le = E% ~ I
|az|® = B Bye ™ = F3 ~ Iy
ajas + aya; = ajaz + c.c.
= 2R {atag} = 2R{ B, Bye'h(F2
11[2 COS ( (RQ - R1>)

¢
= |l1s =1+ 1+ 2/ I1I5cos¢

-y
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Maximale Intensitit ¢ = 0 ‘]_%1‘ = )]_%2‘ Fir 1 = I, = Iy:

Ivax =11 + Is + 2+/ 1112 = 41
Ihin=1L1+1,=2\/11I,=0

Intensitit wird raumlich umverteilt, gesamt Intensistit bleibt erhalten

I} + I> = Energieerhaltung

1.3 Ein Experiment mit Elektronen/Atomen

AJRICIENHEEE TN

Ortz

T x+Ax

Quelle: Metallspitze aus hohem negativen Potential. Wieder diskrete Detektoren, Messung {iber Elektronenvervielfacher:
durch anliegende Spannung I6st ein Elektron aus einer Metallplatte weitere Elektronen aus, die wieder weiter
auslosen. Es entsteht ein kurzer Strom-Peak, der gemessen werden kann.

Annahmen:

1. Das Elektron geht entweder durch Blende @, oder Blende @
2. Mit ,komplizierter Dynamik

Einfacher Test fiir Annahme 2.: Blockieren einer Blende (hier @). Man wiirde eine Verteilung dhnlich der
mit zwei Blendern erwarten.
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Ortx

T r+Ax

Teilchen verschwinden in den Minima bei der Pj5, obwohl sie nach der Verteilung fiir eine Blende auch dort
ankommen miissten.

1
= Pu# {A+ R}

Mathematische ,’einfach®: Einfithren der komplexen Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢. Wahrscheinlichkeiten
sind gegeben durch

P = |¢n)?
Py = |¢o|?
Py = |¢1 + ¢o]?

Wichtig
Elektronen werden einzeln gezihlt. Es gibt keine "halben”Elektronen. Wahrscheinlichkeitsverteilung kann
nur annihernd gemessen werden. Pjo = unendlich viele Experimente.

Welle-Teilchen Dualismus

Elektronen werden nur als Einheiten detektiert, die riumliche Verteilung kann als Interferenz von Wahrscheinlichkeits-
Amplituden (komplexes ¢) beschrieben werden.

Beobachtung der Elektronen an jedem Spalt.

<

Lichtblitz
durch gestreutes (P1+ P)/2
Licht

Ortx

AL UEHMEERTTN
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Es entstehen Lichtblitze durch gestreutes Licht. P;: Blitz bei @, P»: Blitz bei @ Blitz bei @ und @ wird
nie beobachtet. Dies bestitigt Annahme @

= - Ort x

Vjum[qaqmalpsmem

Bei A > d ist nicht mehr feststellbar, ob das Elektron durch @ oder @ kommt. Bei A ~ d erhilt man eine
Uberlagerung von |¢1 + ¢o| und 3(P; + P»)
Quantenmechanik kann das beschreiben, weil das prinzipiell mégliche Wissen einer physikalischen

1.4 Zusammenfassung

Fiir fundierte Diskussion eines Quantenmechanischen Experiments mus definiert werden

1. Pripration de Anfangszustand
2. Wechselwirkung / Zeitlich Entwicklung

3. Detektion - Was wird beobachtet
Ein Ereignis ist definiert als ein spezielles Set von 1. bis 3..

Beispiel 1.1 Ein e~ verlisst die Quelle kann nicht alle Orte in Raum erreichen (Blenden), e~ wird in einem
Ortsintervall [z, z + Ax] detektiert.

Vorhersagen nach folgenden Regeln

1. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem idealen Experiment ist gegeben als das Quadrat des

Absolutbetrages einer im allgemeinen komplexen Wahrscheinlichkeitsamplitude
P ... Wahrscheinlichkeit
¢ ... Wahrscheinlichkeits-Amplitude

P=¢]=¢*

2. Wenn ein Ereignis in verschiedener Art und Weise stattfinden kann, dann ist die Wahrscheinlichkeits-
Amplitude gegeben als Summe der einzelnen Wahrscheinlichkeits-Amplituden der Moglichkeiten.

Beispiel 1.2 e~ — Detektor tiber

+ Blende @
+ Blende @
®=¢1+ P2 (Superposition)
P =¢[* = |é1+ 6o
3. Kann man die einzelnen Moglichkeiten prinzipiell unterscheiden, addieren sich die Wahrscheinlichkeiten

P = (P1+P2)/2
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2 Materiewellen

2.1 Historische Herleitung von de Broglie

Ziel:
» Dispersionsrelation fiir massive Teilchen
+ Superpositionen von unphysikalischen Wellen kénnen Natur beschreiben
+ Zerlegungin de Broglie-Wellen erlaubt vorhersagen

Louis de Broglie. “XXXV. A tentative theory of light quanta”. In: Philosophical Magazine Series 6 47.278 (1924),
S. 446-458
3 Grundlegende Hypothesen (3 Einstein)

1. E = mgc? Masse = Energie, mg: Ruhemasse, c: Lichtgeschwindigkeit
2. E = huyg Photoeffekt, h = 6.626 069 934(89) x 10734 J s Planck Konstante, 1/: Frequenz
3. Gleichmifig bewegte Bezugssysteme sind mit Lorenzt Transformation verkniipft

Aus 1. und 2. folgt, dass man jedem Teilchen im Ruhesystem eine Frequenz zuordnen kann

mo 02

h

Sei S ein ruhendes Bezugssystem, betrachte ein ruhendes Teilchen (v = 0). Man erhilt

vy =
1;[) — engTrt

Nun betrachte ein bewegtes Bezugssystem S’ mit v, = v, vy, = 0. Man erhilt

w _ 6i1/027rt’

Die Zeit wird ortsabhingig!

S/ ei27rV()t,
()
127V < — )
S:e 1=(2)") = ¢ilwapt—kapz) (die de Broglie Welle)
mit
271y 2T myc Egegrune
wdB = = — =
2 h 2 h
1-(2) 1-(2)
h
h=—
27
]—% _ 27TVOU _ 21 m00277 ﬁmel
dB A
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nicht relativistischer Limes v < ¢

const. hingt nur von der Masse ab

Materiewelle

¢($,t) _ e—i(wt—kx)

e
- 2m
hk = mo

Beschreibt ein massives Teilchen mit Masse m, das sich mit wohldefinierter / scharf definerter Geschwindigke
v < cbewegt (Impuls Eigenzustand).

it

Den Zusammenhang w(k) = f(k) nennt man Dispersionsrelation.

Wichtig

Unterschied zu elektromagnetischen Wellen im Vakuum:

Materiewellen

>t

Dispersion
eines Atoms

2
mocC

AV=c¢c — w=ck

w= ikz@
2m

Masseloses
Teilchen - Photonen

k=2



2 Materiewellen

10

2.2 Wie sieht die Materiewelle aus?

t=0 o¢(x,t

Groflenordnung
Thermisches Gas:

¥ (x,t) ist ein komplexes Feld:

Zeitt =0

Zeit t
Y(x,t) = e~ i(wapt—kapz)

= cos(kqpx) + isin(kqpz)

— 0) — eikdsz
27
kip = +—
B
B h%le
2m
h
AdB = —
muv
)
~ 240ms!
~4cmst
~1l4dmms™

1

mv?
2
de Broglie Beziehung
mittlere Geschwindigkeit
wahrscheinlichste Geschwindigkeit
A
19 pm
0.1 pm
3.3 pm
()
()

wapt = kiBTm

SN
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« globale Phase spielt keine Rolle
« Energienullpunkt ' = mgc?
¥ (x,t) ist ein komplexes Feld:

wapt = kaBTm

L _ WaB
m =
kap
~—~—
,UdB
ph
2
4B mv° h v o
VY = = — Phasengeschwindigkeit
ph 2h mv 2 & &

Phasengeschwindigkeit ist nicht physikalisch! Gegeben eine de Broglie Welle mit kg = k. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo zu finden?

o / p(x)dz = / () P = / ke gk g / ds = oo
o0 \L — 00 — 00 — 00

W.-Dichte

Eine de Broglie Welle ist nicht normierbar! Analoges Problem: Energieinhalt in einer ebenen Elektromagnetischen
Welle.

= Losung: Superposition (Uberlagerung) von ebenen (unphysikalischen) Wellen erlaubt, um physikalischen
Situation zu beschreiben.

Zusammenfassung: Neue Beschreibung der Bewegung von Teilchen = Wellenoptik. Fir ¢(x,t) —

‘ Y(x, t)? }dz: ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zur Zeit ¢ im Intervall [z, z+dx] zu beobachten. Klassische

Teilchenmechanik entspricht dem geometrischen ,Optik-Limit“ der Wellenmechanik.

Fermat’'sches Prinzip in der Wellenoptik
Licht breitet sich entlang des kiirzesten optischen Weges aus

5/?2025/?:i5/mvds:0
1 mo . ,

Variation Maupertuis Prinzip der kleinsten Wirkung

2.3 Das Wellenpaket - physikalische Wellenfunktion durch Uberlagerung (Superposition
von ebenen Wellen)

Das Wellenpaket (ruhend)

t=20
2 ‘14 -2
/l]Z) ¢($,t:0) :(@) / e a2
1/)0 Normierung
o0
%o / [Y)Pde = 1 Quadrat-Integrabel
e )
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t = T? Wir wissen ,nur” wie sich de Broglie Wellen ausbreiten = zerlege ¢)(x, ¢ = 0) in ebene Wellen mit
Wellenvektor kgyp. Jede Welle wird sich entsprechend

hkﬁ B
2m

WdB =

ausbreiten.

de Broglie Welle t = 0
S
Y(z,t =0) = Y(k)ehedk
—00
4
Amplitude der Welle

= triviale Zeitentwicklung
oo ~ . .
Y(z,t =T) = / Y(k)ehre T dk

— / &(k)efi%kz'f elkxdk_

Nur die Phase der komplexen Wahrscheinlichkeits-Amplitude andert sich. Die zeitliche Anderung ist linear in

der Zeit, aber quadratisch in k.
Da
U = i(k_)ei(kx—wt)

einer de Broglie Welle und damit einem Teilchen mit scharf definiertem Impuls p = muv = hk entspricht,
bezeichnet man (k) als Impulsdarstellung / Impulsamplitude. Entsprechend W(z) ist die Ortsdarstellung /
Ortsamplitude des Quantenmechanischen-Zustandes. Die Ausbreitung im Impulsraum ist trivial

~ ~ 2
D(k) > (k) e B!

t=0 t N

Rotation in komplexer Zahlenebene

Aber wie sieht die raumlich Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?
Wiederholung: Fourier-Transformation.

Periodische Funktionen (Fourier 1822)

flx+d) = f(x) d: Periode
f(l‘) _ Z gneinGm G = QFﬂ'

1 x+d )
Y
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d d
/0 f(x)e—szx :A Z gnez(n—m)Gx = gmd

n=—00
o0 o0 oo [e’e]
2 _ * —inGw imGx
- m
[ 1@l = [ g 3 gt
- X pn=—c0 m=—00
o0
= [ e
—® n m
[e.@]
= Z lgn]? =1 Normierung
n=—o00

f(z) reell = g, = g}

0o —1 o)
Z gneinGx =go+ Z gneinG:B + ZgneinG;r
n=1

n=-—0o n=-—00
[e.e] o0
=go+{D_gne "+ g™y
n=1 n=1
2+ z=(a+1ib)" + (a+ib) = 2R{z}

Einfache Beispiele

Fouriertransformierte

N I S SR e

Je kleiner die Struktur im Ortsraum, umso breiter wird die Verteilung im Impulsraum.

Aperiodische Funktionen
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1 o ikx
f@)= = | atigeta
——1 - z)e * 4y
o) = o= [ s

ormierung:

/_ 7 @) f(2)de = / " g(k)g (k)dk = 1

—00

In der Quantenmechanik hat man

Dirca-Delta Fuktion

/_ ¥ h(@)8(z — 20)dz = h(zo)

Darstellung der Dirac §-Funktion iiber Fourier-Transformation

g(k) = \/12? /_OO S(z)e *edy = \/12?

1 .
é(z) = Py /_Oo ez
Darstellung von komplexen Zahlen:
v =y’
vle) = [ derdr
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Ort Impuls
_ﬁ 7 a ﬁ 2
W, t = 0) = (Z5)V4e™ Y(k,t=0) = Gosme "
~ 2
|¢|@‘ || 4
~—-Breite ﬁ—Breite
0 a * 0 )
o) 91
0+ 07
g

Heisenberg Unschirfe

1k
Az Ap = hAzAk = e = =2
\L 2a 2

1 .
i Wert der W.-Verteilung

Az = RMS = 4/ (22) — (z)?
]

Root Mean Square

folgt aus der Beschreibung eines Teilchens mit Gewschwindigkeit ¥ / Impuls m ¥ durch ek = de Broglie

Welle und dem Superpositionsprinzip.
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Extremfall: Teilchen am Ort x¢:

Ort
Y(x,t =0) =d(x — x0)
()]
X
O
0 €

= Impuls maximal [—00, co] unscharf.

[mpuls
Bk, =0) = & [, ekl
(k)4
¢
—kxg

Analog: Ein Teilchen mit wohldefiniertem Impuls ist vollstindig delokalisiert.

Ausbreitung eines Wellenpakets:
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t=20
[l [l 4
0 v 0 k
6 o4
0 4+
0 £
g k
t=T
[V, ’121’ \ Keine Kraft
Wellenpaket Impuls kann sich
zerlauft Aﬁlcht indern
0 v 0 k
¢, 4
0 4+
¢ oc —k?
2
X T
)¢

~ . ~ .rLt

Pk, 1) = P(R)e 5 = (ke o



2 Materiewellen 18

Y(x,t) = (2\/;/4 /00 e,é(kfko)zei(kxfw(k)t)dk
™ —00
2
mit w(k) = %

hkg ) 2
202\ /! i BGON

w(:c,t) = <a> € eikoxe o2 2iht

R

1/4
242
at + L )

m

hk?
mit = —0— 2t
2m
2ht
tan20 = —
ma
Fiir die Breite Axz(t) ergibt sich
a 4h2t?
Al‘(t) = 5 + m2a4
Fiir kurze Zeiten:
h2
Ax(t) ~ %m2a3 2. Quadratisch
Fiir lange Zeiten:
h :
Az(t) ~ —t Linear
ma
Bemerkung:
h 2 h
)\dB:2a — 1):*77-‘-2271'7
m \dB ma
Az, o t?
2Axy Stirkere Lokalisierung fithrt zum schnellerem Zerflief}en!
Axq
t

2.4 Allgemeine Ausbreitung eines Wellenpakets

vt = [ dmetee®ag

w(k): Dispersionsrelation
Wenn (k) im k-Raum (Impuls Raum) um kg konzentriert ist, kann die Dispersionsrelation w(k) durch eine
Taylor Reihe genihrert werden.
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wo + — /

— w(k)

— [d(k)]
! k
ko

Taylor Reihe fiir w(k):

k — ko)?
2

il wose (b i (=kg)? ),
0+w( (k—ko)+w; 5 t—kx

ow 0w, (
w(k) = Wk, + [y, (k= ko) + =5,

— b0 = | " d(k)e

Definiere k = k — kg — k = k + kg, damit

i (wht — ) nt- L w2t

Einhiillende bewegt sich mit

0o ———
) — -

P(x,t) = ¢t (koz—wot) V(k+kole T dr

~———

de Broglie Wellew__>°

Einhiillende
0w
% = g I

Vg

R,

\/ \/ )
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wj # 0 = Phase ox K’t = zerflieRen. Interpretation:

w” h

~ Z k2= k2
w ~wy+ 5 wo+2m*

Effektive Masse m™ ist invers proportional zur

positive
Kriimmung der Dispersionsrelation w(k).

Masse™ mj
|mi| > |mi|

negative
Masse™ mj5

-k

Gauss’sches Wellenpaket:
~ o2
Plk) ~ e T

—> W' Term fithrt zum zerflieRen des Pakets =—> Gauss bleibt Gauss. Hihere Ableitungen von w(k) fithren
zur Verzerrung des Grauss’schen Wellenpakets.

2.5 Beugung von Materiewellen

Doppelspalt — N-Spalten = Gitter. (vergleiche Abschnitt 2.3 Fourier)

T
Doppelspalt — N-Spalten = Gitter
z k.
—_— d
z=0 -
— Gitter
B

]
]
]
]
]

&‘

1 (x) dirket nach dem Gitter

Y(x,z=0)=N Z gneme® G=—

n=—0oo

) 1 . B
mit g, = —sin| n——
nmw d

Wie breitet sich ¢ (z, k, t) aus?

1. Energieerhaltung: wyp dndert sich nicht
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2. Impuls dndert die Richtung weil nach dem Gitter gilt:

o
ost) =N 3 gugnnesn

e . [nG
e

0
=N Z gnei(kni"’fwt)

n=—oo

K., folgt aus der Energieerhaltung
vor dem Gitter

T
n’G? + kf = k:g
1

nach dem Gitter

Wahrscheinlichkeit sich in Richtung ky = <l§
4

> auszubreiten / gebeugt zu werden:
P(k, = G) = [NP’giar

einfallender
Wellenvektor k = (2)

‘E‘ ist erhalten aber die Richtung #ndert sich durch

Gittervektor G. Fir

Nur diskrete Impulse weil periodische Struktur im Raum.

In

Festkorperphysik:
Ewald Kugel

% < 1: Ergebnis wie in Beugung von elektromagnetischen Wellen an periodischen Strukturen.

0o G _2mlap _ Aap

k d2r  d

2.5.1 Elektronen

Beobachtung: Davisson & Germer (1927) e~ Strahl mit 75eV, A\gp = 1.4 X 10710 m fllt auf NI-Kristall.

e~ Wy : : : : :Id =3.52 x 10_10111
«

— o= B gy, 0o

~ 23°
d 1 meter

Die Beugungswinkel sind vergleichbar zu Rontgenstrahlen, aber die Eindringtiefe fiir e~ ist geringer (Coulomb
WW) = werden heute standardmiflig eingesetzt um bei Molekularstrahl Epitaxie kristallines Wachsen
nachzuweisen.
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? Beugung
? ? wird auf
? Phosphor-
B schirm
e~ -Strahl beobachtet
000000000
. QgQoOoQooooo0oo
Kristallines Wachstum
Klare Beugungsstruktur: o T
L] . L]
Amorphe Strukturen
Diffuse Beugungsstruktur
2.5.2 Molekiile an einem Transmissionsgitter
Beispiel: Nag Pritchard Group am MIT.
|
| -
Na Ofen |
Beugung
800ms~* ‘ ‘ |
|
Nanometer
|
\ Gitter
d =160 nm
A
Na: Mg = 20pm = Gz%wl.%x 10742 125 pmm ™"
1
Nas : Agp = 10pm — 9:5125pcmm_1
2.5.3 Nachweis von sehr ,fragilen“ Molekiilen
Beispiel: Heg
Ubliche Methode:
X l\'@ekﬁl of
Proportional
zur Masse
Massenspektrometer
NG
Hesy He+ He +e” misst immer

He + Het + 2~ nur He Masse
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Verwendung von nanometer Transmissionsgitter — Analyse der Beugungswinkel
\

He

\
Heo \ '\va
- ‘ OHe =2 X OHe,
\
\

2.5.4 Beugung von Makro-Molekiilen
Beispile: Cgg, Cg0Fuo

Kollimation

Ofen
900 K ‘ ‘ \
\ \ Beugungsgitter

d ~ 100 nm

\
\
\
\

30X1076A30V‘m 3cm

~

m km

Fundamentale Frage: Gibt es eine kritische Grofle, ab der Quantenmechanik klassisch wird?

2.6 Atom Interferometer

1. Atom Interferometer - Doppelspalt aus diinnen Goldfolien
Gruppe-Mlynek: 1991 Konstanz

2. Atom Interferometer - 3 Gitter Aufbau
Gruppe Pritchard: 1991 MIT/Boston

®Atomdetektor

My

/N

Nanometer Gitter

Die Wahrscheinlichkeit das Atom zu detektieren ist [)|* mit
Q,Z) — wl + ,¢2 — n2€ikl1 + n26ikl2

— etttz (1 1 eik(@%))
1
globale Phase

Al=1ly—1; =0 = [¢|* =4n*
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Beobachtung des Interfernzmusters W\Q =07
2
| | / |
2

\ \ \

\ \ \

\ \ \

\ \ \ 1Verschiebe Gitter um Ax

T T T T T Ax

Gitterperiode d 0 d 2d
Warum:

w(w): Z gneinGx

n=—00
)
= T+ Ax — § : gneznGAx eznGm
n=-c0 i27rn¥
gne d

Axr =d = ™ =1 — keine Anderung

Letztes Gitter:

. -2 Ax :
= ¢ = n2€zkl1 T 4 nQelk‘lg

mitl; =ly =1

= nzeikl(ei% 1)
62 = nt (e + 1)(¢ 70 4 1))
2w Az 2mAx

=n' {24 4}

2rAx
d

=2 cos
2 27T
= |[Y|" x1+ COS(FAaf)

Messen von Potentialen

Potential am Weg 2:
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Vv,
] \ Weg 2
Gesamt- l !
energie | | |
| | Konstant
j ; Zeit-Unabingig
1 | Energieerhaltung
~ Weg 2
Kintetische | !
Energie | } !
2 | |
2m | |
ZIZ:I:IIIIIZIZ:I:IIIIIZI::I:]‘

h2k2
143 ——dB
2m
o, PP
' 2m 2m
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Freies v v = const. v
Teilchen Wird  \;p = const.  wird
kleiner grofler
= A T = AaB {

Die Kraft verindert die Geschwindigkeit = die de Broglie Wellenlinge dndert sich entsprechend —
¢ = kjp - x die Phasenakkumulation @ndert sich im Potential == Phasenshift kann gemessen werden. Die
de Broglie-Wellenldnge dndert sich == sie wird im Bereich 2 ldnger, weil Atom langsamer wird. Einfach
Beschreibung durch Einfithrung eines ,Brechungs Index”

frei
= Fvtedium — f)otential _ )‘d%'
Fvakuum Kfrei )\Z(Eentlal
Mit 2:
2mV
2 _ 1.2
R
2m 174
h2k2 \/Tg
_—
nap
Fiir V' < Egeg
\%4
~1—
ndp 2E,

Im Atom Interferometer: Empfindlichkeit abschitzen — welche Potentialh6he fithrt zu einer Phasenverschiebung
von 7 = Maxima des Interferenzmusters verschieben sich um eine halbe Periode.

v
Agf) = -7 = (n — 1)kdB - L= _ﬁkdBL
_ h2kdBf
 m L

m = Na, \gqg ~20pm,L = 1cm
V=3x10"2JZ£0.18neV

Anwendungen: Messung der Erdbeschleunigung.
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@l
3
&
>
[N}
\

— DPotentialdifferenz, fir m : C's, Ah = 1 m
mgAh ~ 13 peV

Gravitationsmessung mit Atomeren Fountain == g %+ 10™%¢. Erste Messung mit Neutronen.

2.7 Zusammenfassung

Historische Herleitung von de Brogliewellen = 3 Einstein

De Brocliewelle: Quantenmechanischer Zustand mit scharfen Impuls

Dispersionsrelation fiir massive Teilchen

Superposition von ebenen Wellen konnen physikalische (normierbare) Zustande beschreiben - |1/ (z)|*dz ist die
Wahlscheinlichkeit ein Teilchen im Intervall [z, 4+ dz] zu detektieren.

Zerlegung einer allgemeinen Einteilchenwellenfunktion in de Broglie Wellen erlaubt Vorhersage der Dynamik
Viele Experimente in Quantenmechanik mit einzelnen Teilchen, konnen mit diesen minimalen Vorraussetzungen
verstanden werden

3 Allgemeine Quantenmechanik

3.1 Quantenmechanischer Zustand und dessen Darstellung

Besher nur den Fall der Ausbreitung eines massiven Teilchens — Wellenmechanik. Quantenmechanik ist allgemeiner!

Das System (zum Beispiel Teilchen, drehendes Molekiil, . . . ) wird beschrieben durch einen Quantenmechanischen
Zustand hb) Er beinhaltet alles, was wir vom System wissen konnen.

|1)) nennt man ,ket", eingefiihrt von Dirac.
|1))* = (1| nennt man ,bra“.
Skalarprodukt: (1|1))
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2D Raum:
Punkt p
Y
r
4
x
Darstellung des Punktes in einem

Koordinatensystem durch einen Vektor:
kartesich: (x,y)

polar: (r, )

P =12, +yé,

x,y: Koordinaten, €., €,: Basisvektoren,

alternativ
P=ré. +¢+ €y
Skalarprodukt
(€y,€r) =€y €x =1 Normiert
(€z,€y) =0 Orthogonal
(V,a® + bZ) = a(¥, W) + b(Y, T)

Jniitzlich“ um Koordinaten zu extrahieren:

(8, P) = &, - (28, +y&,) =

Quantenmechanik
R?lum Zustand
aller
Zustinde [)

Darstellung des Zustandes |1)) in einer Basis.
Bisher: |Wellenpaket).
Ortsdarstellung: 1(x) = [¢|e’®

¥ ()] ¢(x)

A

0

Impulsdarstellung: (k) = [¢)|e®

(k)| ¢()

| B

hk =p

_ * :—E» z 333
(o) = / S (BP(E)d

Ortsdarstellung

Impulsdarstellung

,niitzlich” um Wahrscheinlichkeitsamplituden zu
extrahieren

Beispiel 3.1 (1ID-Wellenpaket) Basis: Zustinde mit wohldefiniertem Impuls Ak

|k) £ de Broglie Wellen



3 Allgemeine Quantenmechanik 29

Wellenpaket ist eine Summe (Superposition) von de Broglie Wellen

Basisvektor / Impuls Basis

+oo T
|Wellenpaket) = [y p) = (k)| k)ydk

o |

Koordinate

A . .
= Darstellung von |y p) in Impulsbasis.
Korrdinate / Wahrscheinlichkeits-Amplitude von |k’) — Impuls iik” zu messen:

i — / (k) |K) dls = / (K| (k) [k) i
- / B(k) (K |k) dk
N L e L ke, L[ iw)eg, _ s 1
W) = [ e 2W/ de = 8(k — k)
Kl ) = / B(R)YS (k — k) dk = (k)

Ortsdarstellung von |1y p)
,Ortskoordinate®: (x|¢w p)

—+00 —+00

(aowe) = vwe() = (ol [ D)) dk= [ k) G@lk)

1 [t
= /_ (ke dk

Ortswellenfunktion () ist eine Darstellung von [ty p) = Ortsdarstellung. ¢ (k) ist eine andere Darstellung
vom Zustand |¢y p) £ Impulsdarstellung. Das Ergebnis von Rechnungen héngt nicht ab von der Darstellung

/ Basis ab — die Berechnung kann in einer bestimmten Basis sehr einfach sein. Zum Beispiel: Wellenpaket
Dynamik ist in der Impulsdarstellung einfach.

3.2 Observable (beobachtbare Grohen) und Operatoren
Observablen kénnen mit Hilfe von Operatoren extrahiert werden.

Beispiel 3.2 (Impuls-Operator) p. Das”symbolisiert Operator [1)) — [1)').
Eingenschaften:
Zahl
entspricht Impuls (kg m s~!]
T
plk) = hk|k)
+
Ortsdarstelung
de Broglie Welle

|k) ist ein spezieller Zustand, weil der Impulsoperator den Zustand nicht ,dndert", sondern nur mit einer Zahl
multipliziert. Daraus Folgt, dass der Zustand |k) einem wohldefiniereten/scharfen Impuls entspricht. |k) nennt
man Impuls-Eigenzustand. Erwartungswert: Was erwarten man fiir den Mittelwert des Impulses?
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Mittelwert Fiir de Broglie Welle: ¢ (k)=8(k’'—k)
T +oo too T
p= / pP(p)dp = h/ K ¢(k‘/) dk' = hk
—00 —00
1
Probability
Wahrscheinlichkeit

In Dirac Notation
(K|p|k) = (k|hk|k) = Dk (k|k)
——
1
Erwartungswert / Mittelwert ist p = hk = zwei Moglichkeiten:

Impuls Impuls

ﬁ:<ﬁ> X x X X

#Experimente

H*
o 4
et
-~
ot

1 23 45 #Experimente

Unscharf

Obwohl beide den gleichen Mittelwert konnen diese Messreihen nicht das gleiche System beschreiben. — Berechne
Varianz:

VAR(p) = (5*) = ()’
Fiir Impulseigenzustand |k)
Notation (p) := (¢[p[¢))
Jetzt speziell [¢) = |k)
(0°) = (klpplk) = (k|phlk) = hk (k|p|k) = h*k* (k|k)
——
1
()* = ((k[p|k))* = (hk)? (k|k)
e
‘VAR(p) =0 fiir Zustand |k) ‘

Alle Messungen ergeben exakt den gleichen Wert; es gibt keine Streuung der Messwerte —> Impuls scharf /
wohldefiniert.

Bemerkung 3.3 Dieser Zustand existiert nur in beliebig guter Ndhrung!

Darstellung von Operatoren

plk) = hk [k)
Darstellung des Impulsoperator in Impulsdarstellung = einfach nur Zahl. Wie sieht das in Ortsdarstellung aus?
k) = et |z)

plk) = Rk |k) v fik (a”m m) - —ma‘i (ei’m yx>)



3 Allgemeine Quantenmechanik 31

Impulsoperator in Ortsdarstellung:

p = —zf'L3
! Ox
Ortsdarstellung

Bemerkung 3.4

(z]ply) = /dp (z|p) (p|p|*)
_ 1 eik;t - 0 T
o= /dk Rk (k) h—axm )

Impuls Erwartungswert fiir allgemeine Wellenfunktion v () fiir ein Teilchen:

Beziiglich einem ket
i) X o (R
pe= (oo = [ v (% )wmdw
\L _ 1 0x
Ortsdarstellung
e 74  h m ik "
etk - — — /~€ e *dk
/ \/27r/¢ 333 ous 1’/}
¥* () ¥(x)
/+Oo /+Oo k// (k‘”)ﬁk‘”l/ i(k:”—k:’)wd
27 ¢ o
(k" — k')
+o00 _ _ +o00
- / Ak (K) 6 (k) k' = / Ak (hK) P (K) = (hk)
—c0 m/)_/ —00

Gleichzeitige Messung von 2 Observablen Aund B. Wenn es einen Eigenzustand zu Aund B gibt, dann ist das
moglich:
Ala,b) = ala,b)
Bla,b) = bla,b)
aber auch:
AB|a,b) = Abla,b) = ab|a,b)
BB a,b) = Ba|a,b) = ba |a, b)
(AB — BA)|a,b) =0
AB — BA Kommutator, Kurzschreibweise:

[A,B] =0
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Fiir vertauschende Operatoren gibt es gemeinsame scharfe Observablen.
Heisenberg Unschirfe fiir Ort und Impuls
Ortsdarstellung:

[ivp] =1Ip—px

= [a:(—zh)2 + zh%x]

Ox 0
L0 0
= [—zhx% +ih + zhx%]

=1h

= Operatoren vertauschen nicht! == es gibt keinen Eigenzustand zu Z und p!
Theoretische Quantenmechnik: [4, B] = iconst.

t.
— VAR(A)VAR(B) > =
Energie-Operator fiir ein freies Teilchen, klassisch:
Impulsdarstellung (in Impulsdarstellung: p — p):
»? g D
klassisch: H = — — Quantenmechanik: H = —
2m 2m
Erwartungswert der Energie fiir Impuls Eigenzustand:
- 1 h2k?
Hlk) = —pplk) = ——1k
Ky = 5 pplk) = 2 k)
- h2k?
RH = (K|E) = T (k) = hwap

m
[p%,9] = 9> —p° =0

Auch hier: Zustand unverindert, die Zahl gibt die Energie [J] an. = |k) ist Energie Eigenzustand

EE) = E|¢E)

H in Ortsdarstellung:

;616 Ortsdarstellung 1 L0 L0 h2 62
PP Oredarselwng, 2 (5 0 iy ) = o 9
2m 2m< o ! 01’) 2m Ox?

Beispiel 3.5 (de Broglie Welle)

cikapz—wapt) | hwyp etkapr—wapt
e

N E%ergie

E = ’lhm

= damit der Energie-Operator die Energie ,liefert” muss er als

. 0
E—Zha

definiert sein.
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Allgemein auch giiltig, das heifit Energie Eigenzustinde haben die einfache Zeitentwicklung
efi%t
Deshalb sind diese Zustidnde eine gute Basis, um Zeitdynamik zu beschreiben. Generell: Jede klassische Grofie
a=f(Z,p) = a=f(Z,D)

-

zum Beispiel Drehimpuls: L = Z X p
=9 . A A\ 2
H=xrL —>H:n(5§ x p’) . [Le Ly =iL.
Es gibt aber auch nicht-klassische Grofien (zum Bespiel Spin).

3.3 Die Schrodiger Gleichung (nicht relativistische Quantenmechanik)

Klassische Gesamtenergie:
E = By, + Epot

Allgemeiner: H Hamiltonfunktion

-9 1,2
[[ p ‘ /= [”[ p ‘ Y NN
( )
2m (x) 2m v

Axiom der nicht-relativisitischen Quantenmechanik

Operator Gleichung:
0 .
ih— =H
ihy [¥) %)

Darstellung im Ortsraum: & |x) = z |x)

T
Kl
) 9z .
P —ih % = —ihV
0z

po=-mVi=-KA

Schrodinger Gleichung fiir nicht-relativischische Quantenmechanik

L0 h? - .
Randbedingung:
/de =1

Damit wird die Dynamik in allgemeinen Potentialen beschrieben. Die Zeitdynamik kann als Interferenz verstanden
werden, wenn man die Energie-Eigenzustinde H |¢)g) = FE |ig) als Basis verwendet — Zeitabhingigkeit
kommt nur durch die verschiedene Phasenentwicklung der Energie-Eigenzustinde zustande.
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Beispiel 3.6 (Drei Zustandsystem) |a) , |b) , |c) Basiszustinde, Eigenschaften:
(alb) = (alc) = (blc) =0 (Orthonormalitit)
(ala) = (b|b) = (c|c) =1 (Normierung)

Operatoren:
Ala) = aa)
B1b) = blb)
Cle) = cle)

Mogliche Definitionen:

ala) {a| + |b) {c| + |c) (bl
B =10|b) (b]
C =cle)(c|

Anwenden auf die Basiszustinde:
| ) = (ala) {a| + [b) (c[ + |c) (]) |a) = ala)
Alb) = (ala) (al + 1b) (c| + |c) (b]) [b) = |c)
B1b) = (b[b) (b]) [b) = b1b)

Erwartungswert fiir a:

(A) 4 = {al Ala) = (alala) = a (ala) = a
VAR(A),, = (4%) — < A)’ = (aAdla) —a® =0
<b\Arb> (ble) =
VAR(A) ) = (0| A%[) — (b|A]p)” =

[A,B] = AB — BA = b{|c) (b] + |b) (¢} # 0

4 Beispiele fiir Einteilchen Quantenmechanik

4.1 Streuung von freien Teilchen an einer Potentialstufe

E

Ekin < Vo
Vo
Y
Bereich I 0 Bereich II r
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Losen Schrodinger Gleichung in einer Dimension in Ortsdarstellung: Z — x

0 n? 0?2

Suchen Losungen mit Separationsansatz

W(w,t) = e ilp(x)

Warum: Die Zeitentwickungist, nur Rotation in komplexen Zahlenebene, dieser Zustand |1 ) in Ortsdarstellung
¥ (x,t) ist Energie-Eigenzustand.

E

Blve) = B o) - ingo(e.t) = ino(o) i

>

) = Be Hlo(a) = By, t) v
E = Fys = By

Gleichung fiir ¢(x) folgt aus Einsetzen von ¢ (x, t) in Schrédinger Gleichung:

2 52
B Fio(@) = 0= Lo R o(a) + V(e o)
Man erhilt eine Differentialgeilchung zweiter Ordnung
h? 02
E¢(z) = —5—250(x) + V(2)4(2)

Fall 1: Fyg, < V), klassisch wird das Teilchen reflektiert

FE
Ekz'n < Vb
o
Bereichl , — Bereich II g
Bereich I: 2 2 -
h h°k
kennen Losung: '
¢I($) — Aezkz +B ikx
Check:
n? o2 h2 4 .
v v ——— (A _k2 ikx B —k2 —ikx
S 0(@) = — o (AR Bk i)
h2k>2
= o ¢1(z) = hwapdr191(x) = Egi(x)v
——
E]Idn

Man erhilt die Superposition von zwei Wellen, eine in positive 2-Richtung und eine in negative x-Richtung

1/)1(1‘,15) = e_i%tqb(x) = Aei(km_det) =+ Bei(—kw—wdgt)
1

_ h2K?
E= 2m

= wqph
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Bereich II:
n? 92
E¢n(z) = _TW@I(*’E) + Vogu(x)
Allgemeine Losung:
bu(z) = Ce ™™ + De® mit o = 2}%(% —F)

Fiir den Fall Vj > FE ist « reell und, Kopffizient D = 0 macht ¢y; quadratintegrabel

JACRERT
0

Bemerkung: Fiir Vj = 0 — « imaginir, wie in Bereich I besprochen. Die spezielle Losung des Problems folgt
aus Randbedingungen bei z = 0:

Wahrscheinlichkeit muss eindeutig sein

(,251(56 == O,t) == QZ)H(SU = O,t)
Impuls muss eindeutig sein

dor|  _ don

dz le=0  dz

=0

tk—a
= Aik — Bik = —Caf C = AL

ik

— A+B=C }B_A“m
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Vo=0, V> En

ok \ klassich verboten
=0 x
‘ \ S{v}, rotiert proportional
% ANdB % / zu Energie
<
Vo=0
R{}y R}

Teilchen kann im
lassisch verbotenen Bereich
detektiert werden; nimmt

aber exponentiell ab.

A — £
- ; B _ z=0
Interferenz zwischen
einlaufender und reflektierter

Welle

Fall 2: E;n > VW, Fall Ei;, > V wurde im Abschnitt 2.7 - Interferometer diskutiert.

FE,
Ekin > VYO

Yo

Bereichl , — Bereich II €z

Analoge Vorgehensweise; Im Bereich 11 findet man propangierende Losungen = de Broglie Wellen:

, h2 k2
on(x) = Ce*2® it 2—2 = FE — Vy, ko reell
m

Randbedingung bei z = 0:
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R}

AW

I 0 z
|¢’2 — )\dB —A ‘} /\dB
z=20 r
4.2 Tunneleffekt durch eine Potentialbarriere
E,
r d
. Ve
Ekin
€ Bereich I Bereich II Bereich 111
Losung: Ansitze wie vorher, 4 Randbedingungen
ieller
R exponentie
{¢} AdB { Abfall
AdB
Interf transmittierte
nterferenz von .
de Broglie Well
ein- und auslaufender / ¢ Brogie et
Welle
Ik
Transmissions-Wahrscheinlichkeit
konstant, weil nur auslaufende Welle
Bereich II:
2 4k2 2 2ax
n|” = m\¢(0)| e ha = /2m(Vo — Exin)

Transmissions Wahrscheinlichkeit:

[Yu(d)]” 20d

T="-—">xe

OE
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Exponentiell empfindlich auf Anderungen von Barrierenbreite d. Anwendung: Scanning tunneling microscope
((STM) - Rastertunnelmikroskop)

Z )
I verschiebbar

T | Y

Spitze O(?O%)O

OOOOOOOOOO zum Beispiel Grahpit

Substrat

Elektronen konnen zur Spitze tunneln = Strom ~ 1 nA

I T ox e 20d a~1x100m™!
d=0.1nm T ~ 0.13
d=1nm T~2x107°

extrem empfindlich auf d = atomare Auflosung.

4.3 Kasten-Potential
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Vo>0 V=0 Vo>0

Bereich I Bereich II Bereich III £

freie Welle

Raten falsche Losung der , AdB |

Schrodinger Gleichung

?4 Diese Welle ,passt” nicht
£ Randbedingungen kann

erfiillt werden

eine moglich Losung
der Schrodinger Gleichung

Limes Vp — oo = Lo6sung in Bereich | + Bereich Ill e™** — 0 = Randbedingungen fiir Bereich II:

Yn(0) = ¢Yu(d) =0

Suchen Energie-Eigenzustinde

Ye(,t) = e il (x)

mit

Losung:
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mit
$(x) = A+ B =0 S A=-B
o(d) = Ae*d 4 Bemhd = — A(eikd — e_ikd> =2Aisinkd =0

— k kann nur ganz bestimmte / diskrete Werte annehmen: kd = nm,n € IN, n: Quantenzahlen.
A: folgt aus Normierungsbedingung. Losung fiir Energie-Eigenzustinde in Ortsdarstellung:

9 h? 2
On(x) = \/;sin(rgrx> mit Energie F,, = W;Tﬂ

In Dirac Schreibweise:

H|¢p) = Eyp) = [vp) = n)
Definiere E fiir den Grundzustand:

22
" 2"
— H |n) = Egn®|n)

2_ Een?

fiir den energetisch niedrigsten Zustand = Grundzustand erhilt man E = Eg

E, 00 00 zu jeder Energie [y
gehort eine o
Es =9E¢ : n=3  iliches zum Beispiel n =3 ¢3(x)
; Wellenpaket
f Ortsdarstellung ) 04
by =4kg E n=2 des Zustands
A
Y
Ei =1Eq E n=1 1
T -
d
Typische Darstellung:
E 00 00 00 00
9EG Tg/}g(t = 0)
4Eq TwQ(t =0
1EG T Q//'l (t = 0)
- .
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Vorhersage fiir ein Teilchen anfinglich lokalisiert:

E 00 00
A A

— spater?

00 5
[Ywe); = Z cne” " h n)
n=1

— finde ¢, : (n|Ywp) = cp
nm

Ortsdarstellung: |n) = sin(jx)
| %
0 d d
2
¢($7t=0)—(ﬂd2) e d
— Il<— Summe von Energie Eigenzustinden
0

n=3 . c3 = sin(3F)
n:2 (6] :0
n—1 ° c1 = sin(§x)
T
0 d

¢ ungerade und ¢)(x,t = 0) gerade
— /(;521/de =0
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Cn,
/ |c1|? Besetzung von Zustand |n = 1)

/ gaussformig

“

—> Anfangsdynamik wie freies Wellenpaket = Reflexionen am Rand = lange Zeiten ,Revival® = der

Anfangszustand wird wieder erreicht.

4.4 ,Revival®in der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik in Systemen mit diskreten Energieen zeigt das Phinomen des ,rephasieren” das heifdt
die Phasenunterschiede zwischen allen Energieeigenzustinden sind n - 2m mit n € 7Z. Im Fall des Wellenpakets
im Kastenpotential:

.En—E_,
e t=1
. E.—FE_/ .
Revival wenn ==t = m2m,m € Z = 1. Revival:
7'7‘evivaz2 - — (3" -1 Teviva:2 :>Teviva:7 = 5 35
h Revival = 27 = = ) Tevival = 27 Revival = B0 1) Eg8

Allgemeine Energiedifferenz:

AE = Eg(n® —n”) = Eg(n—n') (n+n')
= AEn, = Eg(3* - 1)

wenn Phasendifferenz fiir Grund- und 2. angeregter Zustand 27 ist, sind alle anderen Phasendifferenzen ein
gerades Vielfaches davon

2,2
mit d — oo geht die Grundzustandsenergie Fg = % — 0, damit wird die ,revival®” Zeit TRevival —> OO

unendlich lang. Deshalb zerflief3t ein Wellenpaket im freien Raum (d — o0) fiir immer.

4.5 Harmonischer Oszillator

m
k F = —kx x = g sin(wot)
Klassisch: k == k
V = *IE2 o_)g = —
-— » 2 m

oszilliert mit w
= schreiben harmonisches Potential so, dass man die Frequenz ablesen kann

2
Vix) = mwa2
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Teilchen mit Masse m V(z)

—

schwingt mit Frequenz w

&V

Quantenmechanische Beschreibung: ¢(, t) — suchen Energie-Eigenzustinde:

vp(r1) = e H ()
Schrodinger Gleichung:

K2 92
—%@éb(x) + %mwzw%(fﬂ) = E¢(x)

Suche Losung der Form:

o(x) = Ne 3% (ao + a1z + asa® + azz® +...)

Potenzreihenansatz

Polynome haben die Form:

Hyy1(z) = 2VbaHy(2) — 2nH,_1(z)

Was sind die Eigenenergieen — einsetzen in Schrodinger Gleichung:

¢o = Ne 3%’
¢y = N (b*2* — b)e_gx

2

h2 2
—5(PPa” —b) + mTw = Ey

die z-Abhingigkeit muss verschwinden, weil E eine Konstante ist (hangt nicht von z ab)

K2 mw?
= —b=—
2m 2
mw
b= —
h

b0 = Ne—52 = Ne 3 (ar)

Gho: charakteristische Linge; harmonic oscillator length

h
Aho = -
mw
K2 h2 mw fuw
Bp=—b=—r ="
" 9m " 2m & 2



4 Beispiele fir Einteilchen Quantenmechanik 45

weitere Beispiele:
o1 = N2vbze 37
1 = N2(—3bx + b2x3)\/l;xe_%x2
h? 9 3 mw? 5
E12NVbz = —2—2N\/5(—2ba; +b%2%) + 2Nﬁ7x
m

z3 : Koeffizient ist null, weil b = %

2 1
x:+h2b:E1:ﬁw3:ﬁw<l+>
2m 2

N': folgt aus Normierungsbedingung.

P U (w>€;<azo>2

Allgemeine Losung:

ﬁaho\/Q"' " ap
. h
mit F, = hw n—|—
mw

mit Hy(x) =1 Hy(z) =2z Hn+1( ) =2zH,(x) —2nH,_1(x)

H,,: Hermitesche Polynome.

E,
¢, hatn Knoten

hw

%M Lo

%o Ey=(0+ 3)hw

T
i En z n 2 —
Un(a,t) = e R On@ 2 — g ()]

E,

|¢3|2Mn:3
M

b |? n=2
b1 |2 n=1
4ol n=0

&2‘
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n= Quantenzahl.

N 1
HHarmonischer Oszillator "l’L) = FL(U(TL + 5) ‘n>

Grundzustand: Eq = Ey = %fw)
Klassisch: Quantenmechanisch:
F,
O ) X xr = 0 €Tr = 0

Grundzustand:
Quantenmechanischer Zustand kann nicht beliebig rdumlich lokalisiert sein. Heisenberg Unschirfe gibt

hQ
VAR(z) - VAR(p) > T

kinetische Energie steigt mit Lokalisierung.

Allgemeiner Grundzustand ergibt sich aus dem ,/Gleichgewicht zwischen potentieller Energie und kinetischer
Energie (nennt man auch Quantendruck)

Der Grundzustand des harmonischen Oszillators erfiillt minimale Heisenberg Unschirfe. Harmonischer Oszillator:

A 1 mw
e 52 .2
om? 5 7
= L+ ™ @)
“om V¥ 2

N 1 mw?
V, := VAR(z)
N R 1 mw?
H) = —— -
(H) 8m V, 2 Vi

suchen Minimum

|
a, ~ smvz g 0
= V, = i
2mw
. 1 1 1

Grundzustand ist Zustand minimaler Heisenberg-Unschirfe.
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4.6 Klassische Korrespondenz beim harmonischen Oszillator

n=3~8

Zy,: klassischer Umkehrpunkt

E= —m(; a:i
2F 1
Ty = -
m w
huw
firn=0 EF=—
11 2
h
2 Ty =\ — = Apo
|1/)n:0| mw
1 / iw 7;( x )2
ST mit ¢,—g = e~ "2%e 2 %ho
} } 1
0 27~ v [tn=0(2u)|” = ~[Yn=0(z = 0)|”

1234656789}”3;

Die Quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte nihert sich der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
n — 00 an.

Was entspricht einem klassisch oszilierenden Teilchen?
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verschobenes harmonisches Potential;

Kreisfrequenz w fiithrt zur Oszillationsdauer 1" = %”

Yo

¥[%

~

I

o
~
I

X

Oszillierendes, nicht zerflieflendes Wellenpaket.

Quadratisches Potential in  kompensiert quadratische Phasenentwicklung in x des expandierenden Wellenpakets
—> PaketzerflieSt nicht und oszilliert mit der Kreisfrequenz w. Dieses Wellenpaket nennt man auch ,verschobenes
Vakuum (n = 0)* beziehungsweise kohirenten Zustand |a). Wahrscheinlichkeit P:

2n
P(n) = |(nfa)? = 1217

e_|a|2
n!
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5 Wasserstoff

5.1 Ausgestrahltes Licht einer H2 Gasentladung

5.2 Wasserstoff ist mehr als zusammengesetztes ein negatives Teilchen gebunden an ein
positives Teilchen

Man kénnte meinen ein einfachen zwei-Kérper Problem mit Coulomb-Anziehung, aber:

1. Atom  bewegt sich  konstant  mit
Geschwindigkeit v

2. Das Proton bewirkt ein Potential:

— 2

2V(F)= - 2meo| | 2meol 7|

3. Elektron hat Spin (folgt aus relativistischer
Behandlung). Damit verbunden hat das
Elektron ein magnetisches Moment

fHTélﬁe

Punkt T
Teilchen

—> Feinstruktur, weil zusitzliche Energie

E=—fi.- B
AE ~107%eV

N

W toff ; i i
assersto 4. Proton ist zusammengesetztes Teilchen mit

v Spin = gesamt Spin = Magnetisches
Moment i, == Energie durch fi, - .
Hyper-Feinstruktur AE ~ 1076 eV

5. Vakuum ist nicht leer —  Vielteilchen-

Problem, AE ~ 10~ %eV
Aber:

1. Atombewegt sich; Losung: Einfithren von Schwerpunktsbewegung (A ;p wie bisher) und Relativbewegung
(analog wie in Mechanik) —>

2. Schrédinger Gleichnug. 3D und 1/7 Potential
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5.3 Wasserstoff - ein einfaches Modell

positiv geladener Kern;
zum Beispiel Proton

=l

negativ geladenes Teilchen;

zum Beispiel Elektron

fi2: Ort des positiven Kerns

Wasserstoff: Kern = Proton

my = 1.67 x 1072 kg
= 938 MeV

= 1 u (atomic mass unit)

negativ geladenes Teilchen = Elektron

me =9.1 x 1073 kg

fi1: Ort des negativen Teilchens = 510keV
is: Ort des Schwerpunkts = 1/1835u
Suchen Energie-Eigenzustinde
Hy) = Ely)
Elektron
A2 A2 72
3 7 7 D3 by €
H=FE in E ot — - =
kin + Lpor 2my * 2m.  2mep| 7|
——
Kern Wechselwirkung
in Ortsdarstellung
h? R? Ze?
E e 7 ) T = - A T ) T - A T ) T - 7 ’ T
ees (71, T'2) Sy 21 (71, T'2) S 10(71, o) pr— (71, T2)

Zu Frage 1: Vereinfachung durch Trennung von Schwerpunkts- (7'5) und Relativbewegung (7)

L MgTo+ MeT2 s . “
s = =1 Ys r=r—r2=1v%
my + me
—— Zs z
w(Flv FQ) = \P(?Sa 7_:)
0 oV dzy OV Ox me O 0
m 0x1 (@5, 7) Oxs 011 + Ox 0x1 <M Oz + 893) (@5, 7)
analog: y1, 21
K2 K2 Ze?

— Eges\IJ(FS, ?) - —m AS\I/(FS, ?) + (—7

2'u r m)@(?s, ?) — Eges\Ij(FS, ?)

_ MgMme
- mp + Me
Dabei erhilte man fiir die kinetische Energie des Schwerpunkts:
h? o
— m AS\IJ( Ts, T)

dies ist entkoppelt von ¥ = Atom als ganzes verhilt sich wie eine De-Broglie-Welle. Zum Beispiel: Doppelspalt,
Atom-Molekiilinterferometer. = externe Dynamik.
Fiir die kinetische und potentielle Energie der Relativbewegung erhélt man:
R? Ze?
—— Ny = ——— |U(7, P
(=550~ ) 9
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£ interne Dynamik.
Lose mit Separationsansatz

— Externe Dynamik:

h
As =
2ME,
= Interne Dynamik: Losung etwas langwieriger.
Zentral Potential == sinnvoll in
Kugelkoordinaten
h? 210 (,0 h? 1 a(. 0 1 02
_7A7':_777 r— )|\ Y= Sln9— +727
24 2ur?2or\  Or 2ur? \ sin 6 00 00 sin? 6 0>
hingt nl?l‘r\lon T ab hingt nur von 8-Polarwinkel und ¢-Azimutwinkel ab

= Separationsansatz:
(0, 0) = R(r)P(0)Q(#)
3 gewdhnliche Differentialgleichnugen 2. Grades fiir R(r), P(0), Q(y). Zusitzliche Bedingung

J1otav =1

grenzt die Losungen der Differentialgleichnugen stark ein.

wn,l,m (7"7 97 (P) = Rn,e (T>]Dlm (COS G)Gimcp
2 2

pet 2 g
2

Ey=——rs—s
" 8h2e3n?

R}: reduzierte Rydberg Konstante ~ 13.6 eV

n =1,2,3,... Hauptquantenzahl

Fiir gegebenens nist! = 0,1,2,...,(n — 1)
Fiir gegebenes listm = —I, -1+ 1,...,1 — 1,1

H) = E|¢) = In,l,m)  dngm = (aln,l,m)
Wichtig: Energie = —13.6eV - 1/n?

o0, 1 OO

E, x n? E, < (n+1/n)
n=12... n=0,1,2,...
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5.4 Wasserstoff - radiale Wellenfunktion

Radiale Wellenfunktion:
R,,;: skalierter Radius

r
p=27 a
Mit Bohrschem Radius ajB:
a, 47['5077,2
B MQQ

(normaler Bohrscher Radius ist mit Elektronmasse anstatt x definiert). L', (p): zugeordnete Laguere Polynome.

Z \Pn—1-D! 5 o
R = 21
) \/<nz4§g) 2n(n +1)! e 2p L7 (p)

Polynom n — I — 1 Grades £ Anzahl der Nullstellen

(7_ 12)6 ) %T
—-1.5eV n=3
—3.4eV n=2 X -
=01
R21(7) nur Nullstelle bei r = 0;
trotzdem gleiche Energie
= in Winkelkoordinaten gibt
es Nullstelle
¥10,0
—13.6eVn=1 -
/ T
E Y

r
.%‘7
p+
z

Volumen: 477-2ds dr] zu finden?
- dP = Ry, (r)|?r2dr

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit das Elektron im Abstand [r, r +

. == \Rn,l(r)|27°2 ist eine sinnvolle Grofe um

I Y Aufentaltswahrscheinlichkeit darzustellen.

dr
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) Erwartungswert = mitlerer Abstand

2 /

| R|" 4 a 1 I(l+1)
Ay = 2P 5 (= =)
z 2 n
n=1
=0
%/ /\ ‘T
Q% 93
z z 2
T2|R|2 Mittlerer Abstand
n =2 /
I = l
=1 :
4;?) 4a}; 3 "
z z 2
Allgemein: ! =n — 1
20,
Tmax = T

(ergibt auch Bohr Modell)

5.5 Wasserstoff - Winkelanteil der elektronischen Wellenfunktion
Winkelanteil der Wellenfunktion:

P/™(cos 0)e'™?
P/™(x): Legendre-Polynome. Klassischer Drehimpuls:

Ypr — Zpy La:
L=2xp=|2ps—ap. | = | Ly
TPy — YPx L,
Quantenmechanische Beschreibung
Z— 7 p— }3, L=2x f)
In Ortsdarstellung: & — x Py > —ih2

— L, — —ih(xa _y 0

By y@x) = —ih% in Kugelkoordinaten
Lz |n, I, m): Ortsdarstellung
a2
dp

(Rt (r) P/ (cos 0)€™™?) = —ih(im) Ry 1 (r) ™ (cos 0) ™

— L.|n,l,m) =mh|n,l,m)
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das heif’t Eigenzustand zu L. Operator! Damit ist die z-Komponente des Drehimpulses des Elektrons scharf
definiert. (L2) — (L.)> = 0
Teilchen im Zustand (5, 3, 2) messen wir mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir die Drehimpulskomponente in z-Richtung

2h. Das gilt nicht fiir «, y-Richtung:
(L, Ly =iL,

Quadrat des Beitrages des Drehimpulses: L2 = L2 + L2 + L2.Es gilt [I2,L.]=0

72 _ 2 L O (. 0 1 872
Lo, Lim) = —h (meaa 055 ) T smze a2 ) i

Ortsdarstellung von L%in Kugelkoordinaten

of 1 0 (. 0O 1 02 " imep 9
—_— 050 smH% —&—ma—@z Ry, ;(r)P"(cos B)e =R+ Db m

12 n,0,m) = B2 + 1) |, [, m)

Allgemeine Drehimpuls-Eigenzustiande: Drehimpuls ist gequantelt: | | kann nur diskrete iy/I(I + 1) Werte

annehmen.
Fiir gegebenen Betrag des Drehimpulses gibt es 2/ + 1 Einstellmoglichkeiten in z-Richtung m = —I, —1 +
1,...,1 —1,1; Der Wert in x- und in y-Richtung ist unbestimmt. Typische Darstellung:

L.,
=1

l=1m=1)

" ORI+ Dmitl =1
A— 1,m =0)

: Yy

l=1m=-1)

0

Quantenmechanisch ist x - und y-Richtung nicht festgelegt, das heifdt unscharf. [I:I ﬁy} —=iL.in3D Darstellung = Kegel

Nomenkatur:
[=0 s - Zustand
=1 p - Zustand
=2 d - Zustand
=3 f - Zustand

L. |l,m) = hm|l,m)
I2(1,m) = hi(l + 1) |I,m)
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|l, m) sind Drehimpulseigenzustinde. In Ortsdarstellung (Kugelkoordinaten):

1 ,
Lm) = PP (eos0)e™ = Nin"(0,¢)

N': Normierung. Y;™: Kugelflichen-Funktion. = Funktion definiert auf einer Kugeloberfliche kann in ¥;""
zerlegt werden ,Fourierzerlegung auf einer Kugel” ¥, sind

2m s 9
normiert / de / sin0dg |V, |” =1
0 0

2 o) ,
orthogonal / dp / sin 0dOY;™ Y, = S Sy
0 0
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1
NG

2

0

0

mi

Ortsdarstellung
L) =10,0) ——— Y
z

Polardiagramm

abrollen

kN

0

3

1

2

— COS
™

abrollen
T

z

’l, ml> _ ‘1’ 0> Ortsdarstellung Ylo _

Polardiagramm

ANNANNNNNNNNNNNNNNY

r~~

kN

5

2cos? 0 — sin? @)

(

™

1
4

Ortsdarstellung
1) = [2,0) ———— Yy

z

g
g
«
=
on
.2
e
=
=
o
~

AN NNXANNNNNNNNNNRNPNNNNNNNNNNNNNNNY

=

abrollen

ispi

;Y™ mitm; # 0 = Azimut-Abhingigkeiten zum Bei

igkeiten zu beschreiben

Yl0 erlaubt Polarwinkel-Abhéng

= sin fe*®

3
s

1
Y
1 :F2

Ortsdarstellung
l,my) = |1,F1) ———

£
£
o]
=
&b
<
.-
es]
—
it
£,
M—M Y &
(an} e\ [\
Il _
S- S
Rl
-+ Kl §
Kl
S- S-
0 =
S %
5 ¥ !
p—
s} ) o)
< —
| O
& Lo
= -
5 &
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5.6 Zusammenfassung des Modells fiir Wasserstoff
5.7 Optische Uberginge

Lich aus Gasentladung von Ho Gas zeigt charakteristische Frequenzen, die bestimmten Energie-Differenzen im
Energieeigenwert Spektrum entsprechen.
Behauptung: Die Emission von Licht folgt aus der Superposition von verschiedenen Energieeigenzustinden n
und n’ mit der zusitzlichen Bedingung |/ — I’| = Al = 1 (Dipol Auswahlregel) Plausibilisierung:

klassische Elektrodynamik: oszillierender Dipol strahl ab

0
d=qZ T = 0
2o cos wt

—> Quantenmechanik: d — d, Erwartungswert

(d) = (v]dly)

1D-lineare Emmision d — d, = ez

Grundzustand:
ungerade
——
(100[e[100) = /ﬁoo(r, 0,0) ez broo(r 0,) AV = 0
gerade gerade

= Zustand hat kein elektrisches Dipolmoment

<wnlm‘e%|wnlm> = 0vn7 la m

Das Elektron ist eine Superposition von zwei Zustinden

= {\ m) +n', 1, m')}

|¢)

%
%\

(=< (( <z>|+ (@) ?2|¢>+|¢>>)
- | @i ?z ?2| &)+ (6] dI¢!) + (¢/) d] )
[) c+c* = reelle Zahl
By, 1 i 2;E1
[e) = e tﬂ(|¢s>+€ ' t‘d)p))

(@) = R((6u] et

o))

= eR | e 12 (¢|2|0p)
#\fiir Al = 41, Dipolmatrjx Element D,

Oszilliert mit der Frequenz, die der Energie-Differenz entspricht

T

= eD,coswiat

i)
Dipol in z-Richtung
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Licht emission mit Polarisation in z-Richtung in x-y-Richtung; keine Emission in z-Richtung; 6 . E =0
transversale elektromagnetische Welle.

Quantitative siehe Lehrbiicker zu Quanten-Elektrodynamik (QED) Z Photon Konzept; als Ergebnis findet
man, dass die Superposition exponentiell zerfillt — natiirliche Lebensdauer.

Welche Energie hat das Photon?
Der Erwartungswert des Diplos D o (a| d|g) zerfallt auch exponentiell

Welche Frequenzen hat das Licht?
Aquivalent: was misst man in einem Spektrometer?

Losung: zerlegen elektromagnetisches Feld in e’

1 [re :
— E(t) = \/%/OO B(w)e™tdw
— F(w) L / o E(t)e”™tdt
w)=—— e
V21 J
Spektrometer misst I (w) = E*(w)E(w) = |E(w)|?

oy W9
ot 2m Ox?
d ~
) = A
i 1) = B )

[0) = [0}y ae = €~ ),

(8

Split-Step-Fourier

5.8 Externe Felder - Zeeman-Effekt (1896)

Klassisch:
H =

S (ﬁ+eﬁ(f))2+1/(z)

mit A: Vektorpotential, B=Vx A Quantenmechanik:

R 1 /- - £ 2, .
- (p’Q +eﬁA+eAﬁ+e2A2) +v(z)

0 —Y
= - B
B=|0|&£A= 7 T
B, 0
ST B Or Y —Y\ (O B
pA+ Ap = —ih{ Oyl -z | +| = Oy = —ih?z(—c‘?xy + 0,
0, 0 0 0,
LA v@ e Mea, - yon) + ¢ B§(2+ )
= z —(x0y — —(x
| 2me ome q Y Y% 9me 4 Y
| — \—A/—J
in Ortsda¥stetiteffghne Magnetfeld L. ~1 x 10~ R1&nekBls (B, - L) Term in ,standard Labor B ~ 10 T

Der L Term ist nur in z-Richtung, das legt das Koordinatensystem fest.

e

fl:ﬁ0+2 B.L,

e

Hy|nlm) = B, |nlm)
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mit m = z-Komponente des Drehimpulses, wird auch Magnet-Quantenzahl genannt

. h
= Hinlm)=E,+ ¢ mB; [nlm)
2m

e

wir definieren pp - Bohrsches Magneton

_ eh

uB = 2.
6 Spin
Darwin Term ist nur fiir Zustinde mit [ = 0 nicht null

Th (20‘)2
AEp = 2m2¢? 471'5 /1/’1100 n) oo (n)dV = —Ey n
=[Wr00(0)|

Alle Terme bis O (%) 2

7202 n 3

Sund L liegen in unterschiedlichen Vektorraumen —

[L,S]=0

7 2 Elektronen System am Beispiel Helium

7.1 Helium - 2p, 2n, 2¢™: Modell: Z = 2

Wichtig: Zusitzlich zur anziehenden Wechselwirkung (e~ -Kern) gibt es abstoRende Wechselwirkungen (e™-¢7)
Ortsdarstellung:

Elektron-Kern Wechselwirkung
7\

ht Ze? Ze? e?
He= (4 hg)— 25— 2¢ 4 <
2” 47T€0|7"1| 47T€0‘7“2‘ 47T€0|?“12’
kinetische Energie ElektronElektronW echselwirkung
memy,
:u = — v me
Me + M

Grundzustandsenergie ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkung: 2 x Wasserstoff mit Z = 2
En, 1 =2xZ*~-13.6eV) = —108.8¢eV
Beobachtet wird, dass die vollstindige lonisierung
H,— HI " +e”

79 eV benotigt wird. kleinere Bindungsenergie folgt aus Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Schitzen Elektron-
Elektron-Wechselwirkung mit Stérungstheorie (1. Ordnung) ab:

AE.— - _ww =

(Yl=—

| 712]

[¥)

471'50
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|1)) ist ein zwei-Elektronen Zustand. Nehmen zwei unabhiingig gebundene e~ an = |¢) in Ortsdarstellung

(71, 72) = ¥n(71) Yn(72)
——

Losung von Wasserstoff mit Z = 2

Fiir Grundzustand: ¥} _ (7) = ¢2_(F) = ¥100(7)

Lo 123 _z
= ¢(71a7"2)_;a73€ @B
B

7.2 Spin Feiheitsgrad

= Energie-Eigenzustinde werden Gesamtspin haben hat S=25+ 5,
Analogzu j = 52,5, Eigenzustinde |s, 7).

§2:51—52§S§81+52
Szz—sgrsgs

Beispiel:
1
S1 = 5
1
Sg = —
>
s=0,7rs=0 (Singulett)
s=1,r, =-1,0,1 (Triplett)

Wie sehen die Eigenzustinde zu .S = Ound S = 1 aus?
Wihle Basis |1) Teilchen 1 und |1), Teilchen 2 ind |}), [{, 1), [4, 4) , [T, 1)

2 3 5\2 3 2 5 3
21y = (814 5) [9) = 517 + 52 +251 85 [4) = Ws(s+ 1) |¢)

h h h
Selt) = o 11) &&Sy 1) = 7 1) &Sz 1) = S 1)

h h h
Sl = =5 W) &Sy 1) =~ 14) &Sz ) = =3 1)

) & =[11)
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