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1 Vorspann
1.1 Ein Experiment mit klassischen Teilchen

1. Fall: Quelle von nicht weiter zerteilbaren Teilchen mit zufälliger Richtung. Es werden die Anzahl der
Teilchen auf einem Raster x mit Gitterkonstante ∆x gemessen. Dann werden in der Mitte die meißten
Teilchen ankommen.Die diskreteVerteilungkannmit einer kontinuierlichenWahrscheinlichkeitsverteilung
beschrieben werden. Die wichtigen Größen sind hier die Position der maximalen Wahrscheinlichkeit und
die Breite (FWHM - full width half maximum)

Ort x
xx+∆x

W
ahrscheinlichkeit

P1(x)

FWHM

2. Fall: 2 Quellen (mittels Doppelspalt der Breite d, d≪ FWHM)
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d
d≪ FWHM

Ort x
xx+∆x

W
ahrscheinlichkeit

P1 P2
(P1 + P2)/2

Wichtig:DiskreteZahlen.Die theoretischeWahrscheinlichkeitsverteilungkannnur annähernd gemessenwerden!
Anzahl der Teilchen→∞ =⇒ P1(x).

1.2 Ein Experiment mit klassischen Wellen
Quelle sendetKugelwellen aus (fixe Frequenz, fixeAmplitude),Doppelspalt. EinDetektormisst Strom∝ Intensität.
Man erhält das Intensisätsmuster I12 eines Doppelspalts. Bei blockieren eines der Öffnungen des Doppelspalt
erhältman einenEinzelspalt und somit nurnoch das Intensitätsmuster eines Einzelspalts,mitMaximumbei dem
nicht blockierten Spalt. Wichtig: Intensität ist kontinuierlich I12 kann genau gemessen werden.
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d

Blockierte Position 2

Ort x

Intensität
I
1
2

Detektor

1

1/4

Warum hat I12 die angegebene Form?

I(x) = cε0
1

2T

∫ T

−T
E(x, t)dt

E(x, t) = E1 cos
(
ωt+ k⃗ R⃗1

)
+ E2 cos

(
ωt+ k⃗ R⃗2

)
mit Hilfe von komplexer Schreibweise

E(x, t) = ℜ{E1

↓
reell

ei(ωt− k⃗ R⃗1) + E2

↓
reell

ei(ωt− k⃗ R⃗2)}

= ℜ{

E1 e
−i( k⃗ R⃗1)︸ ︷︷ ︸
a1

+E2e
−i k⃗ R⃗2︸ ︷︷ ︸
a2

eiωt}
=⇒ I12(x) ∝ |a1 + a2|2

Wir interessieren uns nur für x-Abhängigkeit, nicht für absolute Werte

I12(x) ∝ |a1 + a2|2 = (a∗1 + a∗2)(a1 + a2)

= |a1|2 + |a2|2 + a∗1a2 + a∗2a1

|a1|2 = E1e
ikR1E1e

−kR1 = E2
1 ∼ I1

|a2|2 = E2e
ikR2E2e

−kR2 = E2
2 ∼ I2

a∗1a2 + a∗2a1 = a∗1a2 + c. c.

= 2ℜ{a∗1a2} = 2ℜ{E1E2e
ik(R⃗2−R⃗1)}

= 2
√
I1I2 cos

(
k⃗
(
R⃗2 − R⃗1

))
︸ ︷︷ ︸

ϕ

=⇒ I12 = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cosϕ
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Maximale Intensität ϕ = 0
∣∣∣R⃗1

∣∣∣ = ∣∣∣R⃗2

∣∣∣. Für I1 = I2 = I0:

IMAX = I1 + I2 + 2
√
I1I2 = 4I0

IMIN = I1 + I2 = 2
√
I1I2 = 0

Intensität wird räumlich umverteilt, gesamt Intensistät bleibt erhalten

I1 + I2 = Energieerhaltung

1.3 Ein Experiment mit Elektronen/Atomen

e−

1 2

Ort x

W
ahrscheinlichkeit

xx+∆x

P12 =?

Quelle:Metallspitze aus hohemnegativenPotential.Wieder diskreteDetektoren,MessungüberElektronenvervielfacher:
durch anliegende Spannung löst ein Elektron aus einer Metallplatte weitere Elektronen aus, die wieder weiter
auslösen. Es entsteht ein kurzer Strom-Peak, der gemessen werden kann.
Annahmen:

1. Das Elektron geht entweder durch Blende 1 , oder Blende 2

2. Mit „komplizierter“ Dynamik

Einfacher Test für Annahme 2.: Blockieren einer Blende (hier 2 ). Man würde eine Verteilung ähnlich der
mit zwei Blendern erwarten.
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e−

1 2

blockieren 2

Ort x

W
ahrscheinlichkeit

xx+∆x

P1

P12

1

1
4

Teilchen verschwinden in den Minima bei der P12, obwohl sie nach der Verteilung für eine Blende auch dort
ankommen müssten.

=⇒ P12 ̸=
1

2
{P1 + P2}

Mathematische „‘einfach“’: Einführen der komplexen Wahrscheinlichkeitsamplitude ϕ. Wahrscheinlichkeiten
sind gegeben durch

P1 = |ϕ1|2

P2 = |ϕ2|2

P12 = |ϕ1 + ϕ2|2

Elektronenwerden einzeln gezählt. Es gibt keine ”halben”Elektronen.Wahrscheinlichkeitsverteilung kann
nur annähernd gemessen werden. P12

∧
= unendlich viele Experimente.

Wichtig

Welle-Teilchen Dualismus

Elektronenwerdennur als Einheitendetektiert, die räumlicheVerteilungkann als Interferenz vonWahrscheinlichkeits-
Amplituden (komplexes ϕ) beschrieben werden.

Beobachtung der Elektronen an jedem Spalt.

1 2

Lichtquelle
Lichtblitz

durch gestreutes
Licht

Ort x

W
ahrscheinlichkeit

P2P2

(P1 + P2)/2
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Es entstehen Lichtblitze durch gestreutes Licht. P1: Blitz bei 1 , P2: Blitz bei 2 . Blitz bei 1 und 2 wird
nie beobachtet. Dies bestätigt Annahme 1 .

1 2

λ≫ d

λ ∼ d

d

Ort x

W
ahrscheinlichkeit

Bei λ > d ist nicht mehr feststellbar, ob das Elektron durch 1 oder 2 kommt. Bei λ ∼ d erhält man eine
Überlagerung von |ϕ1 + ϕ2| und 1

2(P1 + P2)
Quantenmechanik kann das beschreiben, weil das prinzipiell mögliche Wissen einer physikalischen

1.4 Zusammenfassung
Für fundierte Diskussion eines Quantenmechanischen Experiments mus definiert werden

1. Präpration de Anfangszustand

2. Wechselwirkung / Zeitlich Entwicklung

3. Detektion - Was wird beobachtet
Ein Ereignis ist definiert als ein spezielles Set von 1. bis 3..
Beispiel 1.1 Ein e− verlässt die Quelle kann nicht alle Orte in Raum erreichen (Blenden), e− wird in einem
Ortsintervall [x, x+∆x] detektiert.

Vorhersagen nach folgenden Regeln
1. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem idealen Experiment ist gegeben als das Quadrat des

Absolutbetrages einer im allgemeinen komplexen Wahrscheinlichkeitsamplitude
P . . .Wahrscheinlichkeit
ϕ . . .Wahrscheinlichkeits-Amplitude
P = |ϕ|2 = ϕ∗ϕ

2. Wenn ein Ereignis in verschiedener Art und Weise stattfinden kann, dann ist die Wahrscheinlichkeits-
Amplitude gegeben als Summe der einzelnen Wahrscheinlichkeits-Amplituden der Möglichkeiten.
Beispiel 1.2 e− → Detektor über

• Blende 1

• Blende 2

ϕ = ϕ1 + ϕ2 (Superposition)
P = |ϕ|2 = |ϕ1 + ϕ2|2

3. Kannman die einzelnenMöglichkeiten prinzipiell unterscheiden, addieren sich dieWahrscheinlichkeiten

P = (P1 + P2)/2



2 Materiewellen 8

2 Materiewellen
2.1 Historische Herleitung von de Broglie
Ziel:

• Dispersionsrelation für massive Teilchen

• Superpositionen von unphysikalischen Wellen können Natur beschreiben

• Zerlegungin de Broglie-Wellen erlaubt vorhersagen

Louis de Broglie. “XXXV. A tentative theory of light quanta”. In: Philosophical Magazine Series 6 47.278 (1924),
S. 446–458
3 Grundlegende Hypothesen (3× Einstein)

1. E = m0c
2 Masse = Energie,m0: Ruhemasse, c: Lichtgeschwindigkeit

2. E = hν0 Photoeffekt, h = 6.626 069 934(89)× 10−34 J s Planck Konstante, ν0: Frequenz

3. Gleichmäßig bewegte Bezugssysteme sind mit Lorenzt Transformation verknüpft

Aus 1. und 2. folgt, dass man jedem Teilchen im Ruhesystem eine Frequenz zuordnen kann

ν0 =
m0c

2

h

Sei S ein ruhendes Bezugssystem, betrachte ein ruhendes Teilchen (v = 0). Man erhält

ψ = eiν02πt

Nun betrachte ein bewegtes Bezugssystem S′ mit vx = v, vy,z = 0. Man erhält

ψ = eiν02πt
′

t′ =
t− v

c2
x√

1−
(
v
c

)2
Die Zeit wird ortsabhängig!

S′ : ei2πν0t
′

S : e
i2πν0

(
t− v

c2
x√

1−( vc )
2

)
= ei(ωdBt−kdBx) (die de Broglie Welle)

mit

ωdB =
2πν0√
1−

(
v
c

)2 =
2π

h

m0c
2√

1−
(
v
c

)2 =
EgesRuhe

ℏ

ℏ =
h

2π

k⃗dB =
2πν0 v⃗

c2

√
1−

(
v⃗
c

)2 =
2π

h

m0c
2 v⃗

c2

√
1−

(
v⃗
c

)2 =
P⃗mel
ℏ
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nicht relativistischer Limes v ≪ c

ωdB =
1

ℏ

(
m0c

2 +
m0 v⃗

2

2
+ . . .

)
k⃗dB =

1

ℏ
m0 v⃗

ψ(x, t) = e−i(ωdBt− k⃗dB x⃗) = ei
m0c

2

ℏ t︸ ︷︷ ︸
const. hängt nur von der Masse ab

e

i


m0 v⃗

2

2ℏ︸ ︷︷ ︸
ω

t−
m0 v⃗

ℏ︸ ︷︷ ︸
k⃗

x⃗



Materiewelle

ψ(x, t) = e−i(ωt−kx)

mit

ω =
ℏk2

2m
ℏk = mv

Beschreibt einmassivesTeilchenmitMassem, das sichmitwohldefinierter / scharf definerterGeschwindigkeit
v ≪ c bewegt (Impuls Eigenzustand).

Den Zusammenhang ω(k) = f(k) nennt man Dispersionsrelation.

Unterschied zu elektromagnetischen Wellen im Vakuum:

λν = c =⇒ ω = ck

Materiewellen
ω =

ℏ
2m

k 2

k = p
ℏ

ω = E
ℏ

m0c
2

Masseloses
Teilchen - Photonen

Dispersion
eines Atoms

Wichtig
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2.2 Wie sieht die Materiewelle aus?

t = 0 ψ(x, t = 0) = eikdBx

= cos(kdBx) + i sin(kdBx)

kdB =
2π

λdB

E =
ℏ2k2dB
2m

=
mv2

2

=⇒ λdB =
h

mv
de Broglie Beziehung

Größenordnung
Thermisches Gas:

v̄ =

√
8kBT

πm
mittlere Geschwindigkeit

v̂ =

√
2kBT

m
wahrscheinlichste Geschwindigkeit

T v̂ λ̂dB
300K ∼ 240m s−1 19 pm
10 µK ∼ 4 cm s−1 0.1 µm
10nK ∼ 1.4mms−1 3.3 µm

λdB ∝
1√
T

ψ(x, t) ist ein komplexes Feld:

Zeit t = 0

ψ(x, t = 0) = eikdBx

x

ℜ(ψ) ℑ(ψ)

Zeit t
ψ(x, t) = e−i(ωdBt−kdBx)

x

ℜ(ψ) ℑ(ψ)

xm

ωdBt = kdBxm
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• globale Phase spielt keine Rolle

• EnergienullpunktE = m0c
2

ψ(x, t) ist ein komplexes Feld:

ωdBt = kdBxm

xm =
ωdB
kdB︸︷︷︸
vdBph

t

vdBph =
mv2

2ℏ
ℏ
mv

=
v

2
Phasengeschwindigkeit

Phasengeschwindigkeit ist nicht physikalisch! Gegeben eine de Broglie Welle mit kdB = k. Wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo zu finden?

P =

∫ ∞

∞
p
↓

W.-Dichte

(x)dx =

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
eikxe−ikxdx =

∫ ∞

−∞
dx =∞

EinedeBroglieWelle ist nicht normierbar! Analoges Problem:Energieinhalt in einer ebenenElektromagnetischen
Welle.
=⇒ Lösung: Superposition (Überlagerung) von ebenen (unphysikalischen) Wellen erlaubt, um physikalischen
Situation zu beschreiben.
Zusammenfassung: Neue Beschreibung der Bewegung von Teilchen =⇒ Wellenoptik. Für ψ(x, t) =⇒∣∣∣ψ(x, t)2∣∣∣dx ist dieWahrscheinlichkeit, ein Teilchen zurZeit t im Intervall [x, x+dx] zu beobachten. Klassische
Teilchenmechanik entspricht dem geometrischen „Optik-Limit“ der Wellenmechanik.

Fermat’sches Prinzip in der Wellenoptik

Licht breitet sich entlang des kürzesten optischen Weges aus

δ
↓

Variation

∫
ds

λ
= 0 = δ

∫
ds
h
mv

=
1

h
δ

∫
mvds = 0︸ ︷︷ ︸

Maupertuis Prinzip der kleinsten Wirkung

2.3 Das Wellenpaket - physikalische Wellenfunktion durch Überlagerung (Superposition
von ebenen Wellen)

Das Wellenpaket (ruhend)
t = 0

x

ψ

ψ0

ψ0

e

−a a

0, 36

ψ(x, t = 0) = (
2

πa2
)1/4︸ ︷︷ ︸

Normierung

e−
x2

a2

∫ ∞

−∞
|ψ|2dx = 1 Quadrat-Integrabel
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t = T? Wir wissen „nur“ wie sich de Broglie Wellen ausbreiten =⇒ zerlege ψ(x, t = 0) in ebene Wellen mit
Wellenvektor kdB . Jede Welle wird sich entsprechend

ωdB =
ℏk2dB
2m

ausbreiten.

ψ(x, t = 0) =

∫ ∞

−∞
ψ̃(k)

↓
Amplitude der Welle

de Broglie Welle t = 0
↑
eikxdk

=⇒ triviale Zeitentwicklung

ψ(x, t = T ) =

∫ ∞

−∞
ψ̃(k)eikxe−iωTdk

=

∫ ∞

−∞
ψ̃(k)e−i

ℏ
2m

k2T︸ ︷︷ ︸
Phase

eikxdk

Nur die Phase der komplexen Wahrscheinlichkeits-Amplitude ändert sich. Die zeitliche Änderung ist linear in
der Zeit, aber quadratisch in k.
Da

Ψ = ψ̃(k)ei(kx−ωt)

einer de Broglie Welle und damit einem Teilchen mit scharf definiertem Impuls p = mv = ℏk entspricht,
bezeichnet man ψ̃(k) als Impulsdarstellung / Impulsamplitude. Entsprechend Ψ(x) ist die Ortsdarstellung /
Ortsamplitude des Quantenmechanischen-Zustandes. Die Ausbreitung im Impulsraum ist trivial

ψ̃(k)︸︷︷︸
t=0

→ ψ̃(k)︸︷︷︸
t

e−i
ℏk2
2m

t

↓
Rotation in komplexer Zahlenebene

Aber wie sieht die räumlich Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?
Wiederholung: Fourier-Transformation.

Periodische Funktionen (Fourier 1822)

f(x+ d) = f(x) d: Periode

f(x) =
∞∑

n=−∞
gne

inGx G = 2π
d

gn =
1

d

∫ x+d

x
f(x)e−inGxdx
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∫ d

0
f(x)e−imGx =

∫ d

0

∞∑
n=−∞

gne
i(n−m)Gx = gmd∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞

∞∑
n=−∞

g∗ne
−inGx

∞∑
m=−∞

gme
imGxdx

=

∫ ∞

−∞

∑
n

∑
m

g∗ngme
i(m−n)Gxdx

=
∞∑

n=−∞
|gn|2 = 1 Normierung

f(x) reell→ gn = g∗n

∞∑
n=−∞

gne
inGx = g0 +

−1∑
n=−∞

gne
inGx +

∞∑
n=1

gne
inGx

= g0 + {
∞∑
n=1

g∗ne
−inGx +

∞∑
n=1

gne
inGx}

z∗ + z = (a+ ib)∗ + (a+ ib) = 2ℜ{z}

Einfache Beispiele
f(x) = cos(Gx) =

1

2
e−iGx +

1

2
eiGx

Fouriertransformierte
g−1 =

1

2
g0 = 0 g1 =

1

2
g|n|>1 = 0

f(x) = . . .

B

d

1
. . .

n
0 1 2 3 4 5 6 7

d
B

n ̸= 0 gn = 1
nπ sin(n

πB
d )

g0 =
B
a

Je kleiner die Struktur im Ortsraum, umso breiter wird die Verteilung im Impulsraum.

Aperiodische Funktionen
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f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(k)eikxdk

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx

Normierung: ∫ ∞

−∞
f(x)f∗(x)dx =

∫ ∞

−∞
g(k)g∗(k)dk = 1

In der Quantenmechanik hat man

ψ(x) ⇐⇒ f(x)

ψ̃(k) ⇐⇒ g(k)

Dirca-Delta Fuktion

f(x) = δ(x) =
x

0

∞

∫ ∞

−∞
h(x)δ(x− x0)dx = h(x0)

Darstellung der Dirac δ-Funktion über Fourier-Transformation

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
δ(x)e−ikxdx =

1√
2π

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikxdx

Darstellung von komplexen Zahlen:

ψ = |ψ|eiϕ

ψ(x) =

∫ ∞

−∞
ψ̃(k)eikxdk
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Ort Impuls

ψ(x, t = 0) = ( 2
πa2

)1/4e−
x2

a2 ψ̃(k, t = 0) =
√
a

(2π)3/4
e−

a2

4
k2

x

|ψ| 2

0

1√
e
-Breite

∆x = a
2

k

˜|ψ|
2

0

1√
e
-Breite

∆x = 1
k

x

ϕ

0

k

ϕ̃

0

Heisenberg Unschärfe

∆x ·∆p = ℏ∆x
↓

1√
l
Wert der W.-Verteilung

∆k = ℏ
a

2

1

a
=

ℏ
2

∆x = RMS
↓

Root Mean Square

=
√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2

folgt aus der Beschreibung eines Teilchens mit Gewschwindigkeit v⃗ / Impulsmv⃗ durch ei k⃗ x⃗ ⇐⇒ de Broglie
Welle und dem Superpositionsprinzip.
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Extremfall: Teilchen am Ort x0:

Ort Impuls
ψ(x, t = 0) = δ(x− x0) ψ̃(k, t = 0) = 1

2π

∫∞
−∞ eik(x−x0)dk

x

|ψ(x)|

x0 k

|ψ(k)|

x

ϕ

0

x

ϕ̃

−kx0

=⇒ Impuls maximal [−∞,∞] unscharf.
Analog: Ein Teilchen mit wohldefiniertem Impuls ist vollständig delokalisiert.

Ausbreitung eines Wellenpakets:
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t = 0

x

|ψ|

0 k

˜|ψ|

0

x

ϕ

0

k

ϕ̃

0

t = T

x

|ψ|

0

Wellenpaket
zerläuft

k

˜|ψ|

0

Keine Kraft
Impuls kann sich

nicht ändern

x

ϕ

0
ϕ ∝ x2

k

ϕ̃

0

ϕ ∝ −k2

ψ̃(k, t) = ψ̃(k)e−iωdBt = ψ̃(k)e−i
ℏk2
2m

t
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ψ(x, t) =

√
a

(2π)3/4

∫ ∞

−∞
e−

a2

4
(k−k0)2ei(kx−ω(k)t)dk

mit ω(k) =
ℏk2

2m

ψ(x, t) =

(
2a2

π

)1/4
eiφ(

a4 + 4ℏ2t2
m2

)1/4 eik0xe−
(
x− ℏk0

m t

)2

a2+2iℏt
m

mit φ = −θ − ℏk20
2m

t

tan 2θ =
2ℏt
ma2

Für die Breite∆x(t) ergibt sich

∆x(t) =
a

2

√
1 +

4ℏ2t2
m2a4

Für kurze Zeiten:

∆x(t) ∼ a

2

ℏ2

m2a3
t2 + . . . Quadratisch

Für lange Zeiten:

∆x(t) ∼ ℏ
ma

t Linear

Bemerkung:

λdB = 2a ⇐⇒ v =
ℏ
m

2π

λdB
= 2π

ℏ
ma

t

∆x

2∆x1

∆x1

∝ t2

Stärkere Lokalisierung führt zum schnellerem Zerfließen!

2.4 Allgemeine Ausbreitung eines Wellenpakets

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ψ̃(k)ei(kx−ω(k)t)dk

ω(k): Dispersionsrelation
Wenn ψ̃(k) im k-Raum (Impuls Raum) um k0 konzentriert ist, kann die Dispersionsrelation ω(k) durch eine
Taylor Reihe genährert werden.
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k

ω

ω0

k0

|ψ̃(k)|
ω(k)
∝ k
∝ k2
∝ k3

Taylor Reihe für ω(k):

ω(k) = ω(k)
∣∣
k0

+
∂ω

∂k

∣∣
k0
(k − k0) +

∂2ω

∂k2
∣∣
k0

(k − k0)2

2
+ . . .

=⇒ ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ψ̃(k)e

−i
(
ω0+ω′

0(k−k0)+ω′′
0

(k−k0)
2

2

)
t−kx

dk

Definiere κ = k − k0 =⇒ k = κ+ k0, damit

ψ(x, t) = ei(k0x−ω0t)︸ ︷︷ ︸
de Broglie Welle

∫ ∞

−∞
ψ̃(κ+ k0)e

−i
(
ω′
0t− x

)︸ ︷︷ ︸
x′=vgt−x

κ+
ω′′
0
2
κ2t

dκ︸ ︷︷ ︸
Einhüllende

Einhüllende bewegt sich mit

vg =
∂ω

∂k

∣∣
k0

ω′′
0 = 0:

x

ℜψ
vg
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ω′′
0 ̸= 0 =⇒ Phase∝ κ2t =⇒ zerfließen. Interpretation:

ω ∼ ω0 +
ω′′

2
k2 = ω0 +

ℏ
2m∗k

2

k

ω

negative
Masse∗ m∗

2

positive
Masse∗ m∗

1

Effektive Masse m∗ ist invers proportional zur
Krümmung der Dispersionsrelation ω(k).
|m∗

1| > |m∗
2|

Gauss’sches Wellenpaket:
ψ̃(k) ∼ e−

a2

4
k2

=⇒ ω′′ Term führt zum zerfließen des Pakets =⇒ Gauss bleibt Gauss. Hähere Ableitungen von ω(k) führen
zur Verzerrung des Grauss’schen Wellenpakets.

2.5 Beugung von Materiewellen
Doppelspalt→ N-Spalten= Gitter. (vergleiche Abschnitt 2.3 Fourier)

x

z

z = 0

x

ψ(x)

kz
d

B
Gitter

Doppelspalt→N-Spalten = Gitter

ψ(x) dirket nach dem Gitter

ψ(x, z = 0) = N
∞∑

n=−∞
gne

inGx G =
2π

d

mit gn =
1

nπ
sin

(
n
πB

d

)

Wie breitet sich ψ(x, k, t) aus?

1. Energieerhaltung: ωdB ändert sich nicht
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2. Impuls ändert die Richtung weil nach dem Gitter gilt:

ψ(x, z, t) = N

∞∑
n=−∞

gn e
inGxei(k

′
zz−ωt)︸ ︷︷ ︸

k⃗n=

nG
k′z



= N

∞∑
n=−∞

gne
i( k⃗n x⃗−ωt)

k′z folgt aus der Energieerhaltung

n2G2 + k′2z
↓

nach dem Gitter

=

vor dem Gitter
↑
k2z

Wahrscheinlichkeit sich in Richtung k⃗1 =
(
G
k′z

)
auszubreiten / gebeugt zu werden:

P (kx = G) = |N |2g∗1g1

einfallender
Wellenvektor k⃗ =

(
0
k

)

α

G

k k′z

In
Festkörperphysik:

Ewald Kugel

∣∣∣ k⃗∣∣∣ ist erhalten aber die Richtung ändert sich durch

Gittervektor G⃗.
Nur diskrete Impulse weil periodische Struktur im Raum.

Für

G
k ≪ 1: Ergebnis wie in Beugung von elektromagnetischen Wellen an periodischen Strukturen.

α =
G

k
=

2π

d

λdB
2π

=
λdB
d

2.5.1 Elektronen

Beobachtung: Davisson & Germer (1927) e− Strahl mit 75 eV, λdB = 1.4× 10−10m fällt auf NI-Kristall.

e−
α

d = 3.52× 10−10m

=⇒ α =
λdB
d

= 0.4
∧
=∼ 40 cm

1meter
∼ 23°

Die Beugungswinkel sind vergleichbar zu Röntgenstrahlen, aber die Eindringtiefe für e− ist geringer (Coulomb
WW) =⇒ werden heute standardmäßig eingesetzt um bei Molekularstrahl Epitaxie kristallines Wachsen
nachzuweisen.
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e−-Strahl

Beugung
wird auf
Phosphor-
schirm
beobachtet

Kristallines Wachstum
Klare Beugungsstruktur:

Amorphe Strukturen
Diffuse Beugungsstruktur:

2.5.2 Moleküle an einem Transmissionsgitter

Beispiel:Na2 Pritchard Group am MIT.

800m s−1

NaOfen

Nanometer
Gitter
d = 160 nm

Beugung

Na : λdB = 20pm =⇒ θ =
λdB
d
∼ 1.25× 10−4 ∧

= 125 µmm−1

Na2 : λdB = 10pm =⇒ θ =
1

2
125 µmm−1

2.5.3 Nachweis von sehr „fragilen“ Molekülen

Beispiel:He2
Übliche Methode:

e− Molekül

⇒ +

B⃗

Proportional
zur Masse

Massenspektrometer

e−

He2
He+He+ e−

He+He+ + 2e−
⇒ misst immer

nurHeMasse
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Verwendung von nanometer Transmissionsgitter→ Analyse der Beugungswinkel

He
He2 α

αHe = 2× αHe2

2.5.4 Beugung von Makro-Molekülen

Beispile:C60, C60F40

Ofen
900K

•

Kollimation

Beugungsgitter
d ∼ 100 nm

α = λdB
d = 30× 10−6

m = 60 ·12 C
λdB ∼ 3 pm

30× 10−6 ∧
=

30 µm
m

∼ 3 cm

km

Fundamentale Frage: Gibt es eine kritische Größe, ab der Quantenmechanik klassisch wird?

2.6 Atom Interferometer
1. Atom Interferometer - Doppelspalt aus dünnen Goldfolien

Gruppe-Mlynek: 1991 Konstanz

2. Atom Interferometer - 3 Gitter Aufbau
Gruppe Pritchard: 1991 MIT/Boston

Atomdetektor
1

2

Nanometer Gitter

Beugungs-
effizienz

η

Die Wahrscheinlichkeit das Atom zu detektieren ist |ψ|2 mit

ψ = ψ1 + ψ2 = η2eikl1 + η2eikl2

= η2eikl2

↓
globale Phase

(
1 + eik(l2−l1)

)

∆l = l2 − l1 = 0 =⇒ |ψ|2 = 4η4
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Beobachtung des Interfernzmusters |ψ|2 = 0?

|ψ|2

Gitterperiode d

Verschiebe Gitter um ∆x

∆x

|ψ|2

0 d 2d

Warum:

ψ(x) =

∞∑
n=−∞

gne
inGx

x 7→ x+∆x =

∞∑
n=−∞

gne
inG∆x︸ ︷︷ ︸

gne
i2πn∆x

d

einGx

∆x = d =⇒ ei2πn = 1 =⇒ keine Änderung

Letztes Gitter:

2

1

g0
g1e

i 2π∆x
d

=⇒ ψ = η2eikl1ei
2π∆x

d + η2eikl2

mit l1 = l2 = l

ψ = η2eikl(ei
2π∆x

d + 1)

|ψ|2 = η4((e−i
2π∆x

d + 1)(ei
2π∆x

d + 1))

= η4{2 + e−i
2π∆x

d + ei
2π∆x

d︸ ︷︷ ︸
=2 cos 2π∆x

d

}

=⇒ |ψ|2 ∝ 1 + cos(
2π

d
∆x)

Messen von Potentialen

1

2V

Potential am Weg 2:
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Weg 2

V

Weg 2

Gesamt-
energie

Weg 2

Kintetische
Energie

p2

2m

Konstant
Zeit-Unabängig
Energieerhaltung

1 32

1 + 3 :
ℏ2k2dB
2m

2 :
p′2

2m
+ V =

p2

2m
ℏ2k′2

2m
+ V =

ℏ2k2

2m
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x

V

x

ℜ{ψ}

0

0

Freies
Teilchen

v
wird

kleiner
=⇒ λdB ↑

v = const.
λdB = const.

v
wird

größer
=⇒ λdB ↓

Die Kraft verändert die Geschwindigkeit =⇒ die de Broglie Wellenlänge ändert sich entsprechend =⇒
ϕ = kvdB · x die Phasenakkumulation ändert sich im Potential =⇒ Phasenshift kann gemessen werden. Die
de Broglie-Wellenlänge ändert sich =⇒ sie wird im Bereich 2 länger, weil Atom langsamer wird. Einfach
Beschreibung durch Einführung eines „Brechungs Index“

n =
kMedium
kVakuum

=
k′Potential
kfrei

=
λfrei
dB

λPotential
dB

Mit 2:

k′2 = k2 − 2mV

ℏ2

k′ = k

√
1− 2m

ℏ2k2
V = k

√
1− V

Eges︸ ︷︷ ︸
ndB

Für V ≪ Eges

ndB ≈ 1− V

2Eges

ImAtomInterferometer: Empfindlichkeit abschätzen→welchePotentialhöhe führt zu einer Phasenverschiebung
von π ∧

= Maxima des Interferenzmusters verschieben sich um eine halbe Periode.

∆ϕ = −π = (n− 1)kdB · L = − V

2E
kdBL

V =
ℏ2kdB
m

π

L

m = Na, λdB ∼ 20 pm, L = 1 cm

V = 3× 10−29 J
∧
= 0.18 neV

Anwendungen: Messung der Erdbeschleunigung.
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mgh1

mgh2
g⃗

=⇒ Potentialdifferenz, fürm : Cs,∆h = 1m

mg∆h ∼ 13 µeV

Gravitationsmessung mit Atomeren Fountain =⇒ g ± 10−9g. Erste Messung mit Neutronen.

2.7 Zusammenfassung
Historische Herleitung von de Brogliewellen = 3× Einstein
De Brocliewelle: Quantenmechanischer Zustand mit scharfen Impuls
Dispersionsrelation für massive Teilchen
Superposition von ebenenWellen können physikalische (normierbare) Zustände beschreiben - |ψ(x)|2dx ist die
Wahlscheinlichkeit ein Teilchen im Intervall [x, x+ dx] zu detektieren.
Zerlegung einer allgemeinen Einteilchenwellenfunktion in de Broglie Wellen erlaubt Vorhersage der Dynamik
VieleExperimente inQuantenmechanikmit einzelnenTeilchen, könnenmit diesenminimalenVorraussetzungen
verstanden werden

3 Allgemeine Quantenmechanik
3.1 Quantenmechanischer Zustand und dessen Darstellung
Besher nur denFall derAusbreitung einesmassivenTeilchens→Wellenmechanik.Quantenmechanik ist allgemeiner!

Das System (zumBeispiel Teilchen, drehendesMolekül, . . . )wird beschriebendurch einenQuantenmechanischen
Zustand |ψ⟩. Er beinhaltet alles, was wir vom System wissen können.

|ψ⟩ nennt man „ket“, eingeführt von Dirac.
|ψ⟩∗ = ⟨ψ| nennt man „bra“.
Skalarprodukt: ⟨ψ|ψ⟩
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2D Raum:

x

y

r
φ

Punkt p

Darstellung des Punktes in einem
Koordinatensystem durch einen Vektor:
kartesich: (x, y)
polar: (r, φ)

P⃗ = xe⃗x + y e⃗y

x, y: Koordinaten, e⃗x, e⃗y : Basisvektoren,
alternativ

P⃗ = r e⃗r + φ+ e⃗φ

Quantenmechanik

Raum
aller

Zustände

Zustand
|ψ⟩

|ψ⟩

Darstellung des Zustandes |ψ⟩ in einer Basis.
Bisher: |Wellenpaket⟩.
Ortsdarstellung: ψ(x) = |ψ|eiϕ

x

|ψ(x)| ϕ(x)

0

Impulsdarstellung: ψ̃(k) = |ψ̃|eiϕ

ℏk = p

|ψ̃(k)| ϕ̃(x)

0

Skalarprodukt

⟨ e⃗x, e⃗x⟩ = e⃗x · e⃗x = 1 Normiert
⟨ e⃗x, e⃗y⟩ = 0 Orthogonal

⟨ v⃗, aw⃗ + b x⃗⟩ = a⟨ v⃗, w⃗⟩+ b⟨ v⃗, x⃗⟩

„nützlich“ um Koordinaten zu extrahieren:

⟨ e⃗x, P⃗ ⟩ = e⃗x · (xe⃗x + y e⃗y) = x

⟨φ|ψ⟩ =
↓

Ortsdarstellung

∫
φ∗( x⃗)ψ( x⃗)d3x

=
↓

Impulsdarstellung

∫
φ̃∗( k⃗)ψ̃( k⃗)d3k

„nützlich“ um Wahrscheinlichkeitsamplituden zu
extrahieren

Beispiel 3.1 (1D-Wellenpaket) Basis: Zustände mit wohldefiniertem Impuls ℏk

|k⟩ ∧
= de Broglie Wellen
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Wellenpaket ist eine Summe (Superposition) von de Broglie Wellen

|Wellenpaket⟩ = |ψWP ⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ̃(k)

↓
Koordinate

Basisvektor / Impuls Basis
↑
|k⟩dk

∧
= Darstellung von |ψWP ⟩ in Impulsbasis.
Korrdinate / Wahrscheinlichkeits-Amplitude von |k′⟩ → Impuls ℏk′ zu messen:

⟨k′|ψWP ⟩ = ⟨k′|
∫
ψ̃(k) |k⟩dk =

∫
⟨k′| ψ̃(k) |k⟩ dk

=

∫
ψ̃(k) ⟨k′|k⟩ dk

⟨k′|k⟩ =
∫

1√
2π
e−ik

′x 1√
2π
eikxdx =

1

2π

∫
ei(k−k

′)xdx = δ
(
k − k′

)
⟨k′|ψWP ⟩ =

∫
ψ̃(k)δ

(
k − k′

)
dk = ψ̃

(
k′
)

Ortsdarstellung von |ψWP ⟩
„Ortskoordinate“: ⟨x|ψWP ⟩

⟨x|ψWP ⟩ = ψWP (x) = ⟨x|
∫ +∞

−∞
ψ̃(k) |k⟩ dk =

∫ +∞

−∞
ψ̃(k) ⟨x|k⟩︸ ︷︷ ︸

1√
2π
eikx

dk

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ̃(k)eikxdk

Ortswellenfunktion ψ(x) ist eine Darstellung von |ψWP ⟩
∧
= Ortsdarstellung. ψ̃(k) ist eine andere Darstellung

vom Zustand |ψWP ⟩
∧
= Impulsdarstellung. Das Ergebnis von Rechnungen hängt nicht ab von der Darstellung

/ Basis ab → die Berechnung kann in einer bestimmten Basis sehr einfach sein. Zum Beispiel: Wellenpaket
Dynamik ist in der Impulsdarstellung einfach.

3.2 Observable (beobachtbare Gröhen) und Operatoren
Observablen können mit Hilfe von Operatoren extrahiert werden.

Beispiel 3.2 (Impuls-Operator) p̂. Dasˆsymbolisiert Operator |ψ⟩ 7→ |ψ′⟩.
Eingenschaften:

p̂|k⟩
↓

Ortsdarstelung
de Broglie Welle

=

Zahl
entspricht Impuls [kgm s−1]

↑
ℏk |k⟩

|k⟩ ist ein spezieller Zustand, weil der Impulsoperator den Zustand nicht „ändert“, sondern nur mit einer Zahl
multipliziert. Daraus Folgt, dass der Zustand |k⟩ einem wohldefiniereten/scharfen Impuls entspricht. |k⟩ nennt
man Impuls-Eigenzustand. Erwartungswert: Was erwarten man für den Mittelwert des Impulses?
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Mittelwert
↑
p̄ =

∫ +∞

−∞
pP (p)

↓
Probability

Wahrscheinlichkeit

dp = ℏ
∫ +∞

−∞
k′

Für de Broglie Welle: ψ̃(k)=δ(k′−k)︷ ︸︸ ︷∣∣∣ψ̃(k′)∣∣∣2 dk′ = ℏk

In Dirac Notation
⟨k|p̂|k⟩ = ⟨k|ℏk|k⟩ = ℏk ⟨k|k⟩︸ ︷︷ ︸

1

Erwartungswert / Mittelwert ist p⃗ = ℏk =⇒ zwei Möglichkeiten:

#Experimente

Impuls

1 2 3 4 5 #Experimente

Impuls

1 2 3 4 5

p̄ = ⟨p̂⟩

Unscharf Scharf

Obwohl beide den gleichenMittelwert könnendieseMessreihennicht das gleiche Systembeschreiben.→Berechne
Varianz:

VAR(p) = ⟨ p⃗2⟩ − ⟨p̂⟩2

Für Impulseigenzustand |k⟩
Notation ⟨p̂⟩ := ⟨ψ|p̂|ψ⟩
Jetzt speziell |ψ⟩ = |k⟩

⟨p̂2⟩ = ⟨k|p̂p̂|k⟩ = ⟨k|p̂ℏ|k⟩ = ℏk ⟨k|p̂|k⟩ = ℏ2k2 ⟨k|k⟩︸ ︷︷ ︸
1

⟨p̂⟩2 = (⟨k|p̂|k⟩)2 = (ℏk)2 ⟨k|k⟩︸ ︷︷ ︸
1

VAR(p) = 0 für Zustand |k⟩

Alle Messungen ergeben exakt den gleichen Wert; es gibt keine Streuung der Messwerte =⇒ Impuls scharf /
wohldefiniert.

Bemerkung 3.3 Dieser Zustand existiert nur in beliebig guter Nährung!

Darstellung von Operatoren
p̂ |k⟩ = ℏk |k⟩

Darstellung des Impulsoperator in Impulsdarstellung ∧
= einfach nur Zahl. Wie sieht das in Ortsdarstellung aus?

|k⟩ 7→ eikx |x⟩

p̂ |k⟩ = ℏk |k⟩ 7→ ℏk
(
eikx |x⟩

)
= −iℏ ∂

∂x

(
eikx |x⟩

)
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Impulsoperator in Ortsdarstellung:

p̂ :=
↓

Ortsdarstellung

−iℏ ∂
∂x

Bemerkung 3.4

⟨x|p̂|ψ⟩ =
∫

dp ⟨x|p⟩ ⟨p|p̂|ψ⟩

=
1√
2π

∫
dkeikxℏkψ(k) = −iℏ ∂

∂x
ψ(x)

Impuls Erwartungswert für allgemeine Wellenfunktion ψ(x) für ein Teilchen:

Bezüglich einem ketψ
↑
p̄x = ⟨ψ|p̂x|ψ⟩ =

↓
Ortsdarstellung

∫ +∞

−∞
ψ∗(x)

(
ℏ
i

∂

∂x

)
ψ(x)dx

=

∫ +∞

−∞

1√
2π

∫
ψ̃∗(k′)eik′xdk′︸ ︷︷ ︸
ψ∗(x)

ℏ
i

∂

∂x

1√
2π

∫
ψ̃
(
k′′
)
eik

′′xdk′′︸ ︷︷ ︸
ψ(x)

=

∫ +∞

−∞
dk′
∫ +∞

−∞
dk′′ψ̃∗(k′)ψ̃(k′′)ℏk′′ 1

2π

∫
ei(k

′′−k′)xdx︸ ︷︷ ︸
δ(k′′−k′)

=

∫ +∞

−∞
dk′ ψ̃∗(k′)ψ̃(k′)︸ ︷︷ ︸

P (k′)

ℏk′ =
∫ +∞

−∞
dk′
(
ℏk′
)
P
(
k′
)
= ⟨ℏk⟩

Gleichzeitige Messung von 2 Observablen Â und B̂. Wenn es einen Eigenzustand zu Â und B̂ gibt, dann ist das

möglich:

Â |a, b⟩ = a |a, b⟩
B̂ |a, b⟩ = b |a, b⟩

aber auch:

ÂB̂ |a, b⟩ = Âb |a, b⟩ = ab |a, b⟩
B̂B̂ |a, b⟩ = B̂a |a, b⟩ = ba |a, b⟩

(ÂB̂ − B̂Â) |a, b⟩ = 0

ÂB̂ − B̂Â Kommutator, Kurzschreibweise:

[A,B] = 0
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Für vertauschende Operatoren gibt es gemeinsame scharfe Observablen.
Heisenberg Unschärfe für Ort und Impuls
Ortsdarstellung:

[x̂, p̂] = x̂p̂− p̂x̂

= [x(−iℏ) ∂
∂x

+ iℏ
∂

∂x
x]

= [−iℏx ∂
∂x

+ iℏ+ iℏx
∂

∂x
]

= iℏ

=⇒ Operatoren vertauschen nicht! =⇒ es gibt keinen Eigenzustand zu x̂ und p̂!
Theoretische Quantenmechnik: [A,B] = iconst.

=⇒ VAR(A)V AR(B) ≥ const.
2

Energie-Operator für ein freies Teilchen, klassisch:
Impulsdarstellung (in Impulsdarstellung: p̂→ p):

klassisch:H =
p2

2m
→ Quantenmechanik: Ĥ =

p̂2

2m

Erwartungswert der Energie für Impuls Eigenzustand:

Ĥ |k⟩ = 1

2m
p̂p̂ |k⟩ = ℏ2k2

2m
|k⟩

ℏH = ⟨k|Ĥ|k⟩ = ℏ2k2

2m
⟨k|k⟩ = ℏωdB

[p̂2, p̂] = p̂3 − p̂3 = 0

Auch hier: Zustand unverändert, die Zahl gibt die Energie [J] an. =⇒ |k⟩ istEnergieEigenzustand

Ê |ψE⟩ = E |ψE⟩

Ĥ in Ortsdarstellung:

p̂p̂

2m

Ortsdarstellung−−−−−−−−→ 1

2m

(
−iℏ ∂

∂x
− iℏ ∂

∂x

)
= − ℏ2

2m

∂2

∂x2

Beispiel 3.5 (de Broglie Welle)

ei(kdBx−ωdBt) 7→
↓

Ê = iℏ ∂
∂t

ℏωdB︸ ︷︷ ︸
Energie

eikdBx−ωdBt

=⇒ damit der Energie-Operator die Energie „liefert“ muss er als

Ê = iℏ
∂

∂t

definiert sein.
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Allgemein auch gültig, das heißt Energie Eigenzustände haben die einfache Zeitentwicklung

e−i
E
ℏ t

Deshalb sind diese Zustände eine gute Basis, um Zeitdynamik zu beschreiben. Generell: Jede klassische Größe

a = f( x⃗, p⃗) =⇒ â = f( x⃗, p⃗)

zum Beispiel Drehimpuls: L⃗ = x⃗× p⃗

H = κL⃗2 → Ĥ = κ
(
ˆ⃗x× ˆ⃗p

)2
, [Lx, Ly] = iLz

Es gibt aber auch nicht-klassische Größen (zum Bespiel Spin).

3.3 Die Schrödiger Gleichung (nicht relativistische Quantenmechanik)
Klassische Gesamtenergie:E

E = Ekin + Epot

Allgemeiner:H Hamiltonfunktion

H =
p⃗2

2m
+ V ( x⃗) 7→ Ĥ =

ˆ⃗p
2

2m
+ V

(
ˆ⃗x
)

Axiom der nicht-relativisitischen Quantenmechanik

Operator Gleichung:
iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ |ψ⟩

Darstellung im Ortsraum: x̂ |x⟩ = x |x⟩

ˆ⃗x 7→ x⃗

ˆ⃗p 7→ −iℏ

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 = −iℏ∇⃗

ˆ⃗p
2
= −ℏ2 ∇⃗2 = −ℏ2△

Schrödinger Gleichung für nicht-relativischische Quantenmechanik

iℏ
∂

∂t
ψ( x⃗, t) = − ℏ2

2m
△ψ( x⃗, t) + V ( x⃗)ψ( x⃗, t)

Randbedingung: ∫
|ψ|2dV = 1

DamitwirddieDynamik in allgemeinenPotentialen beschrieben.DieZeitdynamikkann als Interferenz verstanden
werden, wenn man die Energie-Eigenzustände Ĥ |ψE⟩ = E |ψE⟩ als Basis verwendet → Zeitabhängigkeit
kommt nur durch die verschiedene Phasenentwicklung der Energie-Eigenzustände zustande.
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Beispiel 3.6 (Drei Zustandsystem) |a⟩ , |b⟩ , |c⟩ Basiszustände, Eigenschaften:

⟨a|b⟩ = ⟨a|c⟩ = ⟨b|c⟩ = 0 (Orthonormalität)
⟨a|a⟩ = ⟨b|b⟩ = ⟨c|c⟩ = 1 (Normierung)

Operatoren:

Â |a⟩ = a |a⟩
B̂ |b⟩ = b |b⟩
Ĉ |c⟩ = c |c⟩

Mögliche Definitionen:

Â = a |a⟩ ⟨a|+ |b⟩ ⟨c|+ |c⟩ ⟨b|
B̂ = b |b⟩ ⟨b|
Ĉ = c |c⟩ ⟨c|

Anwenden auf die Basiszustände:

Â |a⟩ = (a |a⟩ ⟨a|+ |b⟩ ⟨c|+ |c⟩ ⟨b|) |a⟩ = a |a⟩
Â |b⟩ = (a |a⟩ ⟨a|+ |b⟩ ⟨c|+ |c⟩ ⟨b|) |b⟩ = |c⟩
B̂ |b⟩ = (b |b⟩ ⟨b|) |b⟩ = b |b⟩

Erwartungswert für a:

⟨Â⟩|a⟩ = ⟨a|Â|a⟩ = ⟨a|a|a⟩ = a ⟨a|a⟩ = a

VAR(A)|a⟩ = ⟨Â
2⟩ − ⟨Â⟩2 = ⟨a|Âa|a⟩ − a2 = 0

⟨b|Â|b⟩ = ⟨b|c⟩ = 0

VAR(A)|b⟩ = ⟨b|Â
2|b⟩ − ⟨b|Â|b⟩2 = 1

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â = b{|c⟩ ⟨b|+ |b⟩ ⟨c|} ̸= 0

4 Beispiele für Einteilchen Quantenmechanik
4.1 Streuung von freien Teilchen an einer Potentialstufe

x

E

0

V0

Ekin < V0

Bereich I Bereich II
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Lösen Schrödinger Gleichung in einer Dimension in Ortsdarstellung: x⃗→ x

x⃗ 7→ x : iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t)

Suchen Lösungen mit Separationsansatz

ψ(x, t) = e−i
E
ℏ tϕ(x)

Warum:DieZeitentwickung ist „‘nur“’ Rotation inkomplexenZahlenebene, dieserZustand |ψE⟩ inOrtsdarstellung
ψ(x, t) ist Energie-Eigenzustand.

Ê |ψE⟩ = E |ψE⟩ → iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) = iℏϕ(x)

(
−iE

ℏ
ei

E
ℏ t

)
= Ee−i

E
ℏ tϕ(x) = Eψ(x, t)✓

E = Eges = EI
kin

Gleichung für ϕ(x) folgt aus Einsetzen von ψ(x, t) in Schrödinger Gleichung:

Ee−i
E
ℏ tϕ(x) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
e−i

E
ℏ ϕ(x) + V (x)e−i

E
ℏ tϕ(x)

Man erhält eine Differentialgeilchung zweiter Ordnung

Eϕ(x) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
ϕ(x) + V (x)ϕ(x)

Fall 1:Ekin < V0, klassisch wird das Teilchen reflektiert

x

E

x = 0

V0

Ekin < V0

Bereich I Bereich II

Bereich I:
V (x) = 0 =⇒ EϕI(x) = −

ℏ2

2m

∂2

∂x2
ϕI(x) E = Ekin =

ℏ2k2

2m
kennen Lösung:

ϕI(x) = Aeikx +Be−ikx

Check:

− ℏ2

2m

∂2

∂x2
ϕI(x) = −

ℏ2

2m
(A(−k2)eikx +B(−k2)e−ikx)

=
ℏ2k2

2m︸ ︷︷ ︸
EI

kin

ϕI(x) = ℏωdBϕIϕI(x) = EϕI(x)✓

Man erhält die Superposition von zwei Wellen, eine in positive x-Richtung und eine in negative x-Richtung

ψI(x, t) = e−i
E
ℏ tϕ(x) =

↓
E = ℏ2k2

2m = ωdBℏ

Aei(kx−ωdBt) +Bei(−kx−ωdBt)
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Bereich II:

EϕII(x) = −
ℏ2

2m

∂2

∂x2
ϕII(x) + V0ϕII(x)

Allgemeine Lösung:
ϕII(x) = Ce−αx +Deαx mit α2 =

2m

ℏ2
(V0 − E)

Für den Fall V0 > E ist α reell und, KopffizientD = 0 macht ϕII quadratintegrabel∫ ∞

0
|ϕ|2dx = 0

Bemerkung: Für V0 = 0 → α imaginär, wie in Bereich I besprochen. Die spezielle Lösung des Problems folgt
aus Randbedingungen bei x = 0:

Wahrscheinlichkeit muss eindeutig sein

ϕI(x = 0, t) = ϕII(x = 0, t)

Impuls muss eindeutig sein

dϕI
dx

∣∣∣
x=0

=
dϕII
dx

∣∣∣
x=0

=⇒ A+B = C
=⇒ Aik −Bik = −Cα

}
B = A ik+α

ik−α
C = A 2ik

ik−α
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x

ℜ{ψ}
V0 = 0

x = 0

V0 > Ekin
klassich verboten

t = 0

λdB

t =
h

2E
e−

iE
ℏ t = e−iπ

ℜ{ψ}

ℑ{ψ} rotiert proportional
zu Energie

x

ℜ{ψ}
V0 = 0

x = 0λdB
2Interferenz zwischen

einlaufender und reflektierter
Welle

Teilchen kann im
klassisch verbotenen Bereich
detektiert werden; nimmt

aber exponentiell ab.

Fall 2:Ekin > V0, FallEkin ≫ V wurde im Abschnitt 2.7 - Interferometer diskutiert.

x

E

x = 0

V0

Ekin > V0

Bereich I Bereich II

Analoge Vorgehensweise; Im Bereich II findet man propangierende Lösungen ∧
= de Broglie Wellen:

ϕII(x) = Ceik2x mit
ℏ2k22
2m

= E − V0, k2 reell

Randbedingung bei x = 0:
B =

k − k2
k + k2

C =
2k

k + k2
A
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x

ℜ{ψ}

x = 0

λdB λdB

x

|ψ|2

x = 0

4.2 Tunneleffekt durch eine Potentialbarriere

x

E

Bereich I Bereich III

Ekin

d

V0

Bereich II

Lösung: Ansätze wie vorher, 4 Randbedingungen

ℜ{ψ}
λdB

λdB

exponentieller
Abfall

Interferenz von
ein- und auslaufender
Welle

transmittierte
de Broglie Welle

|ψ|2

Transmissions-Wahrscheinlichkeit
konstant, weil nur auslaufende Welle

Bereich II:
|ψII|2 =

4k2

k2 + α2
|ψ(0)|2e−2αx ℏα =

√
2m(V0 − Ekin)

Transmissions Wahrscheinlichkeit:

T =
|ψII(d)|2

|ψII(0)|2
∝ e−2αd
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Exponentiell empfindlich auf Änderungen von Barrierenbreite d. Anwendung: Scanning tunneling microscope
((STM) - Rastertunnelmikroskop)

Substrat

I

∼ 4V

x y

z
verschiebbar

Spitze

d

ein Atom an der Spitze

zum Beispiel Grahpit

Elektronen können zur Spitze tunneln =⇒ Strom∼ 1 nA

I ∝ T ∝ e−2αd α ∼ 1× 1010m−1

d = 0.1 nm T ∼ 0.13

d = 1nm T ∼ 2× 10−9

extrem empfindlich auf d =⇒ atomare Auflösung.

4.3 Kasten-Potential



4 Beispiele für Einteilchen Quantenmechanik 40

x

E
V0 ≫ 0 V = 0 V0 ≫ 0

Bereich I Bereich II Bereich IIIx = 0 x = d

x

λdB
freie Welle

Raten falsche Lösung der
Schrödinger Gleichung ?� Diese Welle „passt“ nicht

∧
= Randbedingungen kann
erfüllt werden

x
0 d

eine möglich Lösung
der Schrödinger Gleichung

Limes V0 →∞ =⇒ Lösung in Bereich I + Bereich III e−αx → 0 =⇒ Randbedingungen für Bereich II:

ψII(0) = ψII(d) = 0

Suchen Energie-Eigenzustände

ψε(x, t) = e−i
E
ℏ tϕ(x)

mit

ϕ(0) = ϕ(d) = 0

− ℏ2

2m

∂2

∂x2
ϕ(x) = Eϕ(x)

Lösung:

ϕ(x) = Aeikx +Be−ikx
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mit

ϕ(x) = A+B = 0 → A = −B

ϕ(d) = Aeikd +Be−ikd = 0 → A
(
eikd − e−ikd

)
= 2Ai sin kd = 0

=⇒ k kann nur ganz bestimmte / diskrete Werte annehmen: kd = nπ, n ∈ N, n: Quantenzahlen.
A: folgt aus Normierungsbedingung. Lösung für Energie-Eigenzustände in Ortsdarstellung:

ϕn(x) =

√
2

d
sin
(nπ
d
x
)

mit Energie En =
ℏ2π2

2md2
n2

In Dirac Schreibweise:

Ĥ |ψE⟩ = E |ψE⟩ → |ψE⟩ = |n⟩

DefiniereEG für den Grundzustand:

En =
ℏ2π2

2md2
n2 = EGn

2

→ Ĥ |n⟩ = EGn
2 |n⟩

für den energetisch niedrigsten Zustand = Grundzustand erhält manE = EG

x

E ∞ ∞

E1 = 1EG n = 1

E2 = 4EG n = 2

E3 = 9EG n = 3

Ortsdarstellung
des Zustands

zu jeder Energie
gehört eine
räumliches
Wellenpaket

x

ψ

0

d

zum Beispiel n = 3 ϕ3(x)

Typische Darstellung:

x

E

0

∞

d

∞

1EG
ψ1(t = 0)

4EG
ψ2(t = 0)

9EG
ψ3(t = 0)

P (x) = |ψ|2

0

∞

d

∞

P

P

P
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Vorhersage für ein Teilchen anfänglich lokalisiert:

x

E

0

∞

d

∞

d
2

ψWP (x, t = 0)

→ später?

|ψWP ⟩t =
∞∑
n=1

cne
−iEn

ℏ t |n⟩

→ finde cn : ⟨n|ψWP ⟩ = cn

Ortsdarstellung: |n⟩ = sin(
nπ

d
x)

x
0

ψ(x, t = 0) = (
2

πd2
)1/4e−

x2

d2

=← Summe von Energie Eigenzuständen

...

x
0

E

d

n = 1 c1 = sin(πdx)

n = 2 c2 = 0

n = 3 c3 = sin(3πd )

n = 4 c4 = 0

ϕ2 ungerade und ψ(x, t = 0) gerade

=⇒
∫
ϕ2ψdx = 0
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n

cn

1 2 3 4 5 6 7 8 9

|c1|2 Besetzung von Zustand |n = 1⟩

gaussförmig

=⇒ Anfangsdynamik wie freies Wellenpaket =⇒ Reflexionen am Rand =⇒ lange Zeiten „‘Revival“’ = der
Anfangszustand wird wieder erreicht.

4.4 „Revival“ in der Quantenmechanik
Die Quantenmechanik in Systemen mit diskreten Energieen zeigt das Phänomen des „‘rephasieren“’ das heißt
die Phasenunterschiede zwischen allen Energieeigenzuständen sind n · 2π mit n ∈ Z. Im Fall des Wellenpakets
im Kastenpotential:

ei
En−En′

ℏ t = 1

Revival wenn En−En′
ℏ t = m2π,m ∈ Z =⇒ 1. Revival:

E3 − E1

ℏ
· TRevival = 2π → EG

ℏ
(
32 − 12

)
TRevival = 2π =⇒ TRevival =

h

EG

1

(9− 1)
=

h

EG

1

8

Allgemeine Energiedifferenz:

∆E = EG
(
n2 − n′2

)
= EG

(
n− n′

)(
n+ n′

)
=⇒ ∆Emin = EG

(
32 − 1

)
wenn Phasendifferenz für Grund- und 2. angeregter Zustand 2π ist, sind alle anderen Phasendifferenzen ein
gerades Vielfaches davon

mit d → ∞ geht die Grundzustandsenergie EG = ℏ2π2

2md2
→ 0, damit wird die „‘revival“’ Zeit TRevival → ∞

unendlich lang. Deshalb zerfließt ein Wellenpaket im freien Raum (d→∞) für immer.

4.5 Harmonischer Oszillator

Klassisch:

m

oszilliert mit ω

k F = −kx

V =
k

2
x2

 =⇒
x = x0 sin(ω0t)

ω2
0 =

k

m

=⇒ schreiben harmonisches Potential so, dass man die Frequenz ablesen kann

V (x) =
mω2

2
x2
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x

E

V (x)Teilchen mit Massem
schwingt mit Frequenz ω

Quantenmechanische Beschreibung: ψ(x, t)→ suchen Energie-Eigenzustände:

ψE(x, t) = e−i
E
ℏ tϕ(x)

Schrödinger Gleichung:

− ℏ2

2m

∂2

∂x2
ϕ(x) +

1

2
mω2x2ϕ(x) = Eϕ(x)

Suche Lösung der Form:

ϕ(x) = Ne−
b
2
x2
(
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + . . .

)︸ ︷︷ ︸
Potenzreihenansatz

Polynome haben die Form:

H̃0(x) = 1

H̃1(x) = 2
√
bx

H̃n+1(x) = 2
√
bxH̃n(x)− 2nH̃n−1(x)

Was sind die Eigenenergieen→ einsetzen in Schrödinger Gleichung:

ϕ0 = Ne−
b
2
x2

ϕ′′0 = N
(
b2x2 − b

)
e−

b
2
x2

− ℏ2

2m

(
b2x2 − b

)
+
mω2

2
= E0

die x-Abhängigkeit muss verschwinden, weilE eine Konstante ist (hängt nicht von x ab)

=⇒ ℏ2

2m
b2 =

mω2

2

b =
mω

ℏ

ϕ0 = Ne−
b
2
x2 = Ne

− 1
2

(
x

aho

)2

aho: charakteristische Länge; harmonic oscillator length

aho =

√
ℏ
mω

E0 =
ℏ2

2m
b =

ℏ2

2m

mω

ℏ
=

ℏω
2
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weitere Beispiele:

ϕ1 = N2
√
bxe−

b
2
x2

ϕ′′1 = N2
(
−3bx+ b2x3

)√
bxe−

b
2
x2

E12N
√
bx = − ℏ2

2m
2N
√
b
(
−2bx+ b2x3

)
+ 2N

√
b
mω2

2
x3

x3 : Koeffizient ist null, weil b =
mω

ℏ

x : +
ℏ2

2m
2b = E1 = ℏω

3

2
= ℏω

(
1 +

1

2

)
N : folgt aus Normierungsbedingung.
Allgemeine Lösung:

ϕn =

√
1√
πaho

1√
2nn!

Hn

(
x

aho

)
e
− 1

2

(
x

aho

)2

mit En = ℏω
(
n+

1

2

)
aho =

√
ℏ
mω

mit H0(x) = 1 H1(x) = 2x Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x)

Hn: Hermitesche Polynome.

x

E

ϕ0 E0 = (0 + 1
2)ℏω

ϕ1 E1 = (1 + 1
2)ℏω

ϕ2 E2 = (2 + 1
2)ℏω

ϕ3 E3 = (3 + 1
2)ℏω

ϕn hat n Knoten

ψn(x, t) = e−i
En
ℏ tϕn(x)→|ψn|2 = |ϕn(x)|2

x

E

|ψ0|2 n = 0

|ψ1|2 n = 1

|ψ2|2 n = 2

|ψ3|2 n = 3



4 Beispiele für Einteilchen Quantenmechanik 46

n
∧
=Quantenzahl.

ĤHarmonischer Oszillator |n⟩ = ℏω(n+
1

2
) |n⟩

Grundzustand:EG = E0 =
1
2ℏω

Klassisch:

0 x

E

x = 0

Quantenmechanisch:

x = 0

EG

Grundzustand:
Quantenmechanischer Zustand kann nicht beliebig räumlich lokalisiert sein. Heisenberg Unschärfe gibt

VAR(x) ·VAR(p) ≥ ℏ2

4

kinetische Energie steigt mit Lokalisierung.
Allgemeiner Grundzustand ergibt sich aus dem „‘Gleichgewicht“’ zwischen potentieller Energie und kinetischer
Energie (nennt man auch Quantendruck)
DerGrundzustanddes harmonischenOszillators erfülltminimaleHeisenbergUnschärfe.HarmonischerOszillator:

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

mω2

2
x̂2

⟨Ĥ⟩ = 1

2m
⟨p̂2⟩+ mω2

2
⟨x̂2⟩

harmonischer Oszillator symmetrisch in x, p =⇒ ⟨x̂⟩ = ⟨p⟩ = 0

VAR(x) = ⟨x̂2⟩ − ⟨x̂⟩2 = ⟨x̂2⟩
VAR(p) = ⟨p̂2⟩

⟨Ĥ⟩ = 1

2m
VAR(p) +

mω2

2
VAR(x)

Vx := VAR(x)

⟨Ĥ⟩ = ℏ2

8m

1

Vx
+
mω2

2
Vx

suchen Minimum

d ⟨Ĥ⟩
dVx

= − ℏ2

8m

1

V 2
x

+
mω2

2

!
= 0

=⇒ Vx =
ℏ

2mω

=⇒ ⟨Ĥ⟩min = ℏω
(
1

4
+

1

4

)
=

1

2
ℏω✓

Grundzustand ist Zustand minimaler Heisenberg-Unschärfe.
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4.6 Klassische Korrespondenz beim harmonischen Oszillator

x

E

(8 + 1
2)ℏω n = 8

ℏω
2 n = 0

x

1
e

1

xn=0
u0

|ψn=0|2

xxu0
1 2 3 4 5 6 7 8

xu: klassischer Umkehrpunkt

E =
mω2

2
x2u

xu =

√
2E

m

1

ω

für n = 0 E =
ℏω
2

xu =

√
ℏ
mω

= Aho

mit ψn=0 = e−i
ω
2
te

− 1
2
( x
aho

)2

|ψn=0(xu)|2 =
1

e
|ψn=0(x = 0)|2

Die Quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte nähert sich der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte für
n→∞ an.

Was entspricht einem klassisch oszilierenden Teilchen?
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ψ0

verschobenes harmonisches Potential;
Kreisfrequenz ω führt zur Oszillationsdauer T = 2π

ω

x

|ψ|2

t = 0 t = T
4 t = T

2

Oszillierendes, nicht zerfließendes Wellenpaket.

Quadratisches Potential inxkompensiert quadratischePhasenentwicklung inxdes expandierendenWellenpakets
=⇒ Paket zerfließt nicht undoszilliertmit derKreisfrequenzω. DiesesWellenpaket nenntman auch „verschobenes
Vakuum (n = 0)“ beziehungsweise kohärenten Zustand |α⟩. Wahrscheinlichkeit P :

P (n) = |⟨n|α⟩|2 = |α|
2n

n!
e−|α|2
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5 Wasserstoff
5.1 Ausgestrahltes Licht einer H2 Gasentladung
5.2 Wasserstoff ist mehr als zusammengesetztes ein negatives Teilchen gebunden an ein

positives Teilchen
Man könnte meinen ein einfachen zwei-Körper Problem mit Coulomb-Anziehung, aber:

∧
= V ( x⃗) =

−e2

2πε0|r|

r⃗

+

−
Elektron

Proton

v

Wasserstoff

1. Atom bewegt sich konstant mit
Geschwindigkeit v

2. Das Proton bewirkt ein Potential:

V =
−q2

2πε0| r⃗|
=
−e2

2πε0| r⃗|

3. Elektron hat Spin (folgt aus relativistischer
Behandlung). Damit verbunden hat das
Elektron ein magnetisches Moment

Punkt
Teilchen

∧
= µ⃗e

=⇒ Feinstruktur, weil zusätzliche Energie

E = − µ⃗e · B⃗
∆E ∼ 10−4 eV

4. Proton ist zusammengesetztes Teilchen mit
Spin =⇒ gesamt Spin =⇒ Magnetisches
Moment µ⃗p =⇒ Energie durch µ⃗p · µ⃗e.
Hyper-Feinstruktur∆E ∼ 10−6 eV

5. Vakuum ist nicht leer =⇒ Vielteilchen-
Problem, ∆E ∼ 10−6 eV

Aber:

1. Atombewegt sich; Lösung: Einführen vonSchwerpunktsbewegung (λdB wie bisher) undRelativbewegung
(analog wie in Mechanik) =⇒

2. Schrödinger Gleichnug. 3D und 1/r Potential
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5.3 Wasserstoff - ein einfaches Modell

y

z

x

positiv geladener Kern;
zum Beispiel Proton

negativ geladenes Teilchen;
zum Beispiel Elektron

r⃗2

r⃗1

r⃗
r⃗s

µ⃗2: Ort des positiven Kerns
µ⃗1: Ort des negativen Teilchens
µ⃗s: Ort des Schwerpunkts

Wasserstoff: Kern ∧
= Proton

mp = 1.67× 10−27 kg

= 938MeV

= 1u (atomic mass unit)

negativ geladenes Teilchen ∧
= Elektron

me = 9.1× 10−31 kg

= 510 keV

= 1/1835 u

Suchen Energie-Eigenzustände

Ĥ |ψ⟩ = E |ψ⟩

Ĥ = Êkin + Êpot =
p̂22
2mk︸︷︷︸
Kern

+

Elektron︷︸︸︷
p̂21
2me

− Ze2

2πε0| r⃗|︸ ︷︷ ︸
Wechselwirkung

in Ortsdarstellung

Egesψ( r⃗1, r⃗2) = −
ℏ2

2mk
△2ψ( r⃗1, r⃗2)−

ℏ2

2me
△1ψ( r⃗1, r⃗2)−

Ze2

4πε0|r|
ψ( r⃗1, r⃗2)

Zu Frage 1: Vereinfachung durch Trennung von Schwerpunkts- ( r⃗s) und Relativbewegung ( r⃗)

r⃗s =
mk r⃗2 +me r⃗2
mk +me︸ ︷︷ ︸

M

=

xsys
zs

 r⃗ = r⃗1 − r⃗2 =

xy
z


ψ( r⃗1, r⃗2) = Ψ( r⃗s, r⃗)

mit
∂

∂x1
Ψ(xs, x) =

∂Ψ

∂xs

∂xs
∂x1

+
∂Ψ

∂x

∂x

∂x1
=

(
me

M

∂

∂xs
+

∂

∂x

)
Ψ(xs, x)

analog: y1, z1

=⇒ EgesΨ( r⃗s, r⃗) = −
ℏ2

2M
△sΨ( r⃗s, r⃗) + (− ℏ2

2µ
△r −

Ze2

4πε0| r⃗|
)Ψ( r⃗s, r⃗) = EgesΨ( r⃗s, r⃗)

µ =
mkme

mk +me

Dabei erhälte man für die kinetische Energie des Schwerpunkts:

− ℏ2

2M
△sΨ( r⃗s, r⃗)

dies ist entkoppelt von r⃗ =⇒ Atomals ganzes verhält sichwie eineDe-Broglie-Welle. ZumBeispiel:Doppelspalt,
Atom-Molekülinterferometer. ∧

= externe Dynamik.
Für die kinetische und potentielle Energie der Relativbewegung erhält man:(

− ℏ2

2µ
△r −

Ze2

4πε0| r⃗|

)
Ψ( r⃗s, r⃗)
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∧
= interne Dynamik.
Löse mit Separationsansatz

Ψ( r⃗s, r⃗) = Ψs( r⃗s)Ψ( r⃗) und Eges = Es + E

=⇒ Externe Dynamik:

− ℏ2

2M
△sψs( r⃗s) = Esψs( r⃗s)

Lösung: de-Broglie Welle für das Atom mit

λs =
h√

2MEs

=⇒ Interne Dynamik: Lösung etwas langwieriger.

Zentral Potential =⇒ sinnvoll in
Kugelkoordinaten

y

z

x

θ

φ

− ℏ2

2µ
△r = −

ℏ2

2µ

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
︸ ︷︷ ︸

hängt nur von r ab

− ℏ2

2µr2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
︸ ︷︷ ︸

hängt nur von θ-Polarwinkel und φ-Azimutwinkel ab

=⇒ Separationsansatz:
ψ(r, θ, φ) = R(r)P (θ)Q(φ)

3 gewöhnliche Differentialgleichnugen 2. Grades fürR(r), P (θ), Q(φ). Zusätzliche Bedingung∫
|ψ|2dV = 1

grenzt die Lösungen der Differentialgleichnugen stark ein.

ψn,l,m(r, θ, φ) = Rn,e(r)P
m
l (cos θ)eimφ

En = − µe4

8h2ε20

z2

n2
= −R∗

y

z2

n2

R∗
y : reduzierte Rydberg Konstante≈ 13.6 eV

n = 1, 2, 3, . . . Hauptquantenzahl
Für gegebenens n ist l = 0, 1, 2, . . . , (n− 1)
Für gegebenes l istm = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l

Ĥ |ψ⟩ = E |ψ⟩ → |n, l,m⟩ ψn,l,m = ⟨x|n, l,m⟩

Wichtig: Energie =−13.6 eV · 1/n2

∞ ∞

En ∝ n2
n = 1, 2, . . .

En ∝ (n+ 1/n)
n = 0, 1, 2, . . . 1

r

En ∝ 1
n2

n = 1, 2, . . .
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5.4 Wasserstoff - radiale Wellenfunktion
Radiale Wellenfunktion:
Rnl: skalierter Radius

ρ = 2Z
r

na′B

Mit Bohrschem Radius a′B :

a′B
4πε0ℏ2

µe2

(normaler Bohrscher Radius ist mit Elektronmasse anstatt µ definiert).Lnm(ρ): zugeordnete Laguere Polynome.

Rnl(r) =

√(
Z

nA′
B

)3 (n− l − 1)!

2n(n+ l)!
e−

ρ
2 ρl L2l+1

n−l−1︸ ︷︷ ︸
Polynom n− l − 1 Grades ∧

= Anzahl der Nullstellen

(ρ)

r

E

r−13.6 eV n = 1

−3.4 eV n = 2
l = 0, 1

−1.5 eV n = 3

(−13.6
n2 )

r

ψ10,0
R10(r)

R20(r)
R21(r) nur Nullstelle bei r = 0;
trotzdem gleiche Energie
=⇒ in Winkelkoordinaten gibt
es Nullstelle

− Ze2

4πε0r

p+
e−

r

y

z

x

r

dr

Volumen: 4πr2dr
Wie groß ist dieWahrscheinlichkeit das Elektron imAbstand [r, r+
dr] zu finden?

dP = |Rn,l(r)|2r2dr

=⇒ |Rn,l(r)|2r2 ist eine sinnvolle Größe um
Aufentaltswahrscheinlichkeit darzustellen.
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r

r2|R|2

n = 1
l = 0

a′b
z

a′b
z

3
2

Erwartungswert ∧
= mitlerer Abstand

⟨r⟩|n,l,m⟩ =
a′b
z
n2(1 +

1

2
(1− l(l + 1)

n2
))

n = 2
l = 0
l = 1

r

r2|R|2

4
a′b
z 4

a′b
z

3
2

Mittlerer Abstand

Allgemein: l = n− 1

rmax = n2
a′b
Z

(ergibt auch Bohr Modell)

5.5 Wasserstoff - Winkelanteil der elektronischen Wellenfunktion
Winkelanteil der Wellenfunktion:

Pml (cos θ)eimφ

Pml (x): Legendre-Polynome. Klassischer Drehimpuls:

L⃗ = x⃗× p⃗ =

ypz − zpyzpx − xpz
xpy − ypx

 =

LxLy
Lz


Quantenmechanische Beschreibung

x⃗→ ˆ⃗x p⃗→ ˆ⃗p;
ˆ⃗
L = ˆ⃗x× ˆ⃗p

In Ortsdarstellung: x̂ 7→ x p̂x 7→ −iℏ ∂
∂x

→ L̂z 7→ −iℏ
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −iℏ ∂

∂φ
in Kugelkoordinaten

L̂Z |n, l,m⟩: Ortsdarstellung

−iℏ ∂

∂φ

(
Rn,l(r)P

m
l (cos θ)eimφ

)
= −iℏ(im)Rn,l(r)P

m
l (cos θ)eimφ

=⇒ L̂z |n, l,m⟩ = mℏ |n, l,m⟩
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das heißt Eigenzustand zu L̂z Operator! Damit ist die z-Komponente des Drehimpulses des Elektrons scharf
definiert. ⟨L2

z⟩ − ⟨Lz⟩
2 = 0

Teilchen imZustand ⟨5, 3, 2⟩messenwirmitWahrscheinlichkeit1 für dieDrehimpulskomponente in z-Richtung
2ℏ. Das gilt nicht für x, y-Richtung:

[L̂x, L̂y] = iL̂z

Quadrat des Beitrages des Drehimpulses: L⃗2 = L2
x + L2

y + L2
z . Es gilt [ ˆ⃗L2, L̂z] = 0

ˆ⃗
L2 |n, l,m⟩ = −ℏ2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
︸ ︷︷ ︸

Ortsdarstellung von ˆ⃗
L2 in Kugelkoordinaten

ψn,l,m

= −ℏ2
(

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
Rn,l(r)P

m
l (cos θ)eimφ = ℏ2l(l + 1)ψn,l,m

ˆ⃗
L2 |n, l,m⟩ = ℏ2l(l + 1) |n, l,m⟩

Allgemeine Drehimpuls-Eigenzustände: Drehimpuls ist gequantelt: | L⃗| kann nur diskrete ℏ
√
l(l + 1) Werte

annehmen.
Für gegebenen Betrag des Drehimpulses gibt es 2l + 1 Einstellmöglichkeiten in z-Richtung m = −l,−l +
1, . . . , l − 1, l; Der Wert in x- und in y-Richtung ist unbestimmt. Typische Darstellung:

l = 1

y

0

Lz

|l = 1,m = 0⟩

|l = 1,m = 1⟩

|l = 1,m = −1⟩

ℏ
√
l(l + 1) mit l = 1

ℏ

Quantenmechanisch ist x - und y-Richtung nicht festgelegt, das heißt unscharf. [L̂x, L̂y] = iL̂z in 3D Darstellung ∧
= Kegel

Nomenkatur:

l = 0 s - Zustand
l = 1 p - Zustand
l = 2 d - Zustand
l = 3 f - Zustand

L̂z |l,m⟩ = ℏm |l,m⟩
ˆ⃗
L2 |l,m⟩ = ℏl(l + 1) |l,m⟩
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|l,m⟩ sind Drehimpulseigenzustände. In Ortsdarstellung (Kugelkoordinaten):

|l,m⟩ = 1√
2π
Pml (cos θ)eimφ = Nl,mY

m
l (θ, φ)

N : Normierung. Y m
l : Kugelflächen-Funktion. =⇒ Funktion definiert auf einer Kugeloberfläche kann in Y ml

l

zerlegt werden „Fourierzerlegung auf einer Kugel“. Y ml
l sind

normiert
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θdθ

∣∣Y ml
l

∣∣2 = 1

orthogonal
∫ 2π

0
dφ

∫ ∞

0
sin θdθY m∗

l Y m′
l′ = δll′δmm′
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|l,ml⟩ = |0, 0⟩
Ortsdarstellung−−−−−−−−→ Y ml=0

l=0 =
1

2
√
π

x

z

y abrollen

π
2

π 3π
2

2π

Polardiagramm θ

|l,ml⟩ = |1, 0⟩
Ortsdarstellung−−−−−−−−→ Y 0

1 =
1

2

√
3

π
cos θ

x

z

y abrollen

π
2

π 3π
2

2π

Polardiagramm

θ ∈ [0, π]

θ

|l,ml⟩ = |2, 0⟩
Ortsdarstellung−−−−−−−−→ Y 0

2 =
1

4

√
5

π
(2 cos2 θ − sin2 φ)

x

z

y abrollen

π
2

π 3π
2

2π

θ ∈ [0, π]

Polardiagramm
∼.3π

=⇒ Y 0
l erlaubt Polarwinkel-Abhängigkeiten zu beschreiben; Y ml

l mitml ̸= 0 =⇒ Azimut-Abhängigkeiten zum Beispiel:

|l,ml⟩ = |1,∓1⟩
Ortsdarstellung−−−−−−−−→ Y ±1

1 = ∓1

2

√
3

π
sin θe±iφ

x

z

y abrollen Polardiagramm
π
2

π

φ = 0

π
2

π 3π
2

2π

φ = π
2

ℑ{Y −1
1 } ∝ − sinφ

ℜ{Y −1
1 } ∝ cosφ
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5.6 Zusammenfassung des Modells für Wasserstoff
5.7 Optische Übergänge
Lich aus Gasentladung vonH2 Gas zeigt charakteristische Frequenzen, die bestimmten Energie-Differenzen im
Energieeigenwert Spektrum entsprechen.
Behauptung: Die Emission von Licht folgt aus der Superposition von verschiedenen Energieeigenzuständen n
und n′ mit der zusätzlichen Bedingung |l − l′| = ∆l = 1 (Dipol Auswahlregel) Plausibilisierung:

klassische Elektrodynamik: oszillierender Dipol strahl ab

d⃗ = q x⃗ x⃗ =

 0
0

z0 cosωt


=⇒ Quantenmechanik: d⃗→ ˆ⃗

d, Erwartungswert

⟨ˆ⃗d⟩ = ⟨ψ|ˆ⃗d|ψ⟩

1D-lineare Emmision d⃗→ dz = ez
Grundzustand:

⟨1 0 0|eẑ|1 0 0⟩ =
∫
ψ∗
100(r, θ, φ)︸ ︷︷ ︸

gerade

ungerade︷ ︸︸ ︷
ez ψ100(r, θ, φ)︸ ︷︷ ︸

gerade

dV = 0

=⇒ Zustand hat kein elektrisches Dipolmoment

⟨ψnlm|e ˆ⃗x|ψnlm⟩ = 0∀n, l,m

Das Elektron ist eine Superposition von zwei Zuständen

|ψ⟩t=0 =
1√
2
{|n, l,m⟩︸ ︷︷ ︸

|ϕ⟩

+ |n′, l′,m′⟩︸ ︷︷ ︸
|ϕ′⟩

}

⟨ˆ⃗d⟩ = e

2

((
⟨ϕ|+ ⟨ϕ′|

)ˆ⃗
d
(
|ϕ⟩+ |ϕ′⟩

))
=
e

2

⟨ϕ|ˆ⃗d|ϕ⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+ ⟨ϕ′|ˆ⃗d|ϕ′⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+ ⟨ϕ|ˆ⃗d|ϕ′⟩+ ⟨ϕ′|ˆ⃗d|ϕ⟩︸ ︷︷ ︸
c+c∗ =⇒ reelle Zahl



|ψt⟩ = e−i
E1
ℏ t 1√

2

(
|ϕs⟩+ e−i

E2−E1
ℏ t |ϕp⟩

)
⟨d̂⟩ψ = ℜ

(
⟨ϕs| e ˆ⃗xe−i

E2−E1
ℏ t |ϕp⟩

)
= eℜ

e−iω12t ⟨ϕs|ẑ|ϕp⟩︸ ︷︷ ︸
̸=0 für∆l = ±1, Dipolmatrix ElementDz



= eDz

↓
Dipol in z-Richtung

Oszilliert mit der Frequenz, die der Energie-Differenz entspricht
↑

cosω12t
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Licht emission mit Polarisation in z-Richtung in x-y-Richtung; keine Emission in z-Richtung; ∇⃗ · E⃗ = 0
transversale elektromagnetische Welle.

Quantitative siehe Lehrbücker zu Quanten-Elektrodynamik (QED) ∧
= Photon Konzept; als Ergebnis findet

man, dass die Superposition exponentiell zerfällt→ natürliche Lebensdauer.
Welche Energie hat das Photon?

Der Erwartungswert des Diplos D⃗ ∝ ⟨a|ˆ⃗d|g⟩ zerfällt auch exponentiell
Welche Frequenzen hat das Licht?

Äquivalent: was misst man in einem Spektrometer?
Lösung: zerlegen elektromagnetisches Feld in eiωt

→ E(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
E(ω)eiωtdω

=⇒ E(ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
E(t)e−iωtdt

Spektrometer misst I(ω) = E∗(ω)E(ω) = |E(ω)|2

=⇒ iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂

∂x2
ψ

iℏ
d

dt
|ψ⟩ = Ĥ |ψ⟩

|ψ⟩ → |ψ⟩t+dt = e−i
Ĥ2

ℏ |ψ⟩t
Split-Step-Fourier

5.8 Externe Felder - Zeeman-Effekt (1896)
Klassisch:

H =
1

2me

(
p⃗+ eA⃗( x⃗)

)2
+ V ( x⃗)

mit A⃗: Vektorpotential, B⃗ = ∇⃗ × A⃗Quantenmechanik:

Ĥ =
1

2me

(
ˆ⃗p2 + eˆ⃗p

ˆ⃗
A+ e

ˆ⃗
Aˆ⃗p+ e2

ˆ⃗
A2
)
+ V

(
ˆ⃗x
)

in Ortsdarstellung mit

B⃗ =

 0
0
Bz

 ∧
= A⃗ =

Bz
2

−yx
0


ˆ⃗p
ˆ⃗
A+

ˆ⃗
Aˆ⃗p = −iℏBz

2

∂x∂y
∂z

 ·
−yx

0

+

−yx
0

∂x∂y
∂z

 = −iℏBz
2
(−∂xy + ∂yx− y∂x + x∂y) = −iℏBz(x∂y − y∂x) = BzL̂z

Ĥ =
↓

in Ortsdarstellung

1

2me
△+ V ( x⃗)︸ ︷︷ ︸

Wasserstoff ohne Magnetfeld

+
e

2me

ℏ
i
(x∂y − y∂x)︸ ︷︷ ︸

L̂z

+
e2

2me

B2
z

4

(
x2 + y2

)
︸ ︷︷ ︸

∼1× 10−6 T−1Bzkleiner als ⟨Bz · L̂z⟩ Term in „standard“ LaborB ∼ 10T

Der L̂z Term ist nur in z-Richtung, das legt das Koordinatensystem fest.

Ĥ = Ĥ0 +
e

2me
BzL̂z

Ĥ0 |n lm⟩ = En |n lm⟩
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mitm ∧
= z-Komponente des Drehimpulses, wird auch Magnet-Quantenzahl genannt

=⇒ Ĥ |n lm⟩ = En +
eℏ
2me

mBz |n lm⟩

wir definieren µB - Bohrsches Magneton

µB =
eℏ
2me

6 Spin
Darwin Term ist nur für Zustände mit l = 0 nicht null

∆ED =
πℏ2

2m2c2
Ze2

4πε0

∫
ψ∗
n00(n)δ(n)µn00(n)dV︸ ︷︷ ︸

=|Ψn00(0)|

= −En
(2α)2

n

Alle Terme bisO
(
v
c

)2
Enj = En

(
1 +

Z2α2

n2

(
n

j + 1
2

− 3

4

))

S⃗ und L⃗ liegen in unterschiedlichen Vektorräumen =⇒

[ L⃗, S⃗] = 0

7 2 Elektronen System am Beispiel Helium
7.1 Helium - 2p, 2n, 2e−: Modell: Z = 2

Wichtig: Zusätzlich zur anziehendenWechselwirkung (e−-Kern) gibt es abstoßendeWechselwirkungen (e−-e−)
Ortsdarstellung:

H = −ℏu

2µ
(△1 +△2)︸ ︷︷ ︸

kinetische Energie

−

Elektron-Kern Wechselwirkung︷ ︸︸ ︷
Ze2

4πε0| r⃗1|
− Ze2

4πε0| r⃗2|
+

e2

4πε0| r⃗12|︸ ︷︷ ︸
ElektronElektronWechselwirkung

µ =
memk

me +mk
∼ me

Grundzustandsenergie ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkung: 2×Wasserstoff mit Z = 2

En−1 = 2× Z2(−13.6 eV) = −108.8 eV

Beobachtet wird, dass die vollständige Ionisierung

He → H++
e + e−

79 eV benötigtwird. kleinereBindungsenergie folgt ausElektron-Elektron-Wechselwirkung. SchätzenElektron-
Elektron-Wechselwirkung mit Störungstheorie (1. Ordnung) ab:

△Ee−−e−−WW =
e2

4πε0
⟨ψ| 1

| r⃗12|
|ψ⟩
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|ψ⟩ ist ein zwei-Elektronen Zustand. Nehmen zwei unabhängig gebundene e− an =⇒ |ψ⟩ in Ortsdarstellung

ψn( r⃗1, r⃗2) = ψn( r⃗1)︸ ︷︷ ︸
Lösung von Wasserstoff mitZ = 2

ψn( r⃗2)

Für Grundzustand: ψ1
n=1( r⃗) = ψ2

n=1( r⃗) = ψ100( r⃗)

=⇒ ψ( r⃗1, r⃗2) =
1

π

Z3

a3B
e
− Z

aB

7.2 Spin Feiheitsgrad

=⇒ Energie-Eigenzustände werden Gesamtspin haben hatS⃗ =
ˆ⃗
S1 +

ˆ⃗
S2

Analog zu j⃗ =⇒ ˆ⃗
S2, Ŝz Eigenzustände |s, rs⟩.

ˆ⃗
S2 : s1 − s2 ≤ S ≤ s1 + s2

Ŝz : −s ≤ rs ≤ s

Beispiel:

s1 =
1

2

s2 =
1

2
s = 0, rs = 0 (Singulett)
s = 1, rs = −1, 0, 1 (Triplett)

Wie sehen die Eigenzustände zu S = 0 und S = 1 aus?
Wähle Basis |↑↓⟩ Teilchen 1 und |↑⟩, Teilchen 2 ind |↓⟩, |↓, ↑⟩ , |↓, ↓⟩ , |↑, ↑⟩

ˆ⃗
S2 |ψ⟩ =

(
ˆ⃗
S1 +

ˆ⃗
S2

)2
|ψ⟩ = ˆ⃗

S1
2 +

ˆ⃗
S2

2 + 2
ˆ⃗
S1

ˆ⃗
S2 |ψ⟩ = ℏ2s(s+ 1) |ψ⟩

Sx |↑⟩ = ℏ
2
|↓⟩&&Sy |↑⟩ = ℏ

2
|↓⟩&&Sz |↑⟩ = ℏ

2
|↓⟩

Sx |↓⟩ = −ℏ
2
|↓⟩&&Sy |↓⟩ = −ℏ

2
|↓⟩&&Sz |↓⟩ = −ℏ

2
|↓⟩

|ψ⟩& = |↑↓⟩

3
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