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1 Grundlagen der Maf}- und Integrationstheorie

Motivation: Erweiterung des Riemannintegrals auf einen groferen Bereich von Funktionen

Satz 1.1 (Kriterium fiir Riemann Integrierbarkeit) Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f genau dann
Riemann integrierbar, falls die Menge S der Unstetigkeiten von f eine Nullmenge ist, im Sinne, dass es fiir jedes
fiir jedes € > 0 eine abzéihlbare Familie von Intervallen I; gibt, mit

S C GIZ
=1

o0
Z|Il| <€
i=1
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Bemerkung Insbesondere ist die Funktion

1 z€@Q

f:[O,l]—)IR,f(a:):{O rER\Q

nicht Riemann integrierbar.

Das Riemann-Integral der Funktion ist definiert iber eine Zerlegnug des Definitionsbereiches in kleine Intervalle.
Beim Lebesgue Integral wird stattdessen der Bildbereich zerlegt! Fiir eine nichtnegative f : 2 — [0, 00],Q C
R™ betrachten wir die Mengen

Ey = f_l((tk, tk+1]) C R"

wobei t;, = hk fiir ein vorgegebenens . > 0, und approximieren dann das Integral von f durch
[e.e] oo
h h
S (B < /f(x)dx < St u(Ey) (%)
=1 =1

wobei das Maf 11 : P(R"™) — [0, 0] eine Abbildung ist, welche das Mafl der Menge £ = P(IR") misst.
Das Integral ergibt sich aus (*) im Limes h — 0. Fiir das Lebesgue-Integral miissen wir ein geeignetes Maf}
definieren — Lebesguemafd £"

/ @)L (@) = £4Q) 1+ LR\ Q)0 =0
0 0 1

Definition 1.2 (Maflproblem) Wirsuchen eine Abbildung i : P(R™) — [0, co] mit den folgenden Eigenschaft

1. u(A) Cu(B)VAC B (Monotonie)

2. (U Ai> = (A falls Ay NV Aj = Vi # j (0-Additivitat)
=1 i=1

3. p([0,1)") =1 (Normierung)

4. wW(QA+vy) = pu(A) falls@ € O(n),y € R” (Euklidische Invarianz)

Dieses Problem heifft Maf8problem. In einer etwas schwicheren Version kann man auch fordern

k k
2. p (U Ai) = Z 11(A;)
i=1 i=1
4. p(A+y) = pu(A) firy e R"

Satz 1.3 (Vitali: 1908) Es gibtkeine Abbildung i : P(R™) — [0, oo| welche die Forderungen des Maproblems
erfillt.

Beweis Seip : P(R™) — [0, 0] eine Abbildung die die Forderungen des Mafproblems erfiillt. Sei g;, i €
N eine Abzihlung von [0, 1] N Q™. Wir definieren die Aquivalenzrelation z ~ y auf £ := [0, 1]" durch
x ~y <= x—y € Q. Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Menge My C [0, 1]", welche aus jeder
Aquivalenzklasse genau ein Element enthilt, das heift es gilt:

L.Vye0,]]"Iz e My:x~yeQ

2. Ausz,y e My, —yeQ = z=y
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Wir definieren M; = My+g¢;. Aus der Definition von M; folgt M; N M; = (Wi # j.Inder Tatfallsz € M;NM,;,

dannz — ¢; € Myundz — ¢; € My =Y ¢ = gj. AuBerdem gilt [0,1]" C |J;2, M; C [0,2]™. Die erste
Einbettung folgt aus 1., die zweite Einbettung gilt, da y + ¢; € [0,2]"Vy € Myund y € [0, 1]" schlieflich gilt
pu(M;) = p(Mo)Vj € N. Dies folgt aus den Forderungen 1., 3., 4. (abgeschwiichte Version reicht).

= 1=p(0, ") <pul M| =D nM)=>" u(Mo) = p(M;) = u(Mo) >0
=0 i=0 i=0

()~

p([0,2]") = 2" u([0,1]") = 2"

(:)w([j Mi) < u([0,2]") = 2" < o0’ -

=0

und

Aus 3. und 4. folgt andererseits

Bemerkung Jedes Mafi, welche die Eigenschaften des Maproblems erfiillt, kann also nicht auf der ganzen
P(IR™) definiert sein, sondern auf einer Untermenge der P(IR"™).

Frage: Welche ist die ,grofite” (eine ,gute”) Untermenge A C P(IR™), sodass es eine Losung des Maproblems
gibt?

Definition 1.4 (Algebra und o-Algebra) Eine Algebra . A ist die Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge
X mit

- XeAd
cAed = A =X\Ac A
« ABeA = AUBecA

Falls
(Ap)pen C A = U Ac A
kelN

so spricht man von einer o-Algebra.

Lemma 1.5 Sei X eine Menge, A eine o Algebra und (Ay),c C A. Dann gehoren ), (.o Ar und A; \ Ao
zu A.

Beweis (Ubung) O
Definition 1.6 (Erzeugte und relative o-Algebra) Fiir S C P(X) wird

X(S)=%(S]| X) = m{A C P(X) | Aisteine o-Algebramit S C A}
als die von S erzeugte o-Algebra bezeichnet. VY C X definieren wir die relative o-Algebra

ANY ={ANnY | Aec A}
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Lemma 1.7 Die erzeugte relative o-Algebra sind wohldefiniert. Fiir alle Mengen S C P(X),Y C X gilt
YSNY|Y)=2(S|X)nY
Beweis (Ubungen) O

Definition 1.8 (Topologischer Raum) Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O) bestehend aus Menge X
und O C P(X) mit

-0, XeO
U Ve = UnNVeO
* (Uk)ger € O = Uper Uk € O fiir eine beliebige Indexmenge 1.

Die Elemente von O werden als offene Menge bezeichnet.
Bemerkung Topologische Raum ist abgeschlossen unter endlichen Schnitten und abzédhlbaren Vereinigungen.

Definition 1.9 (Borel-o-Algebra, Borel Menge) Ist X ein topologischer Raum, so ist die Borel-o-Algebra
B(X) diejenige o-Algebra, die von den offenen Mengen erzeugt wird. Ihre Elemente heifen Borel-Mengen.

B" .= B(R")
B:=nB!

Bemerkung Die o-Algebra die von den abgeschlossenen Mengen erzeugt wird, ist ebenfalls identisch mit der
Borel o-Algebra.

Definition 1.10 (Messraum, Maf}, Maflraum) Eine Menge X miteiner o-Algebra. A C P(X ) heiflt Messraum.
Ein Maf ist eine Abbildung 4 : A — [0, 00| mit

- w(@) =0
. M(Uk@N Ak) = > ren M(Ayg) fiir disjunkte Mengen o-Additivitit

Die Elemente in .4 heifen messbar, und (X, A, 1) heiRt Mafiraum.
Definition 1.11 (o -Finitheit) Ein Mah heif8t o-finit, falls es eine abzihlbare Uberdeckung {Xi}tren C A

von X gibt, also
X =Jx
keN

sodass p(Xy) < ooVk.
1 heift endlich falls p(X') < oco. Bei Wahrscheinlichkeitsmaf 14(X) = 1.

Beispiel 1.12 1. ZihlmaR: Fiir X und A = P(X) setze fiir A € A:

o0 sonst

L) = {#A A endlich

b ist endlich falls X endlich und o-finit wenn X abzihlbar.
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2. Dirac-MaR: Fiir einen fest gewahlten 9 € X und A = P(X) setzen wir fir A C X

_J0 zog A
M(A)._ {1 ro €A

3. Positive Linearkombination: yi1, 1o Male auf (X, A). Dannist p := a1 + o fiir ag, ag > 0 wieder
ein Maf

Lemma 1.13 Sei (X, A, i1) ein Mafraumund Y € A. Dannist |y (4) := p(ANY)VA € A wieder ein
MafR auf (X, A). Durch Einschrinken der o-Algebra Aauf A |y:={A € A| AC Y} wird (Y, A |y, 1 ly)
auch ein Mafraum. Falls (X, A, p1) o-finit, dann (Y, A |y, ¢ |y) auch.

Notation: Zu (Ay),cn C X schreiben wir
« A /N A(k — oo) falls Ay C Ag1Vk € Nund A = (e Ak
e Ap N A(k — 00) falls Ay D A1 ¥k € Nund A = (on A

Satz 1.14 Fiir jeden Mafiraum (X, A, i) und (A ), C Agilt

1. Ay C Ay = p(A1) < u(Aq) (Monotonie)
2. w(Upen Ak) < Dpen #(AR) (0-Subadditivitit)
3. Ay A = p(Ag) 7 p(A) fir (kK — o00) (Stetigkeit von Unten)
4. Ap A = u(Ag) N\ p(A) fiir (k — oo) und p(A41) < o0 (Stetigkeit von Oben)

Beweis 1. AB€ A ACB = B=AU(B\A),B\Ae A = u(B)=pu(A)+u(B\A) >
#(A)

2. Wir definieren (By,); o C A durch

k .
By := A1, By = Appa \ U A = U By, = U Ay,
j=1 kEN kEN

Nach Definition gilt

u(U Ak) =u<U Bk) D

keN keN keEN keN

3. Definieren (Cy);c C A durch

Cl = A1
Crt1 = App1 \ A

Es gilt

= UC’kZUAk:A

keN keN

k
n(Ar) = D7 u(C) =% 3 () = p(A) < 3 p(Ag)
j=1 keN keEN
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4. Dy = A1 \ AiVEk € N. Damitist Dy, * Ay \ Aund

k—ro0
(A1) = p(Ag) = p(Ar\ A) === [BJu(Ar\ A) = u(Ar) = u(A)
Subtraktion von (A1) < oo liefert die Behaptung. O
Beispiel 1.15 i : P(N) — [0, 00|, u(A) := #A. Die Mengenfolge A, := {n,n+ 1,n + 2,...} ist fallend

gegen die leere Menge, aber es ist

0=p(0) # lim p(An) = o0

Definition 1.16 (Borel-Maf}) Set X ein topologischer Raum. Ein Maf auf einer Borel-o-Algebra B(X ) heif3t
Borel-Maf}, falls es auf Kompakta stets endlich Werte annimmt.

Beispiel 1.17 Fiir X = IR ist das Dirac-Maf$ ein Brel-Maf, aber nicht das ZihlmagR.

Definition 1.18 (Regularitit) Sei X eintopologischer Raum, (X, A, 1) ein Mafraum. Das Maf /s heit regulir
von auflen, wenn fiir A € A gilt

w(A) =inf{p(U) | A C U,U offen}
14 heilt regulidr von innen, wenn fiir A € A gilt
pu(A) = sup{u(K) | K C A, Kkompakt}

Beispiel 1.19 Das Zihlmaf mit X = R, .A = B, ist regulir von inne, aber nicht von aulen. Das Dirac-Maf ist
regulir.

Definition (Kompaktheit) Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann nennt man A kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Das beutet:

VIAT' CI|I'| <o: Ac|JA = Ac A
el iel’

Bemerkung Ineinem metrischen Raumisnd die bisherigen Definitionen der Kompaktheit mit der neu eingefiihrten
iquivalent.

Konstruktion von Mafien
Strategie:

1. Starte mit einem Pramafd A auf einer Algebra endlichen, disjunkten Vereinigungen von Intervallen, \ =
Summe der Lingen

2. Dieses Primaf} kann zu einem dufleren Maf auf P(IR) fortgesetzt werden (keine o-Additivitit)
3. Einschrinkung auf Borel-o-Algebra liefert ein Maf?.
Definition 1.20 (Dynkin-System) Eine Familie D C P(X), X Menge, heit Dynkin-System, falls gilt:
1. XeD
2.AeD = A%€D

3. (A)pen CD, AN A =0k 1 ENE#T = |
kENALED
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Bemerkung 1. Ein Dynkin-System ist abgeschlossen beziiglich Mengensubtraktion:
ABED,BCA = A\B=AnB’=(A°UB) D
2. Ist S C P(X),soist

D(S) = [ {D | D Dynkin-System, § C D}

das von S erzeugte Dynkin-System

3. Das von S erzeugte Dynkin-System ist wohldefinieret, dass heif}, es ist eindeutig und tatsichlich ein
Dynkin-System.

Lemma 1.21 Ist D ein Dynkin-System und abgeschlossen beziiglich endlicher Schnitte oder alternativ beziiglich
beliebiger (also nicht disjunkter) endlicher Vereinigung, so ist D eine o-Algebra

Beweis Ubungen U

Lemma 1.22 Sei S eine (nichtleere) Familie von Teilmengen einer Menge X, die abgeschlossen ist unter endlichen
Schnitten sind, dann folgt D(.S) = X(.5)

Beweis Nach Definition gilt D C X(S). Die andere Inklusion folgt sofort, wenn wir zeigen, dass D(S) o-
Algebra ist. Nach Lemma 1.21 geniigt es zu zeigen, dass D(S) abgeschlossen ist unter endlichen Schnitten.
Definiere fiir ein beliebiges A € D(.S)

D(A)={BeD|AnBeD}CD
wir miissen beweisen D(A) = D fiiralle A € D. Es gilt
. XeD,ANX=A4Ae€D = X € D(A)
2. Be D(A) = B € D, AN B € D woraus folgt

ANBY=A\(BnA)eD — B c D(A)
3. B = Upen Br, Br € D(A) = By, € D, AN By, € D woraus folgt, dass B € D und

BnA=|J(BrnA)eD = BeD(4)
keN

Behauptung: A € § = S C D(A),den: B €¢ § = ANB eSS = B € D(A).Da
D = D(S) das kleinste Dynkin-System ist, das S enthitlt folgt D C D(A) = D = D(A). Fiir beliebiges
U € S,V € D= D(U) folgt nach Definition UNV € D. Diesimpliziert U € D(V),also S ¢ D(V)VV € D.
Wie ebenist D(V') C D, also D(V) = DYV € D. O

Bemerkung Lemma 1.22 lisst sich wie folgt anwenden:

1. Verifiziere eine Eigenschaft ¢ auf einer Menge S C P(X ), die abgeschlossen ist unter endlichen Schnitten
ist.

2. Zeige, dass die Menge aller Mengen, die ¢ erfiillen ein Dynkin-System ist.

3. SchlieRe, dass ¢ auf 3(9) gilt.
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Satz 1.23 (Eindeutigkeit von Malen) Sei (X, 3, i) ein Mafraum und S C P(X) Familie von Menge, die
abgeschlossen unter endlichen Schnitten und ¥ = (.S). Weiter enthalte S eine Folge aufsteigender Mengen
(Xk)pen C Smit X3 7 X und p(Xy) < oo fiiralle & € N. Dann ist 1 auf ¥ = X(5) durch die Werte auf S
eindeutig bestimmt.

Beweis Sei [i ein weiteres Mafy mit ji = 1 auf .S. Dann gilt
A(X) = lim fA(Xg) = lim p(Xy) = p(X)
k—o00 k—o0
zuniichst p(X) < oo. Idee:
D—{AeT|i(A) = u(A)}

ist ein Dynkin-System.
X € D bereits gezeigt. Fir A € D ist
i(AC) = il(X) = i(A) = u(X) — p(A) = u(A°)
— A® € D. Betrachte (Bk)en> Be N By = O0Vk,l € N,k # lund By, € D sowie B = |J,,cy Bk Dann
gilt
i(B)=> i(By) =Y u(Bx)=pu(B)
keN keN
Nach Lemma 1.22 folgtalso ¥ = X(S) =D(S) CDCYX = D=1%.

Im allgemeinen Fall erhalten wir fir A € >:

A(A) = lim (AN X)) = lim pu(XzNA) 0
k—o0 k—ro0

Definition 1.24 (Primafl) Sei X eine Menge und A C P(X) eine Algebra. Ein Primaf} auf X ist eine o-
additive Abbildung p : A — [0, 0o] mit (@) = 0.

Bemerkung Man braucht nur die o-Additivitit fiir solche (paarweise disjunkte) Folgen (Ay,) oy C A gewihrleisten,
deren Vereinigung

U Ak cA
keN

Ein Pramaf} auf einer o-Algebra ist ein Maf.

Korollar 1.25 Sei i ein o-finites Primaf} auf einer Algebra .4, dann gibt es héchstens eine Fortsetzung auf

S(A).

Beweis Setze S = A wie im Satz 1.23. Offenbar ist abgeschlossen unter endlichen Schnitten. Da X o-finit ist,
gibt es eine Folge (X )¢ mit X = (J, o0 X und p(Xy) < coVk € N. Fiir Ay := U§:1 Xjist Ay /X
und

k
u(Ar) <D n(Xg) < o0
j=1

Nach dem Setz 1.23 ist das auf (X, ), so es denn existiert, eindeutig. O

Beispiel 1.26 Die Menge S, sei die Menge, die alle Intervalle [a,b), —0o < a_egb < oo erzeugt dann unter
endlichen Vereinigungen eine Algebra 4. Wir setzen

0
p(la, b)) = oo

Dieses  ist Pramaf auf A. Es gibt (mindestens) zwei Fortsetzungen:
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1. Zihlmag ist eine Fortsetzung
2. u(A) =ooVA £

Definition 1.27 (iuleres Maf}) Elne Funktion p* : P(X) — [0, o] ist ein duferes Maf auf X, falls fiir alle
(Ar)ren C P(X) die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

L (@) =0

2. (A1) < p*(Ag), falls Ay C Ag (Monotonie)

3. u” ( U Ak> < Z w(Ag) (o-Subadditivitit)
keN keN

Satz 1.28 Sei p* ein dufleres Mafl auf eine Menge X. Wir sagen, die Menge A C X erfiillt die Caratheodory-
Bedingung (CB) falls
pH(E) = p (ENA) +p* (ENA°)VEC X

Die Familie 3 aller Mengen, die die Caratheodory-Bedingung erfiillen bildet eine o-Algebra und p*|y; ist ein
Ma€.

Beweis Wir zeigen zunichst, dass 3 eine Algebraist. Offenbar X € 3. Abgeschlossen unter Komplementbildung
ist klar. Fiir endliche Vereinigungen wihle A, B € 3. Sei £ C X beliebig.

p((AUB)NE) < p (ANBYNE) + u*(A°NBNE)+u* (ANBNE)
Nun wird die Caratheodory-Bedingung zweimal angewandt

p(E) = p*(ENA) + p* (En A°)
= (ENANB) + " (ENANBY) + p*(ENA° N B) + p* (EN AY n BY)

Mit obiger Abschitzung erhalten wir

w(E) > (AU B) N E) + u* (EN A° N BC) = (AU B) N E) +u*<(AUB)C N E)

Die andere Richtung folgt aus der o-Subadditivitat
Seinunalso (A),cn C 2. Wirkonnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Ay, paarweise
disjunkt sind. Nun ist fiir jedes £ C X und

k
BkZUAkEE, Bk/UAk
j=1

keN
,u*(Bk U E) = /L*(Bk: NEN Ak) + ,u*(Bk NEN Akc)
k
=Y Ww(ENA))
7j=1

Also haben wir

W (E) = p*(E N By) + p*(E N BY)
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Mit k — oo erhilt man

w(E) = S (B0 Ay + (B0 AC) > m(U (Ax N E) +u*(EﬂAC)>

keN keN
> p(E)

Also gilt

A= UAkEE
keN

Damit /" |5 ein Maf ist, betrachte Folge (A ), paarweise disjunkt. Da X eine o-Algebra ist wihle in der
Caratheodory-Bedingung £ = A = J, .y 4

pr(E) = pr(A) =D p (AN A +pr (AN AY) =) (A
keN keN
w* (@) = 0 gilt nach Definition des duferen Mafes. O

Bemerkung Das soeben konstruierte Maf p* |5 ist vollstindig, jede Teilmenge einer Nullmenge ist messbar.
Beweis Sei A € 3, u*(A) = 0und B C A. Esgilt fir £ = X in der Caratheodory-Bedingung

W(ENB) < p*(A) + p (EN BY) < p*(E)
Insofernist B € % 0

Fahrplan fiir das Lebesgue-Maf}
Fiir ein verallgemeinertes Intervall I der Form (a, b), (a, b], [a,b), [a,b] mit —co < a < b < 0o setzen wir
AI):=b—a€0,x]

Lemma 1.31 Dies ergibt ein eindeutiges o-finites Primafl auf der Algebra A, die aus endliches Vereinigungen

disjunkter Intervalle bestef3t
k

MU ZA

7=1

Wir erhalten zunechst eine Fortsetzung von A zu einem dufReren Mafl A*, also A\ = \* auf A, wobei jede Menge
aus A die Caratheodory-Bedingung erfiillt. Satz 1.27 liefert eine o-Algebra A D A, sodass A := \* |5 ein Ma
ist

Definition 1.32 Die Elemente von A nennt man Lebesque-messbare Mengen und A das Lebesque-Maf.

Lemma 1.31 Sei y ein PrimaR auf einer Algebra A C P(X). Wir setzen fir A C X

p(A) = it {3 p(AR) | (Ap)yen € A A C ) An)
keN keEN

Dies ist ein dufleres Maf§ mit y* = 1 auf A und jede Menge aus A erfiillt die Caratheodory-Bedingung.
Beweis (Caratheodory-Eigenschaft) Sei £ C X und A C A. Zu zeigen:

pH(B) = p* (ENAY) + p* (BN A)
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,<“folgt aus Subadditivitit. Noch zu zeigen: >. Wir betrachten eine beliebige Uberdeckung von E durch (By),, en C
A, B := J;cn Br O E.Dannistzunichstauch (B, N A), o eine Uberdeckung von ENA und entsprechend
(Bk N Ac) von E N A®. Wir erhalten

keN
Z ZuBkﬂA -I-Z BkﬂAC

keN keN keN
> p*(ENA)+ p* (BN A°)

Infimum tiber (By,);, o mit Jpen D E liefert

p(E") > p (BN A) 4+ p*(En A°) O

Beweis (von Lemma 1.31) « AistAlgebra(R = (—00, ), das Komplement einer endlichen Vereinigung
disjunkter Intervalle besitzt wieder diese Form)

« Offenbar gilt A\(0) =
zu zeigen (fiir o-Algebra): fiir alle paarweise disjunkten Folgen (1), C A

A(U Ik> =Y AI)

keEN keEN
Wir bekommen

Monotonie

k T 00
Sy =xJn|<AlUL
Lo \u= j=1

Jj=1 J
Additivitit

»=>>“ wiir wihlen Vk € N ein offenes J; D I mit
3
AMJg) < A({g) + ok fireine > 0

Sei zunichst I kompakt. Dann konnen wir endlich viele J, auswihlen, sodass diese I iiberdecken. Wir nehmen
an, dass dies die ersten K Elemente sind (Umnummerierung). Es gilt

aus Konstruktion
k k T k
Ui <=  xu MI) +e
j=1 \L j=1 j=1
Subadditivitit

Monotonie

Mite N\ 0 folgt o-Additivitit fiir kompakte . Die Behauptung folgt auch fiir beschrinkte I (weil mit Additivitit
und A({z}) = A([z, z]) = O0Vz € R konnen wir die Endpunkte an Intervalle hinzufiigen oder entfernen). Sei
I ein unbeschrinkts Intervall A\(I) = co. Zu zeigen

J=1
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Sei¢ € I,I N[ — x,& + ] kompakt. Vx € R und von den ersten K Elementen iiberdeckt. K = K (). Wir
bekommen

| vV

)2 30
¢:

Konstruktion

ZAMIN[E—wéta]) —e>w—[f—¢

00 k
D M) 2 3 M

Jj=1

:Z)\ Yy >z — ¢ —e 5 o O

1.1 Messbare Funktionen

Definition 1.32 Seien (X, Xx), (Y, Xy), f : X — Y heiflt messbar (X x — Xy messbar) falls
VA e Eyf_l(A) € Xy

Ist X ein topologischer Raumund Y. x die entsprechende Borel-o-Algebra so nennen wir eine messbare Funktion
die Borel-Funktion.

Bemerkung Es geniigt, Messbarkeit fiir ein Messsystem S C P(Y) mit X(S) = Xy zu iiberpriifen. In der
Tatist f~1(A) € LxVA € S so folgt

c

FHA) =\ A =X\ 1 A) = (f1(4) ey

weiter ist

—1<U Ak> =J 1A e,

keN kEN
Wir werden hiufig nutzen (Y, ) = (R", B")

Lemma 1.33 f: (X,Y) — (R", B") ist genau dann messbar, wenn

fHI) € VI = X (aj,00),a; €R
j=1

insbesondere ist f genau dann messbar, wenn jede seiner Komponenten z — (f(x),e;),i = 1,...,n messbar
ist und eine komplexwertige Funktion ist messbar genau dann wenn Real- und Imaginirteil messbar sind.
Beweis Die o-Algebra die von den verallgemeinerten Quadern erzeugt wird enthilt die Quader der Form
n

X (aj,bj)

j=1
Diese bilden eine Basis fiir die Topologie = fiihren auf B". g
Lemma 1.34 Seien (X, Xx), (Y, Xy),(Z,X2) Messrdume. Sind f : X — Y,g9 : Y — Z messbar, dann

istauchgo f : X — Z messbar. Sind X, Y topologische Riume, ¥ x, >y B-0-Algebren so ist jede stetige
Funktion f : X — Y messbar.
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Beweis Das Urbild offener Mengen (diese erzeugen 3-o-Algebra Yy) ist aufgrund der stetigkeit offen, also
messbar. Ist C' € ¥ messbar, soistesauch B := ¢g71(C) € S,und A := f~1(B) € &, O

Lemma 1.35(1.36) Sind f, ¢ : (X,X) — (IR, B) messbar, soauch f + g, f — g.
Beweis Aus Stetigkeit von Addition und Subtraktion auf (R, B) x (R, B) — (R, B) und Lemma 1.36.  [J
Bemerkung Fir R := R U {—o0,0c}ist f : X — IR eine Borel-Funktion, wenn f~1({—o00; c0}) beiden

Borel-Mengen sind und f ‘ X\F1({£00}) eine Borel-Funktion.

Lemma 1.36 (1.40) Sei (f)) eine Folge messbarer Funktionen (X, Z) — (R, B) Dann sind auch

sup fg, inf fg, limsup fi, liminf fj
keN ~ keN k—00 k=00

messbar.

1.2 Integration

Definition 1.37 Eine messbare Funktion f : (X,X) — (IR, B) heift einfach, wenn ihr Bild endlich ist, das
heif A1, ..., Am € X, a1, ...,y € R mit

m
F=Y"ajxa
Jj=1
wobei x s die charakteristische Funktion ist.

1 xeM
XM(x):{O xe M

Wir kénnen fordern, dass A; paarweise disjunkt sind, a;; # aij,7 # jund | A; = X gilt.
= f(z) ={aa1,...,am}, ) =4; Vi=1,....m

und diese Darstellung ist eindeutig.
Den Vektorraum einfacher Funktionen bezeichnen wir mit S(X, )

Definition 1.38 (Integral auf S (X, ;t)) Das Integral einer nicht negativen einfachen Funktion iiber die Menge
A € ¥ wird durch

n
/ fdp:=>_a;u(A;N A)
A =
erklirt, wobei wir 0 - co = 0 vereinbaren.

Lemma 1.39 Das Integral hat die folgenden Eigenschaften

Lo gav — [ xafdu furfe s
A X
2. / fdu = Z fdu By, paarweise disjunkt, (B),cn € 2
Uken B keN 7 Bk
3. /afd,u :a/fdu firaa >0
A A
4. /(f+9)du Z/fdwr/gdu fir g > S(X, )
A A A

5. ACB,BEE:/fd,uﬁ/fdu
A B

6. f<g= /fdu §/gdu7965(27u),920
A A
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Beweis 1. aus Definition

2. 1 (Aj N U Bn> = Z p(A; N By) (man darf die Reihe iiber nichtnegative Zahlen umsortieren)
neN keN

3. klar

4. Fir
n
f= ZQJXAJ
j=1

n
9= Z BrXxB,
k=1

gilt mit Cjk = A]’ N By,

/A(f +g)dp = ]Z; /Cjk(f +g)du =Y (aj + Br)u(Cjr)

ak

—%I;O‘jﬂ(cjk)‘f‘%;/@kﬂ(cjk)—/4fdM+Ang

5. Aus Monotonie von

6. Wie in 4. mit

/Afdu = %ajﬂ(cjk) < %&M(Cjk) = /Agdﬂ -

Definition 1.40 (Integral von nichtnegativen Funktionen) Sei (X, ¥, ) Mafiraum, A € ¥, f : (X, X) —
(R, B) messbar und nichtnegtiv. Dann ist

/Afdu = Sup{/gdu g€ 8(X,p),9 < fg920}
a
Bemerkung Bis auf 2. und 4. iibertragen sich die Eigenschaften des Integrals tiber einfache Funktionen.

Satz 1.41 (Monotone Konvergenz / Beppo Levi) Sei (f1), ¢ eine Folge messbarer nichtnegativer Funktionen
fr: (X,E) — (]R,B) mit  fy /‘f

(fe N f = fr i [ punktweise und (implizit aus Nichtnegativitit) > ;' fx monoton)

Dannist fir A € X
[ fudn [ s
A A

Beweis f messbar, damit erhilt man die Monotonie von

/A fedy

und hieraus Konvergenz gegen ¢ € [0, 0]. Aus fx < f und Monotonie den Integral:

sDS/Afdu
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Fiir ,>“nehmenwir g € S(X, pu),9 > 0,9 < f mit
Ay ={z e Al fi(z) 2 0-g(x)}
fiir ein festes § € (0, 1) und hierraus
k—ro0
P / Srdp > / frdp > / Ogdpu
A Ay A

>0 gdu%@/gdu
Ap A

Insbesondere gilt fiir 6 = 1

Bemerkung Vf > 0, mit einer monoton steigenden Folge nicht negativer einfacher Funktionen (gx ) .c - 95 ./
fist
[ondn 7 [ s
A A

k2k

J
ge(@) = STRARENIC))
=0

Eine geeignete Funktion ist

mit
g oJg+1., .
AJ‘:{[QTC;T)U:OW-,M]C—H

Ist f gleichmiRig beschrinkt = (gx),cn konvergiert gleichmicRig (denn 0 < f — g5 < 2% fir k grof3
genug) Mit Satz von Beppo Levi erhilt man somit

9. / fdp = Z fdp By, paarweise disjunkt, (By,), . € X
Uken Bk keN v Bk

4. /A(f+g)du—/Afdu+/Agdu fir g > S(X, )

Lemma 1.42 Ist f > 0 messbar, so wird durch

()= [ fau

/ddu:/gfd,u

fiir jedes messbare g > 0 definiert (Bezeichnung: dv = fdu)

ein Maf} mit
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Beweis
V(@):/Q)fdM:/X@fdMZO'/fdMZO
v(AUB) = | fdu:/fdu+/du:y(A)+u(B) firANB =10
UB A B

Fiir abzéihlbare Vereinigungen dquivalent

V<U Ak> =) v(4)

keN keN

Ist g einfach und > 0
n
— 9= Z%‘XB]-
i=1
fir disjunkte B; € 3,|JB; = X, > 0

/ng = au(4)) = Zaj/ fdp = Z/OéijBjd“
i=1 = =

j=1 B j=1
n
= /Z (ayxs,) fdu = /gfdu
=t X
Appoximation liefert die Behauptung fiir beliebigte g > 0. U

Satz 1.43 (Fatou Lemma) Sei (X, X, 1) ein Mafraum. Ist f;, eine Folge nicht-negativer Funktionen (X, ¥) —
(R,B)sogilt VA € ¥

/liminf frdp < liminf/ fredp
A k—oo k—oo S g

Beweis Wir setzen gy, := inf;>y f;, also
gr /" liminf f;
Jj—o0

Weiterhin g < fpVk € N
= /gkd,u < / Jrdp
A A

Ubergang zum lim inf

== liminf/gkd,u: klim grdp = / klim grdp
A R—00

—00

:/liminffkdu O
A k—oo

Bemerkung Im Allgemeinen kénnen wir keine Gleichheit erwarten. Zum Beispiel ist fiir f; := Xy x+1), k €
N einerseits f(x) — 0 punktweise, andererseits

1
/]Rfkdw =1, fr= /fX(o,%) und fj, = X0
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Definition 1.44 Sei (X, X, 11) ein Mafiraum, A € Y und f : (X, X) — (IR, B) messbar. Ist

/fidu< 00
A

so nennen wir f integrierbar {iber A und wir setzen

/Afdu=/Af+du—/Af‘du€1R

Die Menge der iiber A integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit £ (A, p)

Lemma 1.45 Unter den Bedingungen der Defininiton ist das Integral linear und es erfiillt simtlich Eigenschaften
von Lemma 1.39. Eine Funktion ist genau dann integrierbar, wenn ihr Betrag integrierbar ist. Dariiber hinaus
gilt fiir integrierbare Funktionen f,g : X — R

‘/Afdulﬁ/Amdu und /A|f+g‘d“§/A|f|dM+/A\g\du

Beweis Die Linearitit und die Eigenschaften aus dem Lemma 1.39 wird dem geneigten Leser iiberlassen. Setze
¢ = [, fdu, dann ist

|l = (sgnp)p = /A(sgn ) fdp < /A\f\dﬂ
Die Dreiecksungleichung folgt aus | f + g| < | f| + |g| und der Linearitit des Integrals. O

Lemma 1.46 Sei (X, X, 1) ein Mafraum, f : X — R messbar.
L [y|fldp=0 < f(x) = 0fiir p-fastallex € X

2. Ist f auferdem integrierbar oder nicht negativund A € ¥ so gilt
p()=0 = [ fan=o
A

Beweis Ubungen. O

Lemma 1.47 Sei (X, %, i) ein Mafraum, A € X, (f3),cy eine Folge aus messbaren Funktionen mit f, :
X — RVEk € Nund g : X — R integrierbar, dann gilt

/ liminf frdu < lim inf/ frdp fallsg < frVk € N
A k—oo k€co  Ja

limsup frdp < / limsup frdp falls fr < gvVk € N
A

k—o00 k€eoo

Beweis Man wende fiir die erste Ungleichung das Fatou-Lemma auf fj, — ¢ an und subtrahiere [ 4 9dp auf
beiden Seiten. Die zweite Ungleichung folgt mit lim inf(— fx) = — lim sup f. 0

Satz 1.48 (Satz von der dominierten Konvergenz) Sie (X, X, 1) ein Mafiraum, A € ¥, ( fx) ein Folge messbarer
Funktionen von X nach IR, die punktweise fast iiberall gegen ein f : X — IR konvergiere. (Punktweise fast
iiberall bedeutet: fi(z) — f(x) fiir p-fast alle von X). Gibt es eine Majorante, dah heift eine integrierbare
Funktion g : X — R mit sup,c|fx| < g soistauch f integrierbar und wir erhalten

/A fedp 222, /A fdu
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Beweis Nach Vorraussetzung ist —g < fj, < g fiir alle k& € N und folglich erhalten wir mit dem erweiterten
Fatou-Lemma

/f: /Aliminffkd,u < liminf/fkd,u < limsup/ Je < / limsupfkd,u:/ fdu
A k—o0 k—oo Jq k—oo JA A k—oo A 0

Bemerkung Fiir stetige und Lebesgue-integrierbare Funktionen auf reellen Intervallen stimmen Riemann-
und Lebesgue-Integrierbarkeit iiberein. Ist f stetig auf einem kompakten Intervall, so ist f beschriankt und
messbar, also Lebesgue-Integrierbar.

Allgemeiner ist jede beschrinkte, messbare Funktion auf einem kompakten Intervall genau dann Riemann-integrierar,
wenn die Menge ihrer Unstetigkeiten eine Lebesgue-Nullmenge ist. In diesem Fall stimmen die beiden Integralbegriffe
iiberein. Diese Aussage gilt nicht fiir verallgemeinerte Intervalle.

/ Sm(x)d:c
0 €T

R -
lim / (o) g,
R—o0 0 x

r

Beispiel 1.49

existiert als Riemann-Integral

andererseits ()
sin(z
dr =

X

also keine Lebesgue-Integrierbarkeit.

1.3 Produktmafle

Notation: Fiir Messrdume (X1, X1), (X2, 32) bezeichnen wir die o-Algebra, die alle ,Rechtecke” der A1 X As
mit A; € X1, Ay € g enthilt mit X1 ® Xo.

Lemma 1.50 Fiir Messraume (X7, Y1), (X1, 32) und A € ¥; ® X5 liegen die Schnitte

Al(xg) = {1’1 € X, | ($1,£U2) S A}
AQ(ZL‘l) = {1’2 € Xy | (1'1,1'2) S A}

in 31 beziehungsweise Yo

Beweis Setze S := {A € 31 ® Xo | A1(x2) € ¥1}. Natiirlich gilt Ay x Ay € S firalle Ay € X1, Ag € Y.
Isofern gentigt es zu zeigen, dass S eine o-Algebra bildet. In der Tat ist X; x X2 € Sund fiir A € S'ist

(Ac)l(CL‘Q) = {l’l € X, | (1‘1,332) S AC} = {{El € X, | ($1,$2) € A}C = (Al(xg))c €3

Fiir (Ay),en C S haben wir

(U Ak> ((L‘Q) = {xl S X1 | ((L‘l,xg) S U Ak} = U {(L‘l S X1 | (371,1'2) S Ak} = U (Ak)l(wg) S 21

keN keN keN keN

Fiir Ao(z1) argumentiert man analog. O

Korollar 1.51 Seien (X7, 32), (X2, 32) Messraume und sei f : (X X X3,%; ® ¥3) — (IR, B) messbar.
Dann ist auch x1 — f(x1, z2) fiir jedes z9 € X5 auf X| messbar und entsprechend xo — f(z1, z2) fiir jedes
z1 € X7 auf X
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Beweis Fiir B € Bund 2o € Xaist f1(-,22)(B) € X1, dennfir A = f~1(B), A € ¥; ® By ist
f_l(',ﬂfg)(B) = {IEl € X, | f(.Tl,:UQ) (S B} = {.’El € X, | (9:1,302) S A} = Al(:EQ) O
Ziel: Definition ProduktmaR (17 ® o auf 31 ® Yo mit

(1 ® p2) (A1 x Ag) = p1(Ar) - po(A2)VAL € B, Az € X

Satz 1.52 Sind (X1, X1, p11), (X2, X, o) MaBlrdume mit o-finiten Mafen und A € ¥; ® ¥o. Dann sind die
Abbildungen

x1 = pi2(Az(21))
x2 = pa(Ar(z2))

messbar und

/ io(Ao(wr))dpa (21) = / i1 (A (22))dpa (22)
X1

X2

Beweis ohne Beweis O

Definition 1.53 Seien (X1, X1, p11), (X2, X2, p2) Malriume mit o-finiten Mafen, fir A € 31 ® Xg setzen
wir

(1 p2)(A) = [ pa(Asan))dpn (1) = / 111 (As (2)) dpn(12)
X X
' fX2 xa(z1,x2)dpe(x2) ’ le xA(z1,22)dp1 (z1)
Beweis
XA (22)(T1) = XA(T1,T2) = XAy (ay) (T2) O

Lemma 1.54 Das Produktmaf ist fiir o-finite MafRe ebenfalls ein Maf} und es ist eindeutig beziiglich
(11 @ p2)(Ar x Ag) = p1(Ar) - pa(A2)VAL € 1, Az € X
Beweis + Eindeutigkeit aus Satz 1.23

o (11 @ p2)(9) = O klar

+ o-Additivitit folgt aus dem Satz iber monotone Konvergenz

(p1 ® 2)( A):: 2<< ‘ ) (961)>d 1(z1)
@ H K /Xlu kL_Jl 2 7

T

= / 2 (U (Ak)2($1)> dpa (1)
X1 k=1

= | ) ia((Ar)y(z1))dp (1) =D (11 ® p2)(Ag) O

X1 =1 k=1
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Satz 1.55 (Fubini) Seien (X7, 31, p11), (X2, X9, p2) Mariume mit o-finiten MaRenund f : (X7 X X2, %1 ® 3g) —

(R, B) messbar.

1. (Tonelli) Ist f nicht-negativ, so sind
[ fCoaadpata)
Xo
und / fxy, ) dp(x1)
X1
als Funktion auf X7 beziehungsweise X2 messbar und es gilt
/ f(@1, 22)d (1 ® po) (21, 22) =/ ( f(xl,xz)duz(xz))dul(xl)
X1 ><X2 X1 X2
= / ( f($1,x2)dm(371)>dﬂ2(x2)
X1 X1
2. Allgemeinist f € L£(X7 X Xa, 1 ® ug) dquivalent zu

/X |f(z1,-)|dpr(21) € L(X2, p2)

i | (-, z2)|dpa(22) € L(X1, 1)

und 1. gilt.

Beweis Aufgrund deer Linearitit bekommen wir fiir eine einfach Funktion

k k
f:ZOéjXAj,Oéj ZO,AJ' 621®22,AiﬂA]‘ =0,X = UAJ
=1 =1

[ ze)duz(z2) Z%M 5(+))
Xo

Weiterhin,

Mw

/ f(z1, z2)d(p & p2)(z1, x2) aj / A; (z1, m2)d(p1 ® p2) (w1, 72)
X1xX>o X1><X2

1% /X1 (/ X A; $17$2)du2(w2)>du1(x1)

fo

1

[l Il
. .
i M =

—

M)

analog: =
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Sei (fi)pen C S(X1 X Xo, p1 ® p2) mit0 < fi, 7 f.

—— fk( xg)d/m(xg) f( afg)d,u,g({EQ)Vk e N
X2
und lim (-, xo)dua(xe) = f(,z2)dug(x2)
k—oo Xg \L X2
Beppo-Levi
Wir erhalten auch
lim fr(z1, x2)dpe(x2)dp (21) —/ f(x1, xo)dpa(xe)dp (1)
k—=oo Jx1 J X, X; J X,
Genauso mit 1 und 2 vertauscht, auch
lim fulon e d(n @ pa)(or,z0) = [ flonea)d(n @ o),
k—o0 X1><X2 X1><X2

Man erhilt 2. aus 1. mit f = f* — f~und |f| = fT + f.

feLl (X x Xg) < | fld(p @ p2)(21, 22) < 00
X1><X2 |:|

Beispiel 1.56

X =R%Y =B fla,y) = — 2
f(z,y) (x+y)3

/0 1 /0 ' fay)dedy

Wir betrachten das Riemann-Integral

Dazu

d< T >: 1 T Ty
@+y)?) @+’ (@+y)’ (r+y)’

B / / fxydwdy_/ e
[ [ st vapae =

Wire f € £1([0, 1]%), so folge aus Satz von Fubini die Integrierbarkeit

aber

f(@1,-)dA (1), [ 22)d\(z2)
(0,1) 0,1)

fauf (0,1) x (0, 1) stetig ist, erhalten wir Ubereinstimmung von £-Integral und Riemann-Integral und

/ / fdxldxgz/ / fd.fCQdCCl\
X2 X1 Xl X2
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Lemma 1.57 Seien (Xl, 21), (XQ, 22) Messraume und S1 C X1, 59 C Yo mit EX1 (Sl) =X, ZXQ (SQ) =
Yl9. Dann gilt
Y1 ® 2= EX1><X2(SI X Sg) =X

wobei
S % SQZ{Al X Ag | A ESl,AQ GSQ}
Lemma 1.58 Gegeben sind (X, X5, 115), 7 = 1,2, 3 mit o-finiten Mafen. Dann gilt

(51 ®52) @ T3 = 51 ® (D2 ® Tg)
und (p1 @ p2) ® pg = w1 @ (p2 ® p3)

Lemma 1.59 (Lebesgue-Maf}) Das durch A" := A\; ® - -+ ® \,, definierte Lebesgue-Maf} auf R" besitzt die
Eigenschaften.

1. Durch die Werte auf der Menge [

wobei [; Intervalle sind, ist es eindeutig definiert.

2. VB € B" gilt

X(B) =1inf{>  A"(Ap) | (Ar)gen € I, B C | Ak}
keN keN

3. A" ist translationsinvariant und bis auf Normierung das einzige Borelmaf} mit diesen Eigenschaften:

Bemerkung Produktmaf} zweier vollstindiger Mafie ist im Allgemeinen nicht vollstindig.
A-nichtmessbar in R, 1-Nullmenge in R
A x {1} ist eine Teilmenge der Nullmenge R x {1}

Beispiel 1.60 (Cantormenge) Wir behalten [y = [0, 1]. Wir entfernen aus I das mittleren offene Intervall
Ji1 = (1/3,2/3). Wir bekommen I1 5 = [0,1/3],I12 = [2/3,1]. Dann entfernen wir (1/9,2/9) und
(7/9,8/9), usw. Induktiv erhalten wir die kompakte Intervalle I,, , n € N,k =1, ..., 2". Wir definieren

A [e's)
C() = IQ,Cn = U Ik,C = ﬂ Cn
k=1 n=0

C heif}t Cantormenge. Es gilt
1. C C [0, 1] ist kompakt (und damit Borelmenge)

2. A"(C)=0
3. C'ist gleichmichtig mit R (insbesondere iiberabzihlbar)

Beweis 1. C'ist offenbar beschrinkt und abgeschlossen (als Vereinigung abgeschlossener Mengen) — C'
kompakt

2. C, ist die Vereinigung von 2" disjunkten Intervallen der Lange 37"

2 n
— iy =en= ()
Aus der Monotonie des Lebesguemaflen
= \'(C) < lim \"(Cp) =0 O

n—o0
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Korollar 1.61 Sein > 1. Dann gibt es iiberabzihlbare A" -Nullmengen in R"

Beweis Fiir n > 1 zeigt man leicht, dass die Menge {0} x R"~! C IR" eine iiberabzihlbare Nullmenge ist.
Firn = 1 — Cantormenge C' C R O

Bemerkung Das Lebesgque-Mafl A" ist vollstindig.

1.4 Transformation

Lemma 1.62 (Bildmaf) Sei (X, X x), (Y, Xy ) Messrdume, f : X — Y messbar. Ist u ein Maf auf (X, X x)
so wird durch

(f*w)(B) == pu(f"1(B)),B €Sy, [ 1(B)={z e X| f(x) € B}
ein MafR auf Y definiert (BildmaR von p beziiglich f). Es gilt (f * p)(B) = 0VB € Yy mit BN f(X) =0

Beweis Esgilt (f *p)(0) = p(f~1(0)) =0,da f~1(?) = 0 und

rofe)-o(47)

fir (By)yen € Sy, paarweise disjunkt = f~!(By) =: Ay ebenfalls eine Folge paarweise disjunkter
Mengen und

(Fem) (U Bk> _M(U = ) S BY) = X (B

keN keN keEN keN

Ist Be Xy mit BN f(X) =10
= (f*p)(B)=pu(f1(B)) =p®) =0 0

Satz 1.63 Sei (X, X, 1) ein Mafraum, Y topologischer Raum. f : (X,3) — (Y,B(Y)),q : (Y,B(Y)) —
(R, B(IR)) messbar. g o f : X — IR genau dann p-fast iiberall nicht negativ oder integrierbar, wenn das auf g
beziiglich f * p zutrifft und in diesem Fall gilt:

[ ot = [ (go nau
Beweis FirA:={z € X |(gof)>0}und B={yeY |g(y) > 0} gilt
(f*m)(B) = u(f1(B)) = p{z € X | f(z) € B}) = u(A)
Also (f * p) (BY) = u(AC). Fiir das Integral nehmen wir zuerst einfache Funktion

k
g—Za]XB,a]>O B; € B(Y),B;NB; =0Vi+#jY = | ] B
j=1 7j=1

XB; © [ = Xf-1(B))

—
Q
o,
=
*
=
Il
M=
RS
—

X, d(f * p) = Zagu ~1(By))

X1, dp = Zaj/ BOfdu/(go,f)
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Sei g eine messbare nichtnegative Funktion. Wir konstruieren Folge nicht genativer Funktionen (gx),cn C
S(Y, f % ) mit g g. Dann ist auch g o f eine Folge nichtnegativer Funktionen mit g o f " g o f. Satz
von Beppo-Levi liefert

[ e fanesau 2 [ gopan
X X

/ grd(f = p) / gd(f )

Y Y
Mit g = g — g~ folgt der allgemeine Fall. U
Bemerkung 1. Verkettung von BildmaRen f : X - Y, g:Y — Z

(g01)+ (€)= p((go ) )(C) = u((f 0 g71)(C))
=u(fHg7HO)) = fxu(g H(C)) = g* [+ u(C)

2. Seif: X — Mz +be& R™™ invertierbar. Fir b € R gilt

1
A" = A
U Idet M|

Zunichst f*\" ist translationsinvariant und damitist f*A"™ ein Vielfaches von A™. Weiter nutzt man, dass
da M invertierbar 3V, Vo € O(n), D Diagonalmatrix sodass M = V; DV5. Jede invertierbare Matirx
M kann man als Produkt Uy DUy mit Uy, U € O(n) und D diagonal schreiben. (M invertierbar —>

M7T M symmetrisch, positiv definit = 33U € O(n), D diagonal mit positiven Eintriigen M’ M =
UTD2U). Setze Uy := MUTD~', Uy := U € O(n)

— UTU, = (DY 'UMTMUTD ' =D 'D?D ! =1

— Uy € O(n)und Uy DU, = MUTD-1DU = M

/A g (Mic.+ b) dA" = /A (go f)dA" = /MA+b go frdA"

1

= — gd A"
|det M| Jaratp

Satz 1.64 (Transformationssatz) Seien U,V C Rund f € C*(U, V), f : Diffeomorphismus. Dann gilt
U = [TfIAY, T f = det () f
i}

Jacobi Matrix

Es gilt
/@of)\Jf!dA”:/ gdA"
U Vv

V nichtnegative Funktioneng : V — R
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Beweis zu zeigen:

/£Q7OfﬂJfMA”::/€gdAn

Vorraussetzung: f ist Diffeomorphismus:

feciu,v), ftect(v,u)

(also auch f bijektiv)
Schritt 1: Wir betrachten g = 1 und offene Quader R C U. Zu zeigen:

/ TflfAN = / A\ = N'(f(R))
R f(R)

Wir setzen
_ X By (0)
A (B1(0))

und damit

Pe(y) = 6‘"@(3)

n

/ § @e(y)dN"(y) =1

(1)) . Wir definieren

nach Translationsinvarianz, mit M = <
g

O o=

/ \Jf(f~ yy/% 2) — y)d\"z d\"y
hs(y)

= [ T )y
f(R)

Fire < ggisth. # Onurfirz € K := f~ (

(y) ) kompakt. Setze x := f~!(y) € K, dann erhalten wir
mit Transformation z — z 4 ez und We(z) := {1(y

—) |y e K}

/ y)dA" (2 )—5_"/ch<f(z)€_y)d)\"(z)
/ < (z+e2) — f(x)>

2—‘ fiir c—sup‘D( )‘
K

f(z+ez) - f(z)

3

wegen
c

x+ez € U istder Integrand nur fiir B¢ (0) von Null verschieden. Mite ™\, 0 wird das Gebiet B¢(0) iiberdecken

= hm he(y) = lim ® (f(x +ez) = f() > dA"(2)
Bc(0)

e—0 5

- /BC(O) ke (f(m’ : &? e ) W
Mo te) 1) e — o Lered i)

9 9

— @(Df(x)z)
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Vz € Be(0) mit | D f(xz)z] # 1 (wegen Unstetigkeit von ¢).
Da{z € R" | |Df(x)z| = 1} eine Nullmenge ist, gilt die Konvergenz fast iiberall.

e—0

lim I. = / 1dN" = \*(f(R))
f(R)

lim I, = lim

-1
e—0 e—0 /f(R) Jf (f (y))

— lim (75 @)| = [T )|+ [0 F @) )ee(£(2) — 9)dA"(2)

e=20JB.(F(2))

p=(f(2) — y)dA"(z)

e—0

[T @)= (F !<Sgpgjf( )}—\Jf( (f(2)))]

_hm<\Jf( (z)))|+/B( \Jf(f_l(y))\—\Jf(f_l(f(Z)))O%(f(Z)—y)dA”y

tim 7. = [ |77()ax (2
Schritt 2: Fir B € B(U), u(B) = [5]J f|d\"™ definiert ein neues Maf.

= u() =AN"(f() = (F71) * W) auf B(U)

Dann gilt Transformationssatz fir g = xp, B € B(U) = Fiir einfache Funktionen = nichtnegative
messbare Funktionen = g = g" — g~ U

f—l c 01

|x 4+ ez — x| Ssup‘Df_lﬂf(x—i-Ez) — f(2)]
[zl _ |f(z +ez) — fa)]

c £

2 [P-Riaume

Definition 2.1 (LP-Norm) Fiir einen Maraum (X, ¥, 1) definieren wir LP-Norm einer messbaren Funktion

f:(X,%) = (R, B) durch
1/p
1l = ( / \f\pdu> p e [1,00)
X

und mit £P (X, 1) bezeichnen wir die Menge aller reelwertigen messbaren Funktionen, deren LP-Norm endlich
ist.

« LP(X, 1) ist ein Vektorraum:

[f + 9" < 2Pmax(|f1°, |g1") < 2°(If" + 19I")

zu zeigen: ||-|| ; , ist eine Norm (Problem: Nullmenge, Losung: einfach rausteilen)
+ Dreiecksungleichnug (<~ Minkowski Ungleichung) — LP-Raume

+ LP-Riume sind Banachriume (vollstindig)
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Lemma 2.2 Sei f : (X,Y) — (R, B) messbar. Dann gilt
/]f\pdu =0 <= f=0 p-fastiberall

Beweis Mit g := |f|°

= / gdpy =0 < ¢g=0 p-fastiiberall <= f =0 p-fastiiberall 0
X

Wir setzen N (X, p) = {f : (X,X) = (R,B) | fmessbar, f(x) = 0 p-fastiiberall}. N'(X, p) ist ein

linearer Unterraum von £P. Wir bilden den Quotientenraum
P
LP(X, ) o= E X M)/N(X, 1)

Fir X C R",LP(X) := LP(X,\"). Die Elemente von LP(X, ) sind Aquivalenzklassen von Funktionen.
Wobhldefiniertheit der LP-Norm auf LP (X, 1) folgt aus Lemma 2.2.

+ Im Fall p = 2 haben wir einen Hilbertraum, das heiflt einen vollstindig normierten Raum (Banach Raum)
mit Skalarprodukt

i = [ S@a@)uta)
» Wir kénnen auch p = oo betrachten,

[l oo (x ) = Wf{s > 0 [ p({z € X [|f(2)] = s}) = 0}
=sup{s > 0| p({z € X [ |f(z)] = s}) > 0}

Wir bezeichnen mit B(X, 1) die Menge der essentiell beschriebenen Funktionen und setzen L (X, 1) =
B(X, )
N (X )

Beispiel 2.3

HXQHLoo(R,)\) =0

||XQ||Loo(]R,5O) =1
do({zr € R | xq(r) = s}) =1

Definition 2.4 Sei X ein metrischer Raum, der lokal kompakt ist (das heiflt jeder Punkt aus X besitzt eine
kompakte Umgebung). Dann heift f : (X, X) — (R, B) lokal p-integrierbar falls

fe MK, VK C X

Bezeichnung: LY (X, )

loc

Ungleichnugen (Jemen, Holder, Minkowski)
Erinnerung: Konvexe Funktion:

fi(a,0) = R: oAz + (1= AN)y) < Ap(x) + (1 —y)e(y)Vr,y € (a,b), A € (0,1)

strikt konvex fiir , <"
Jede Norm auf einem Vektorraum ist konvex. denn fiir f,g € X, \ € (0, 1) gilt:

IAf + (1 =Ngllx < Allfllx + 1 =Nlgllx
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Vkonvexe paufa < x <z <y <b(z=Ax+ (1 — N)yfirein A € (0,1))

p(z) —p(x) _ oy) =) _ ply) — () )
Z—x o Yy—x B Yy—z
pAz + (1= Ny) —p(z) o (A= Do) + 1 = Ney) _ »ly) — ¢(2)
A=Dz+1-Ny ~ 1=y —=) y—x

Wir erhalten ,,<“ fiir strikte Konvexitit.
— R:

Lemma 2.5 Die folgende Aussagen gelten fiir alle konvexe ¢ : (a,b)

1. ¢ ist lokal Lipschitz-stetig, das heifit fiir alle kompakte I C (a,b)3L; < oo mit
o(z) =)l < Life —y|Ve,y € 1

2. Die Ableitungen

existieren und sind monoton fallend. Dariiber hinaus existiert ¢ bis auf Nullmenge.

3. Fiir ein festes Z € (a,b)Va € [¢'_(Z), ¢, (Z)] gilt
ey) 2 o(T) +aly—z) Vye(ab)

,>"“ fiir strikte Konvexitit von ¢ und y # &

Beweis Wir setzen
Py) — T
PW =2 . pia,y) = Diy,2)
y—x
10 D(z,2z) < D(z,y) < D(y,z) firr<z<y

Damit ist e — D(x + &, ) monoton steigend (und beschrinkt) (Fir 67 < g2 = D(z+e1,2) <

D(z + 2, x))
= 3¢ () und ¢’ (x)

D(z—¢e,z) < D(z+e,2) = ¢_(2) < ¢\ (2)
¢y (x) < @l (y) firz <y
= ¢ (2) <\ (2) <@l(y) < ¢l(y) fir z<y

Da eine monotone Funktione nur eine abzihlbare Anzahl von Spriingen enthalten kann (jedes Sprungintervall
enthilt eine rationale Zahl und sie sind paarweise disjunkt) = 2. Aus (x) —

¢y(x) < D(x,y) <@l (y) fir z<y
— y>z = o(y) > ($)+<P+(x)( — )

y<z = o(y) > @)+ (z)(y — )
P (2)(y —z), ¢ (2)(y x)—>a(y x)

= 3.
Fira <a<z<y<fisty (a) < D(z,y) <¢ () = l.mit

" (8)]) 0

Ligg = max(’gp/_i_(oz) ,
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Satz 2.6 (Jensen’sche Ungleichung) Sei ¢ : (a,b) — R konvex fiir —oo < a < b < o0o. Ist  ein W'maR auf
(X,Y) mit u(X) =1, f € LY(X,p) mita < f(z) < bfirallez € X, dann ist der negtive Teil von ¢ o f

integrierbar und
d o d
¢</ f u) S/(¢ Fdp

6(b) = lim ¢(2)

z—b

Ist ¢ > 0 nicht fallend, f > 0und

so gilt die Aussage fiir nicht integrierbare f.

Beweis Eigenschaft 3. des Lemma 2.5 impliziert

6(f(x)) > (z) + a(f(x) — TV € X, & = /X fdu € (a,b)

Damit ist (¢ o f) _ integrierbar und wir erhalten

[ sr@anta) = ¢<:ﬁ>+a< [ r@ute) —f) — o(@)
Seinun f > 0,aber f & L1 (X, 1), so setze
X, ={zxeX| f(zx)<n}

und erhalten wir aus dem bisher gezeigten

iy [, 100) = sy S o 1o

fir n — oo erhlaten wir X, * X einerseits und (X)) * (X)) andererseits. Die Konvergenz der Integrale
erhalten wir mit dem Satz iiber monotone Konvergenz. O

Satz 2.7 (Holder-Ungleichung) Seien p,p’ € [1, oo] dual, das heif3t
1 1

1
p 7
Ist f € LP(X,p) und g € L¥' (X, ), so folgt f - g € LY(X, 1)) und es gilt
1S -gllz, <[ fllzellgll Ly
Beweis Ubungen g

Korollar 2.8 Fiirjedes f € LP(X, p) mitp € [1, 00) gilt

17110 = sup{ /X Fogdulg e L7 (X, 1), gl = 1)

Beweis ,>“folgt unmittelbar aus Holder.
»<“ Wihle geeignetes g, nimlich

_ sen(HL
T e

Fiir p = 1 withle g = sgn(f) O

f#0

Lr
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Lemma 2.9 Sei y ein o-finites MaR, f : (X, 3) — (R, B) messbar und p € [1,00). Gilt f - s € L1(X, ) fiir
jedes s € S(X, ) N LY(X, u) sofolgt f € LP(X, pu) und

\vmm:mmg&f-mHMeswaMmc%Xw»wuﬂ=1}

Satz 2.10 (Minkowski-Ungleichnug) Seien p, v zwei o-finite Mafe auf den Mafrdumen (X, 3, u), (Y, T, v)
und f sei (4 ® v)-messbar. Dann haben wir fiir p € [1, 00)

/w D)l do(y)

Beweis Seig € LP(X, ) mitg > Ound ||g||,,» = 1. Aus Fubini folgt

y)dr(y

Fubini

[ o) [ 1 lavdnts //vxmgdmmw>

Durch Anwendung des Korollar 2.8 schliefen wir, dass die linke Seite gerade die L”-Norm von

| i)
Y
ist. Auflerdem gilt mit Holder

|1t mls@antan) < [ 1560 lsloldvo) -

Bemerkung Aus Fatous Lemma erhalten wir die Unterhalbsstetigkeit der LP-Normen. Gilt f,, — f punktweise
p-fast iiberall so haben wir

191 = [ timintlfePdu < ot [ 17iPdp = mint] A,
x k—oo k—oo X k—o0

Lemma 2.11 Seip € [1,00) und (fi),en € LP(X, 1) konvergiere punktweise i-fast iiberall gegen ein f.
Gibt es also eine Funktion g € LP(X, u), |fx| < g fiir jedes k € N, so istauch f € LP(X, u) und die Folge
(fr)pen konvergiert in LP (X, ).

Beweis Zunichstist | f| < g und damit

IWQjDNMSAfw<m

Da die Folge ( fy);,cy punktweise i-fast iiberall gegen f konvergiert
[fie = 17 50

p-fast iiberall. AuRerdem ist | fr, — f|P < 2PgP. 2P gP ist integrierbar und so liefert der Satz von Lebesgue

. . p
g = flge = Jim ([ 1= gPan)” =0 .
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Satz 2.12 (Fischer-Riesz (Vollstindigkeit)) Der Raum LP (X, p) ist fiir p € [1, oo] vollstéindig und somit ein
Banachraum.

Beweis Wir verwenden die Vollstiandigkeit von R. Seip < 0o und (fx),en € LP (X, 1) sei eine Cauchyfolge,
das heif3t
Ve > 03k = k(e)Vt, k> K : || fj — fullp <€

Wir méchten zeigen, dass es ein f € LP(X, p) gibt mit || f, — f||» — 0. Es geniigt dies fiir eine Teilfolge zu
verifizieren. Durch Auswahl von Elementen der Folge konnen wir

| frr1 — full < 27"k e N

erreichen. Mit fo = 0, g := fr — fr_1Vk € Nund
Gi=> |9l
keN

erhalten wir
k

k k
Dolgl]l <D lgille < llgrllpe + Y277 < llgille +1
j=1

=1 || j=1

Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz gewinnen wir G € LP und wir erhalten insbesondere G(z) < oo
fir fast alle z € X. An diesen Punkten konvergiert

k
F=> o= kli_)f{)lozgj = lim fy
keN J=1
absolut. Dort ist -
r —
fu@) = F@)| %0
und zusitzlich in den Punkten wo G(z) < 00

p p

P k 9] P [e'S) 0
eI =10 -0 =X wl <Xl <ier
j=1 j=1 j=1

j=h+1

Nun ist |G|P € L*(X, ) mit f = liminfj_,o fx erhalten wir eine messbare Funktion f = f p-fast iiberall.
Nun folgt aus dem Satz tiber dominierte Konvergenz

1 — I, = / e — fIPdu 2225 0
X

Im Fall p = oo gilt fiir die Cauchyfolge ( fi), n € L™

1
Vm € NIM(m) € NVj, k> M : || fi — fill o < -

Also existiert eine Nullmenge A; . ,, € ¥ mit
1
1f5(2) = ful@)] < —Vo € X\ Ajpm
Definiere

A= U 4

meN jk>M



2 LP-Raume 32

A ist eine Nullmenge. Folglich ist (f3 (7)), cn C R fiir jedes z € X \ A eine Cauchyfolge. Somit

f(z) = liminf fi(z)

k—o0

Damit haben wir | fj(z) — f(z)] < LVz € X \ A, j > M. Weiterhin ist f messbar. Nun gilt

1/ = fllpoo = sup{s 2 0 | u({z € S| [fa(x) — f(x)] = 0}) > 0}

=sup{s > 0| p({z € X\ A[|fe(z) - f(2)| = s}) > 0}

<l firk=M

m

Also folgt

k—o0

1fk = Fllpoe ——0 O

Korollar 2.13 Konvergiert eine Folge in L7 (X, 1), p € [1,00), so gibt es eine Teilfolge, die punktweise ji-
fast iiberall konvergiert. Die Grenzwerte einer in LP und L%, p, ¢ € [1, o] konvergierende Folge stimmen fast
iiberall iberein.

Beispiel 2.14 X[0,4) X[3,1]> X[o,4» X[L, 2] X[2 1] - - - Also konvergiert diese Folge in L” gegen 0, aber nicht

33

H'”LP:Q ”'”LP:;,
punktweise fast tiberall.

2.1 Approximation

Definition 2.15 (Dichtheit) Eine Teilmenge A eines topologischen Raums X heifit dicht, falls es zu jedem
Punkt z € X eine Folge (), o aus A gibt mit z,, — .

Satz 2.16 Sei X ein lokal kompakter, metrischer Raum (jeder Punkt liegt in einer kompakten Umgebung) und
w ein reguldres Borelmaf (endliche Werte auf Kompakta).

« Reguldr von innen: ;(A) = sup{u(K) | K C A kompakt}
« Reguldr von aulen: ;1(A) = inf{u(K) | A C U offen}

Dann ist die Menge C¥(X) aller stetigen Funktionen mit kompakten Triger dicht in LP (X, u1). Dabei ist der
Triger eine Funktion f : A — R supp(f) definiert als

= (f)={z e Al f(z)# 0}

Beweis Wir konnen nicht-negative Funktionen durch eine Folge von einfachen Funktionen beziiglich der L!-

Norm approximieren. Man iibertrégt leicht dieses Argument auf beliebige integrierbare Funktionen und Funktionen

aus LP beziehungsweise LP, p € [1, 00). Dadie einfachen Fuktionen durch die Linearkombination von charakteristischen
Funktionen auf Urbilder halboffener Mengen und da das Maf regulir ist von innen kénnen wir diese Mengen

beliebig gut durch Kompakta approximieren. Folglich geniigt es zu zeigen, dann x g, K C X kompakt beziiglich

der LP-Norm beliebig gut durch stetige Funktionen approximierbar ist. Ausgrund der dufleren Regularitit des

Mafes finden wir fiir € > 0 eine offene Menge U mit K C U und u(U \ K) = p(U) — p(K) < €. Wir setzen

dist(:c, UC)
fe(z) = — — e
dist(z, K) + dist(z, U%)
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Dies liefert eine stetige Funktion mit f-(z) € [0, 1] und
dist(x, A) := inf |z —
(2,4) 1= inf o~y

fo(z) =0 <= dist(2,U°) =0 <= 2 €U"
fe(z) =1 <= dist(z, K) =0 <= z€ K

/ (@) — xx(@)Pdu(z) = /U ) X dute) < U\ K) < ¢ O

Bemerkung Diese Aussage gilt nicht fiir p = oo, da fiir stetige Funktionen die L°°-Norm der Supremumsnorm
entspricht und somit die Grenzfunktion stetig ist.

Definition 2.17 (Faltung) Fiir integrierbare Funktionen f, g : R" — IR setzen wir

(9@ = | fa=pewire) = [ a-nswae)

und bezeichnen den Ausdruck f * g als Faltung. Die Faltung selbst ist integrierbar, denn es gilt

[arsglav< [ [ 1= p)llalax )i

- / . / (@ = IV @lg@IaN () = 11 llgl o < oo

Lemma 2.18 Die Faltung besitzt folgende Eigenschaften:

1. Firz € § R™istdie Funktion f (2 — -)g(-) genau dann integrierbar, wenn f(-)g(z — -) integrierbar ist
und es gilt in diesem Fall (f % g)(z) = (g * f)(x)

2. Fir ¢ € C¥(R™),k € Nund f € L _(R") folgt f * ¢ € C*(R™) und 9a (¢ * f) = Da¢ * f fiir jede
partielle Ableitung einer Ordnung < k.

3. Fur¢ € C'(’f (R™),k € Nund f € L! (es gibt einen Reprisentanten mit kompaktem Triger) ist ¢ x f €
CE(R™)

4. Fir ¢ € LY(R™),f € LP(R"),p € [1,00] gilt auch f x ¢ € LP(IR™) und wir haben die Young-
Ungleichnug:
1f =0l < ol f1

Beweis 1. Folgt unmittelbar aus dem Transformationssatz
2. Folgt induktiv durch vertauschen von Differentation und Integration.

3. Istsupp f Usupp ¢ C Bg(0) fir R > 0, so erhalten wir fiir x € R™:

(Fo)@)= | JWo—y)ax @) £0
— y,5—y € Brl0) = z=(z—y)+y € Bar(0)

Demnach ist supp f * ¢ C Bag(0).
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I+ 6l = | [ £0sta )3 < 17l ol

Sei nun p < oco. Wir kénnen ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen ||¢|| ;1 = 1. Anwendung
der Jensen-Ungleichnug (mit ¢ (&) = |£]P, dp = ||dA™)

50 < [ ][ 1= il | e

= [ o[ 1t -wlswiavm)avw < [ [ (e arimrar e
<[ | 1= pPax@ =11l .

Definition 2.19 Eine Familie (¢.)_, integrierbarer Fuktionen von R™ nach R heifit approximative Identitit
falls

1. sup||¢e|| ;1 < oo (manchmal wir auch ¢. > 0Ve > 0 vorrausgesetzt)
e>0

2. [ ¢ed) = 1Ve > 0
Rn

3 i (o) GldN =2 0vr > 0
Ein Glittungskern ist eine nicht-negative Funktion ¢ € C°(R™) mit ||¢[| ;1 = 1.

Bemerkung Ausjedem Glittungskern ¢ € C2°(IR™) erhilt man durch

b(2) = ")

g

eine appoximative Identitit. Standard-Gliattungskern

1
- {exp<|x21> lz| <1
0

sonst

Lemma 2.20 (2.20) Sei (¢: ), eine approximative Identitit und f € LP(R"),p € [1,00). Dann gilt

e—0

If * ¢e = fllp — 0

Beweis Sei f € CY(IR™). Wir nehmen ein .

|f(x —y) — f(x)] &) 0 gleichmiRig in x aufgrund von gleichmifiger Stetigkeit (nach dem Satz von Heine).
Weiterhin, aufgrund des kompakten Trigers fiir |y| < r (r hinreichend klein)

1/p
1fC=y) = fOll = (/ \f(fc—y)f(w)pd)\”>
Br(supp f)

(eR

1/p
!f(-—y)—f(')!mSllf('—y)—f(-)llLoo</B ( 1pdA”<x>) <0

supp f) N 2sup€>0||¢€”L1
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(fiir  hinreichend klein). Mit Minkowski Ungleichung;:
(f * de)(x) — f(z) = - Ge(y)(f(x —y) — f(x))dA"(y)

1(f * de) = fllpr < +

Lr

/ b0 (f(- — ) — F()AN ()
B,(0)

/ b0 (- — ) — F()AN(y)
R"™\B(0)

Lp

T

< [ PO —fOl ¥+ [

]Rn\B

(0)|¢s(y)|\|f(- —y) = fOlpdA"(y)

s
<9
= 2supll¢ell ;1

Pl [ ewlX

<

NGRS

-~

< g fiir hinreichend kleine € >0

Somit ist die Behauptung fiir f € C?(R™) gezeigt. Da C(IR™) dicht in LP(IR™) sind (Satz 2.16), wihlen wir

k—o0

fiirein f € LP(IR") eine Folge (fx)en € CO(R™) mit || f — f||1p —— 0

I1(f = fr)*oell
— ||f*¢5 _fHLP < |’f*¢s_fk*¢5“Lp+||fk*¢s _fk”LP+||fk_f||Lp

€—0 70 fiir festes k k— o0 0

< If = frll o 92l 11
—_———— —

Wir nehmen k hinreichend grof§ und dann ¢ hinreichend klein. U

Satz 2.21 Sei 2 C R” offen. Dann liegt die Menge C2°(£2) aller glatten Funktionen mit kompakten Triger
dichtin LP(Q) furp € [1, 00).

Beweis Nach dem Satz 2.16 geniigt es zu zeigen, dass C2°(R™) dichtin C{ (R™) ist. (denn wir konnen f | Rr\Q =
0 setzen). Wir wihlen einen Glattungskern ¢ = f * ¢. kompakter Triger und C'>° = mit Lemma 2.18.3
und aus Satz 2.20 folgt die Behauptung. U

3 Fourier-Transformation

Definition 3.1 Fiir f € L!(IR") definieren wir

1

fp) = (27T)n/2

/ i) f()dA () pe R
R

mit (-, -): Skalarprodukt.
F . f — fheilt Fourier-Transformation. F ist eine lineare Abbildung die beschrinkt ist. Eine lineare Abbildung
A: X — Y, X, Y-normierte Riume, heiflt beschrinkt falls 3C' > 0, sodass || Azl < C|z|

A
4] = sup 1271y

Izl 1Zlx —

Mit Cl? bezeichnen wir den Raum der stetigen und beschrinkten Funktionen. (also C I? =N L>)
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Lemma 3.2 Die Fourier-Transformation  ist eine beschrinkte Abbildung L' (R) — Cp (IR™) mit

4] < Gt

,="fiir f nichtnegativ.

Beweis Die Abschitzung aus der Definition. Stetigkeit von f : Wir wihlen eine Folge (px),cny C R",px — p
fir k — oo. Wegen
=1

‘e—i@,w)

ist | f| eine Majorante. Ausdem Satz {iber dominierte Konvergenz folgt die Behauptung. Ist f > 0

- HfHLl = /Rnf‘d)\n = /" 671<U:‘T>f(x)dAn(x)

= @n)"2f0) < em"2|F| L < 1flLs C

Lemma 3.3 Fir f,g € L*(R"),a,p € R, X\ > 0gilt

L f(+a)(p) = eilar) f(p)
2. e it f(p) = f(p—a)
3. F09O0) = = (2)

Bemerkung F : L'(R") — CP(R") R}

p—

f@%iAéWW@MM@ fo) = F

wenn f(z) = —f(—x):

f@{éamﬂmdww:—/k”mﬂ—maww

Lemma 3.4 Sei f € C'(R") mit limy| o0 f(2) = Ound f,0;f € LY(R™) firein j € {1,...,n}. Dann ist

— A~

0;f(p) = ip; f(p)¥p € R"

Sind umgekehrt f und x — z; f(x) integrierbar, so ist f nach p; partiell differenzierbar und es gilt

—

() (p) = i0;f(p)¥p € R"
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Beweis

— , e~ ipsx)
70 = [ <>§j @av(s) = - [ L2 )

890]-
=1 e~ " — (2m)?ip. f
b [ @) (2m)" 2,  (p)
WA 1 i{@,p) 1\"
T00 = S / F@)e EP A ()
1 ae—l@ P) . d .
= oo SN @) =i () 0

Bemerkung Partielle Differenzierbarkeit gilt auch fiir héhere Ableitungen (Beweis induktiv) fir f € C*(R™)

olol

Oaf i = =5
of oS ... oo

wobei [a] = a1 + -+ + an,a € (N U {0})", a-Multiindex, |a| < k

Definition 3.5 (Schwartz-Raum)

SMR") :={f € C*R") | Vo, 8 € (NU{0})" : sup [2%(9f)(x)] < o0}

zeR"

x® = z{taf? . xfn. f € S(R™) heiffen schnell-fallende (Schwartz) Funktion.
Bemerkung « S(R™) € LP(R™) fiirp € [1, o0]

« S(R™)ist dichtin LP(IR") fiir p € [1, 00) weil

CE(R"™) c S(R™)
(insbesondere S(IR™) # ()

« Mit f € S(R™),auch z — 2 f(z) und d,.f € S(R")

Lemma 3.6 Die Fourier-Transformation ist ein Operator
F:SR") = SR")
Insbesondere gilt Var € (Ng)", f € S(R"),p € R™
0a1(p) = (ip)*f(p) wnd 2 ()(p) =110 (p)

Beweis Die Formeln erhilt man induktiv aus Lemma 3.4. Zu zeigen f € C°(R), verwenden wir zunichst das
f beschrankt ist (Lemma 3.2). Damit f € S(R") laut Bewerkung 3.7 auch z — 0o (2° f(z)) € S(R") gilt
und dessen Fourier-Transformation auch beschrinkt ist, bekommen wir eine gleichméaflige Schranke aus

P05/ () = i B F () (p) =770, (P () (p)
—— —
€5 (R™) gleichmiRig beschrinkt in p nach Lemma 3.2

\V/Oé,ﬁ S (NO)n O
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Bemerkung Das Abklingverhalten einer Funktion f korrespondiert mit der Glattheit der Fourier-Transformation
f und umgekehrt. Insbesondere verschwindet die Fourier-Transformation einer L' Funktion in 400

Korollar 3.7 (Riemann-Lebesgue) Die Fourier-Transformation bildet L' (R™) auf CJ(IR™)
Co(R™) ={f € C*R™)| lim f(z)=0}
Tr|—00

Beweis Sei f € C2°(R"). Dannist fir p € R mitp; # 0

i = | L7 0| < %l

; . jefl,.., P £l 11 lIpll—oc
— |f(p)] < min={p oL 0

(2m)™* max|p;|
Fiir beliebiges f € L*(IR) finden wir eine Folge
(fi)ren C© CF(RY)

(nach Satz 2.21)
e = flls 2220 = [F0)] < |F0)] +1F5@) = F )]l oo
N——
|p|—o0 0
— 1Fe = Fllpeo < Cllfx = Fllpn 2220 0

Satz 3.8 (Fourierinversion) Die Fourier-Transformation F : L'(R") — CJ(R™) iste ine invertierbare
Abbildung. Die Inverse its durch

1 22 /2 7
— 1 i(px)—e2lpl?/2 n
f(z) = lim ) / e f(p)aX*(p)

wobei der Grenzwert beziiglich der L!-Norm zu verstehen ist.

Beweis Wir betrachten ¢ € C*°(RR"),

1 22 1 .
P(r) = We z und ¢, = 67¢(;)

(@)~ ist eine approximative Identitit [ ¢pdz = 1
o)) = 56(2) = 0(%) = o)
Wir bekommen Vz € R"

i [ eI ) ) = [ e o(ep) o) o)

-/ (- +2)(p)d(ep)dN" (p)
— Rnf(p+x)¢5/(6\-)(p)dA"(P)

Seiy = —p

f(x —y) ¢e(—y) AN (y) = (f * &c)(z)
R~ ——
=de(y)

Nach Lemma 2.20 konvergiert f * ¢, % f 0
L



3 Fourier-Transformation 39

Korollar 3.9 Fir f € L'(R") mit f € L'(R") gilt

(=1
wobei § R
f(p) == f(-p)
Also ) ‘
)= o [, e @@

F ist eine Bijkektion auf F'(R™) = {f € L*(R") | f € L*(R")} und insbesondere ist}"‘S(Rn) :S(R") —
S(IR™) eine Bijektion

Beweis
e—0 1 n
i(p ; /()]

Dies leifert eine integrierbare Majorante fiir die Formel aus Satz 3.10 = wir diirfen in der Formel Genzwert
und Integral vertauschen. Die punktweise Konvergenz folgt zunichst aus Konvergenz einer Teilfolge (P Konvergenz
—> punktweise Konvergenz) und dann unabhingig von Teilfolge aus Teilfolgenprinzip

— ()=t O

Lemma 3.10 (Plancherel Identidt) Sei f € F!(IR™). Dannist f, f € L?(R"™) und

1122 = I1A1Ze < @m) 211l Fll e

Beweis

P ) = —— [ [ f@e @ fpax @)
27r)
1
)

P /R fla) / nesz()dA"(p) A" ()

L @r

Fubini

=22 (H=(m)" %[ (@)
= [ f@)F@N(e) = / (@) 2" ()
Rn

n

Insbesondere:

A~

n _ 1 R
|f(p)|dA"(p) = WWHUWHU

2112 1 n i{p,)
s < —— dA
IF1e < [ @i [

=1

Fortsetzbarkeit auf 1.2

Satz 3.11 (Fortsetzung linearer Abbildungen) Sei X ein normierter Raum mit dichter Teilmenge U und Y’
ein Banachraum. Ist A : O — Y eine lineare und beschrinkte Abbildung, das heilt 3C'4 > 0 :

[A(2)[ly < Callz|xVz € O

so gibt es genau eine Fortsetzung A, das heifit eine lineare und beschrinkte Abbildung A: X = Y mit ;1‘ o=
A und dem selben C4Vx € X.
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Beweis Sei (Xj),cn C O eine Cauchy-Folge. Dann ist (Axy,); o C Y eine Cauchy-Folge in Y, weil
[Az; — Azplly = [|A(z; — ap)lly < Callzj —zlly =0
0
N

und diese besitzt einen eindeutigen Grenzwert.

Axg:= lim Az, sofern xg:= lim x} existiert
k—o00 k—o0

Damitist A : X — Y eindeutig gegeben, denn fiir Folgen (1) ens Wk)pen € U mit ap, fmoo, 0, Yk —
k — ooz

k—o0

[Azy — Ayklly = [[A(zr = yr)lly < Callzs = zoll + Callyr — koll =—=0

Linearitit von A bekommen wir aus der Stetigkeit von Vektoraddition und skalarer Multiplikation. Stetigkeit
der Normen liefert die Behauptung. g

Satz 3.12 (Plancherel) Die Fourier Transformation F ldsst sich zu einer beschrankten Abbildung F : L*(R™) —
L%(R") fortsetzen, die unitar ist, das heift (F(f), F(9)) ;2 = (f,9) ;2 Vf,g € L*(R")

Beweis Nach Satz 2.31 liegt C>°(R™) C S(R™) dicht in L*(IR"). Nach Korollar 3.11 ist F eine lineare
bijektive Selbstabbildung des S(IR™) C F 1(]R~") = Beschrinktheit aus der Plancherel Identitit. Nach
Satz 3.13 existiert eine eindeutige Fortsetzung F : L?(R™) — L?(IR™) mit

IFzz < 1f1 g2
F ist unitir nach Lemma 3.12, weil Vf, g € L*(R")

g =4 [ f@@ @)

= I +gllze = If = gllz2 +illf —iglze — il f +igllze

= 4(F(f), F(9)) 2 O

Bemerkung Solange der Integrand von ]f in L' (R™) liegt lisst sich F () direkt mit der Formel aus Definition
3.1 ausdriicken. In der Regel lasst sich F fir f € L*(R™) nur als Grenzwert einer Folge fi, (fi)ren C

k—o0

S(R™), fr, ——> [in L?] darstellen.

Lemma 3.13 (3.15) Es gilt )
IF () oo < 20) 2| fII2Vf € L' N L2

Beweis Sofern f € LL(R™), folgt f € L?(IR™) und nach Lemma 2.20 f * ¢ konvergiert fiir eine geeignetes
¢ in C°(R™) (f * ¢ € C(R™) C S(R™)) beziiglich L! und L? Norm gegen f.

”f*d)s_f”LQ_)O

Die Abschitzung gilt fiir f * ¢, nach Lemma 3.2. Die Behauptung folgt fiir € \, 0 aus Stetigkeit der Norm. Fiir
allgemeine f € L'(R"™) N L?(R™) betrachten wir fp = IXBg(0)-Dann fr 7 fin L' und L? (dominierte
Konvergenz) und wir erhalten die Behauptung durch Approximation. O

Bemerkung Insbesondere gilt fir f € L?(R") (= fr € L?)
. 1 .

F(f)(p) = lim / e~ ) £() AN (2

DW= fim o [0 @

(wobei der Grenzwert beziiglich L2-Norm zu verstehen ist)
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4 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

4.1 Implizite Funktionen und Untermannigfaltigkeiten

Definition 4.1 1. Seien X, Y topologische Riume. Eine stetige Funktion f : X — Y die bijektiv ist und
deren Inverse ebenfalls stetig ist, hei}t Homéomporphismus.

2. Seien X, Y normierte Riume. EIn Homéomorphismus f : X — Y heift (C'!-)Diffeomorphismus, wenn
feCHX,Y)und f~1 € CL(Y, X). Entsprechend C*-Diffeomorphismus falls f, f~ € C*

Satz 4.2 (Umkehrsatz) Sei{) C R" eine nichtleere, offene Mengeund f € C*! (€2, R™). Dannist die Invertierbarkeit
der Jacobimatrix Df (&) in & €  dquivalent zur Existienz einer lokalen C!-Umkehrfunktion von f in der
Umgebung von f(&). Genauer, gibt es eine offene Teilmenge O C Q, W C R" mit§ € Ound f(§) € W
sodass f ‘ o ¢in Diffeomorphismus O — W ist. Insbesondere gilt

(D(f‘o)_l)(f(x)) = (Df(z))"'Vz €O
Beweis Analysis 2 0

Korollar 4.3 (Globaler Umkehrsatz) Sei 2 C R" offen und nichtleer, f € C! (€2, R"). Ist die Jacobimatrix
Df(x)Vz € Q invertierbar und ist f injektiv, so liefert f einen Diffeomorphismus @ — W = im f C R™
Insbesondere ist W offen und die Idetitit aus Satz 4.2 gilt Vo € Q)

Beweis Nach Vorraussetzung und f :  — W bijektiv und und C*. Satz 4.2 impliziert, dann D f(z)Vz € Q
invertierbar und dass f~! in jedem Punkt

y=f(f"'w)=w
stetig differenzierbar ist. U
Bemerkung Wir konnen die Sphere
$ = {(w1, 22, 23) | 2F + 25 + 23 = 1}

mit 3 > 0 als Graph die Funktion

x3 = g(z1,22) = /1 — x% — x% (r1,22) € B1(0) € R?

darstellen.
Allgemein méchten wir eine (Hyper-) Flache der Form

M = {(z,y) e R¥"™ | f(z,y) = 0}
lokal als Graph einer Funktion z — g(x) € R™ schreiben ((z, g(x)) € M)

Satz 4.4 (Implizite Funktionen Satz) Seien k,m € N, C R¥*™ eine offene Menge und f € C*(Q, R™).
Es gibtein (£,7) € Qund f(£§,7) = Ound D, f(&,n) # 0, wobei

(%4
D = (Gewn)

[ARR)

Dann gibt es offene Umgebungen U C R™ von &, und V' C R™ von 1) und ein ¢ € C1(U, V') mit

{(z,y) e Ux V| f(w,y) = 0} = {(2, (), 2 € M}

und

D(x) = —(Dyf(x,$(2)) ' Do f(x,¢(z)) z€U
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Beweis Analysis 2 O

Definition 4.5 (Immersion) Seien 2 C R" nichtleer und offen, ¢ € C*(Q2,R™), m > n. Die Abbildung ¢
heift Immersion, falls der Rand von D¢ (z)Vx € ) maximal ist (Alternativ: D¢ (z) : R™ — R™ linear und
injektiv)

Definition 4.6 (Untermannigfaltigkeit) Seienm,n € NU{0}, m < n.Eine C 1-Unte1‘mannigfaltigl<eit mit
der Dimension m ist eine nichtleere Menge M C R™ mit der folgenden Eigenschaft: V¢ € M 3 eine offene
Umgebung 2 C R™ von ¢ € (Q eine offene Menge U C R™ und eine Immersion ¢ € C1(U,R") die U
homdomorph auf im ¢ = M N 2 abbildet. Die Abbildung ¢ heift (lokale) Parametrisierung von M und &, ihre
Umkehrung ¢! : M N Q — U beziehungsweise das Paar (qﬁ_l, U ) heiflt Karte und eine Familie von Karten
deren Urbild ganz M iiberdecken bildet einen Atlas.

Bemerkung Die Dimensionei ner Untermannigfaltigkeit ist wohldefiniert. Eine nichtleere Teilmenge des R™
sti genau dann ein m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn sie offen ist. Jede abzidhlbare nichtleere Menge
von Punkten in R ohne Hiufingspungkt ist dann eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Notation Sei X eine endlich-dimensionaler Vektorraum mit innerem Produkt (-, -). Wir definieren das orthogonale
Komplement eines Untervektorraums V' C X

Vi={zeV|(zv)=0eV}

Es gilt
Vevi=X

Ist Y ein weiterer endlichdimensionaler Vektorraum und A : X — Y linear, dann
kerA={reX|Az =0} C X imA={Az |z=X}CY
Satz 4.7 Fir m,n € N, m < n und eine nichtleere Menge M C IR" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (Untermannig) V¢ € M3 offene Menge 2 C R von &, eine Menge U C R und Immersion ¢ €
CY(U,R"™), die U homsomorph auf M N Q = ¢(U) abbildet.

2. (Gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeit) V€ € M3 Umgebung U C R" von £ und eine Abbildung f €
CHQ,R" ™) mit Rang Df(z) =n — mVz € Qund M NW = f~1({0})

3. (Graphendarstellung) Zu jedem £ € M gibt es eine offene Umgebung {2 C R" von &, eine offene Menge
U C R™undeing € CH(U, R"™™) mit

M NW = n(Graphg)
wobei 7 € GL(n) eine Permutationsmatrix ist.

Beweis 1. = 2. Wir konstruieren eine Funktion f mithilfe des Umkehrsatzes. Sei also M eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ wie in 1. und 7 = ¢~ 1(£) € U. Da ¢ eine Immersion ist,
besitzt D¢(n) eine vollen Rang und die Spalten von D¢ spannen eine linearen Unterraum 7" auf. Mit Py
bezeichnen wir die orthogonale Projektion R™ — T' C R"™. Weiterhin setzen wir ¢ := Pro¢ : U —
T C R". Insbesondere gilt Rang ¢ = m, denn

Dér = D(Pro¢) = ((DPr)o¢) D¢
—Pp
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Entsprechend ist
D¢r(R") = PrD¢(R"™) =T
———
=T
Nach einem Koordinatenwechsel kénnen wir T = R™ x {0} annehmen und setzen auferdem N =
{0} xR"™und ¢y = Pyo¢: U — N, wobei Py die orthogonale Projektion auf N bezeichnet. Der
Umkehrsatz liefert nun eine offene Umgebung U C U von 7, sodass

orly: 0 = or(0) =V
ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere gibt es eine inverse Abbildung
-1 ~ o~
b= (or]y) e (V. 0)

Wir wihlen Q C Qmit & € Qund ¢! (Q N M) C U. Weiter setzen wir {0* = (f/ &) N) NQcQ,
das heift fiir jedes - € Q* gibt es eine Zerlegung 2 = 2 + zy wobeizp € V C Tund zy € N. Mit

f(x) = flzr +2Nn) = 2§ — dN(P(2T))

erhalten wir eine Abbildung f € CY(2*, N). Aus Dyf = 00, erhalten wir Rang Di(x) =
dimN = n — mVz € Q. Somit bleibt Q* N M = {x € Q*|f(x) = 0} zu zeigen. Sei hierzu
z € 0 dasheiftz € Qmitz = 27+ zn, 27 € V C T,zy € N. Nun setzen wir u = Y(zr) € U,
also z7 = ¢r(u). Wir haben f(z) =0 <= zy = ¢n(u) <= = =¢(u) € M NQ.

2. = 3.:Sei M eine gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeit. Zu x € M wihlen wir 2 und f aus 2. Nach
Umnummerierung der Koordinaten (was auf die Permutationsmatrix 7 fithrt) erhalten wir D, f(§) €
GL(n —m), wobeix = (y, z) € R™ x R"™"™. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen gewinnen wir
eine offene Umgebung U x V' C R™ x R™" ™ von ¢ = (1, ¢) und eine Funktion g € C*(U, V) mit

Graphg = {(y,2) e U x V|f(y,2) =0} =M nN (U x V)

3. = 1.: Unter den Voraussetzungen von 3. erhalten wir mit ¢ : y — m(y,g(y)) eine Abbildung
aus C1(U, R™). Folgilch ist p(U) = M N Q und es bleibt zu zeigen, dass ¢ eine Immersion ist und
einen Homéomorphismus liefert. Aus der Definition liest man unmittelbar die Injektivitit von ¢ sowie
Rang D¢ = m ab. Nach Vorraussetzung ist ¢ stetig und die Stetigkeit von ¢! sieht man wie folgt: Eine
konvergente Folge in im ¢ ldsst sich durch eine Folge (y),.c¢ C U mit

é(yr) = 7(yr, 9(ky)) = w € im¢ C R"

darstellen. Mit (y, z) = 7~ !(w) ergibt sich (yx, g(yx)) — (¥, z) und insbesondere 3z — 7. Somit ist
M eine Mannigfaltigkeit. U

Definition 4.8 (Tangentialraum und Normalraum) Sei M C IR” eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit
und¢ € M.Ein Vektorv € R™ heift Tangentialvektor an M im Punkt &, falls es eine Kurve y € C*((—¢,¢), M), e >
0 mit v(0) = &,£(0) = v gibt. Die Menge aller Tangetialvektoren wird Tangentialraum an M im Punkt
§ € M genannt und mit T¢ M bezeichnet. Der Normalraum an M in £ ist das orthogonale Komplement

NeM = (TeM)™*

Satz 4.9 Sei M C r™ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, ¢ € M, m < n.Sei ¢ € C1(U, R") eine lokale
Parametrisierung von M um & mit ¢(0) = £ und sei f wie in Satz 4.6.2. Dann gilt

TeM =im D¢(0) = ker D f(§)
NeM = (im D(0))™ = Lin(V f1(€), -, V fum(£))
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Insbesondere ist Ty M wirklich ein Vektorraum und wir haben

dim NeM =n —m

Beweis Wirkonnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢(0) = £ annehmen. Wir zeigen zunichstim D¢ (0) C
TeM. Fir w € im Dg(0) gibt es ein w € R™ mitw = D¢(0)u. Fir y(t) = ¢(tu) gilt v(0) = ¢(0) = £
und 7/(0) = D@(0)u = w. Damit ist w € Tz M. Weiterhin ist Te M C ker D f(&). Sei hierzu v € Te M.
DefinitionsgemiR gibt es eine Kurve 7y : (—&,&) — M mit v(0) = & und 7/(0) = v. Wir kénnen e > 0 so
klein wihlen, dass im 7y in M N §2 enthalten ist, wobei €2 die in Satz 4.6.2 angegebene offene Menge bezeichnet.
Wegen im v C M gilt insbesondere f o v = 0, also

0= (f07)(0) = Df(7(0))7'(0) = Df(&)v
folglich ist v € ker D f (). Damit haben wir insgesamt:
im D¢(0) C TeM C ker Df(§)
Wegen dim im D¢(0) = Rang D¢(0) = m und
dimker Df(§) =n —Rang Df({) =n—(n—m) =m
folgt die behauptete Identitit. Insbesondere ist T M ein m-dimensionaler Vektorraum. Wir erhalten nach Definition
NeM = (TgM)J‘ = (im D@(0)) ™. Sei nun w = Vi) firj=1,...,n —mundv € T M. Wir erhalten

(w.0) = Y- 25 u = (D1, = 0
k=1

daTeM = ker D f(§). Nun folgt w L T¢ M, also w € NeM und mithin

Wegen Rang D f(£) = n — m handelt es sich bei beiden Mengen um Vektorraume der Dimension n — m und
diese sind folglich gleich. g

Satz 4.10 (Tangetialebene) Fiir jeden Punkt { einer Mannigfaltigkeit M ist mit 2 = & 4 Tz M
1
= sup{dist(z, E)|z € M N B, (€)} % 0
r

Motivationsfragen:
« Was ist oben und was ist unten? (Orientierbarkeit)

» Wie sieht es mit Rindern aus, wann sind sie ,glatt, wass sind sie selbst Mannigfaltigkeiten

4.2 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung des Lebesgue-Integrals auf Mannigfaltigkeiten.
Strategie:

1. Nach Definition kénnen wir uns eine Mannigfaltigkeit M lokal mit einer Immersiony : U C R — R"
parametrisieren - also betrachten wir zunichst Stiicke von Mannigfaltigkeiten.
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2. Eine beliebige” Mannigfaltigkeit zerlegen wir in endlich viele iiberlappende Teilstiicke mit lokalen Parametrisierungen
(wir setzen also voraus, dass M einen endlichen Atlas besitzt). Der Wert des Integrals ist unabhingig vom
gewihlten Atlas. Wichtigstes Hilfsmittel: Partition der Eins.

Zunichst der lineare Fall. Fiir eine lineare abbildung 7" : R™ — R"”,n > m und eine messbare Menge
U C R™ mochten mir den ,m-dimensionalen Flicheninhalt® von T'(U) angeben. Wir erwarten, dass der ,n-
dimensionale Flicheninhalt“ von 7'(U) im Fall m > n Null betrigt.

Lemma 4.11 Sei T € R™*™ (charaktisiert lineare Abbildung (R — RR"™)) mit Rang m,n > m. Dann gibt
es@ € R™™und S € R™*™ mit T = Q.S, wobei () eine [sometrie ist, das heifit

|Qu| = |v|Yv € R
und |[det S| = VTTT

Beweis Miteyq, ..., e,, bezeichnen wir die Standard-Einheitsbasis des R"™. Weiter wiihlen wir eine Orthonormalbasis
{fi,..., fn} des R" mit T(R™) = Lin{f1,..., fin}. Nun kénnen wir Q € R"*™ durch Qe; = f;,j =

1,..., m eindeutig definieren und fiir

m m
v = E Vi€, W = E WEEE
Jj=1 k=1

erhalten wir

(Qu, Qu) = ZW%(M = Zvjwj = (v, w)
gk Jj=1
also |Qu| = |v|VYv € R™ und

(QTQv,w> =w''QTQu = (Qw)TQv = (Qu, Q) = (v, w)

woraus Q7' Q) = id ersichtlich ist. Nach Konstruktion ist () auf T'(R™) invertierbar, somit § = Q1T € R™*"
wohldefiniert, und Rang S = m. Wir haben QS = T und

det(T7T) = det ((QS)7QS) = det(STQTQS) = det(S75)
= det(S) det (ST) = |det S|? O
Wir moéchten einen Flacheninhalt definieren, der invariant unter Isometrien (Translation, Rotation, Spiegelung)

ist. Insofern sollte der Flicheninhalt von T'(U) mit dem von QT (U) = S(U) iibereinstimmen. Wegen
S(U) C R™ konnen wir das m-dimensionale Lebesgue-Maf} verwenden und erhallten:

N(S(U)) = /S X = fdets /U 1AA™ = | /det (TTT)A™ ()

Definition 4.12 (Integral auf lokaler Parametrisierung) Seien m,n € N.m < n,U C R" offen, ¢ €
C1(U, R™) eine Immersion, die U homsomphr auf im ¢ abbildet. Der Flicheninhalt von von im ¢ definieren
wir durch

volm(imgo):/U\/det<(D<p)T(Dg0))d)\m

wobei det ((Dgp)T(D(p)) als Gram-Determinante bezeichnet wird.
Eine Funktion f : im ¢ — IR heiflt integrierbar, falls

(fo w)\/ det((DsO)T(Dw))
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auf U integrierbar ist.

/imwfdfllm = /U(focp)\/det«D@)T(D(p))d)\m

Flicheninhalt

/U fdA" = / Fdam

Lemma 4.13 (Wohldefiniertheit des Flicheninhalts) Seienn, m.N,m < n, Uy, Uy R™ offen, p; € C1 (U, R™), g €
C1(Uy, R™) Immersionen, die U (bezichungsweise Us) homdomorph auf eine Menge W C IR™ abbilden.
f W — R messbar. Dann ist

Bemerkung Fallsm =n

(7 o 1)y et (D) (D)

integrierbar genau dann wenn

(7 0 02)y et (Dg2)" (D)

integrierbar ist und

[ oo fa(Da) D) = [ (o) fact((D) (De)ar

Beweis Wirsetzen) = gol_l ows : Us — Uy.Zuzeigen: 1 ist ein Diffeomorphismus. Dann mit Transformationssatz
folgt

[ oo fact(Da) Den)ar = [ (7o) fact((D2) (D) et D"
Es gilt
Dy = D(p109) = (D1 oyp) Dy
— det((Dy2)" D) = det ((D¥)" (D 0 4)" (Dipr 0 ) (D))
— det(Dv) det((Dgpl o) (D o h)) det(Dv)
= (det(Dy))* det (D1 0 )" (Dpy 0 1))
1) ist ein Diffeomorphismus, weil:

+ ¢ ist Hombomorph (als Verkettung von Homéomorphismen)

Wir nehmen ein ug € U und = := pa(usz),u; : tgol_l(x) = (uz). Mit P : R"™ — T,,W ~ R™ (Projection

D(Pyp_1)(u_1)& = DP (cp(ul) A= CL‘}) Dy_1(u_1l) = P(Dy_1(u_1)) T Dy_1(u_1)
Die Spalten von D1 (u1) spannen 1, W

) Insbesondere
Rang D(P o ¢1)(u1) = Rang D1 (u1) = m

Aus dem Umbkehrsatz ist P o ¢ invertierbar in einer Umgebung ffl Du; = 3[71 Cc R™, W C TaxW mit
u € 171 und g.C’1 <W, (71> sodass go P o idﬁl' Wir setzen ﬁg = gog_l (VV)

— w=y;lop=goPoy

auf Uy, ) € ! (Ug, ]Rm) . Weil die Konstruktion fiir beliebige us gilt = 1 € C1 (U, R™) O
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Definition 4.14 (Partition der Eins) Gegeben sei eine Uberdeckung der Mannigfaltigkeit M/ C R™ durch
Mengen W1, ..., W), das heifdt
l
— U W,
j=1

Eine Familie (aj)j:1 _, messbarer FUnktionen o; : M — IR heifit eine der Uberdeckung (W)
untergeordnete Partition der Eins, wenn

j:17“'7l

I ima; C [0,1] firj=1,...,1
2. ;=2 0auf M\ W; j=1,...,1
3. Zé’:1 a; = Lauf M

Definition 4.15 (Integral auf Mannigfaltigkeit) Sei M/ C R" eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
endlichen Atlas ( :W; = Uj ) y .Eine Funktion f : M — IR heifitintegrierbar, wenn fxyy, integrierbar

‘]71 .
Vj =1,...,d(im Sinne von Definiton 4.14). Ist (aj)jzl .. g ¢ine Partition der Eins (fiir Uberdeckung (W;),_; /)
und o o ¢, messbar Vj = 1, ..., d, so definieren wir das Integral von f {iber M durch

/fdA”—Z/ a; fdAM = Z/ aj o ;) fogpj)\/det<(Dgpj)T(Dtpj))d)\m

Lemma 4.16 Das Integral auf Mannigfaltigkeiten ist wohldefiniert und hingt insbesondere nicht vom gewéhlten
Atlas ab.

Beweis o fxw,; = «;f integrierbar (weil fxw, integrierbar, @ € [0, 1]). Sei (cpj_l W — Uj> o
]7 EARAS)

und ( W, — Uk> P Atlasen und (o, )j:1 4 beziehungsweise (ak)k 4 eine Partition der Eins.

B3]

Nach Definition 4.14 ist auch
P, =D axfxw,

integrierbar und

Z/ ajfdAm—ZZ/ a]ajfdAm—Z/ g fdA™

j=1k=1 Il

Definition 4.17 Sei M C IR" eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit endlichen Atlas. Ist S C R" eine
Teilmenge und g integrierbar so nennen wir S integrierbar und definieren

vol™(S) = / xsdA™
M
Falls vol™ (S) = 1ist S eine n-dimensionale Nullmenge. und f : S — R heift iiber S integrierbar falls fxg

integrierbar ist und
/fdAm:/ xsdA™
S M

Lemma 4.18 Sei M C R eine m-dimensionale Nullmenge. ist f integrierbar, so ist auch f integrierbar und

/M faa™ = /M faar

wir haben
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Beweis Ist S C M eine m-dimensionale Nullmenge, so gilt fiir jede Karte o~ : W — U

0 = vol™(S) > /M xsnwdA™ = /U(Xg o) \/det<(Dgp)TDg0> d\™

- / \/det<(Dg0)TDcp> dA™
Uny=1(S)

Da der Radikand positiv ist (¢ ist Immersion) folgt ™ (U N ¢~ !(S)) = 0. Giltnun f = fauf M\ S so haben
wir f o = f o fastiiberall in U fiir jede Karte o= : W — U. U

Motivation
Oft ist bei Integration wichtig eine Orientierung des Integrationsbereich zu beriicksichtigen

fif:F’aF

4.3 Orientierung

Definition 4.19 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™,n > m > 1. Zwei Karten cpl_l W1 =
Ui, pq L. Wy — U, heiflen gleichorientiert, wenn fiir W1 N Wy # () der Kartenwechsel

b=y o1t or (WL N Wa) — py (W1 N Wa)

die Eigenschaftdet D1 > Oauf ¢ ! (W1 N W) besitzt. ¢ ist dann orientieungserhaltend / orientierungstreu
M heiflt orientierbar wenn es einen Atlas aus gleichorientierten Karten gibt und dieser heif’t dann orientiert.

Beispiel 4.20 1. Jede Mannigfaltigkeit, die durch eine einzige Karte parametrisiert werden kann, ist orientierbar.

2. Seiy : I — R™ eine C'-Kurve, I C IR ein offenes, beschrinktes Intervall, 7/ # 0, sodass y : I — im 7y
ein Homdomorphismus ist. Dann istim -y eine Mannigfaltigkeit und die Parametrisierung -y induziert eine
Orientierung of im 7. Diese Orientierung korresponiert mit Orientierung von 7', ;) im y = {7/ (t) | c€e

R}

Beispiel 4.21 EsgibtinR? ein nicht-orientiete zweidimensionale Fliche: Mobius Band (mit Rand). Ein Beispiel
fiir eine geschlossene (ohne Rand) zweidimensionale Fliche in R* stellt die Kleinsche Flasche dar. stellt die
Kleinsche Flasche dar. stellt die Kleinsche Flasche dar.

Bemerkung 1. Sei A ein orientierter Atlas. Sind Karten cpl_l W = U,y L Wy — U, (nicht
aus A) jeweils gleichorientiert zu allen Karten aus .4, so sind auch gofl und @5 ! gleichorientiert und
AU {p7 !, 51} ist auch ein orientierter Atlas (weil V& € W1 N Wa3py ! : Wy — Up, € € Wy aus A
mit
vzl op1= (v op0) o (g op1)

orientierungstreu orientierungstreu

in einer hinreichend kleinen Umgebung von cp_l (&) € Uj. Aus der Kettenregel folgt, dass ©g Lo Y1
orientierungstreu ist)

2. Orientierung auf M/ = Orientierung der Tangentialraume 7}, M. Auf M ist die Orientierung durch
einen Atlas A gegeben. Sei o~ : W — U eine Karte aus A mit (0) = p

<§£(u), o @ifi(u)>

gibt eine Orientierung von 7T}, M. Diese ist von der speziellen Wahl von ¢ unabhingig.

Proposition 1 Eine Hyperflichein R" (n—1-dimensionale Mannigfaltigkeitin R™)ist genau dann orientierbar,
wenn as auf M ein stetiges Normalenfeld gibt, das heiflt eine stetige Abbildung v : M — $" ' und v(p) €
N,MVp € M.
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4.4 Glatte Riander

Definition 4.22 (Relativtopologie und Rand) Sei (X, O) ein topologischer Raum, Y C X eine nichtleere
Teilmenge von X

ony ={UnY |UeO}

gibt eine Relativtopologie: Der Rand 0Y ist die Menge aller Punkte z € X, sodass VU € Omitx € Udy € U
sodassy € Yund 35 € Usodassj € YO = X\ YV
(Y, O NY) istein topologischer Raunm.

Definition 4.23 (Glatte Rinder und adaptierte Karten) Sei M C RR" eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit
und 0 C M. Wir sagen dass  einen glatten Rand hat, falls es fiir jedes p € O eine Karte =% : W —

U,p € Wund (U N{z1 <0}) = QNW sowie p(U N {z1 = 0}) = 92N W gibt. Eine solche Karte heilt

Q-adaptiert. Ein Atlas heiflt {2-adaptiert, falls simtliche seiner Karten deren definitionsbereich 0.4 schneidet

(2-adaptiert sind.

Lemma 4.24 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R", 2 C M eine Teilmenge mit glattem Rand.
Dann gibt es einen {2-adaptierten Atlas. Ist M orientiert und m > 2 dann kann man erreichen, dass dieser
)-adaptierte Atlas orientiert ist.

Satz 4.25 (Riander als Mannigfaltigkeit) Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R, m < n ist
) C M eine Teilmenge mit glattem Rand, so ist 92 eine (m — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit im R". Ist M
orientierbar, so ist auch Of2

Beweis Sei A ein (2-adaptierter Atlas. Die Karten e 1 W — Umit 0QNW # ) definieren wir eine stetige,
bijektive Abbildung 3! : 9Q N W — U, wobei

U:={XeR™'|(0,#) eU c R™}
@() = ¢(0,2),2 € U.
U offen == U offen in R™~! mit 9Q N W offen in OW. ( ist ein Homéomorphismus, weil g~ = P o
go_l‘anW (P : (x1,Z) — ) stetigist. = Rang Dy = m =— D¢ hatvollen Rand — D¢ =
m —1 == 02 ist eine Mannigfaltigkeit.

M orientieert, m > 2 = A besteht aus gleichorientierten {2-adaptierten Karten. Wir nehmen gpfl, Py Laus
A, (Wi N Wy N 0N # ) = wir bekommen (/31_1, (,52_1 und Kartenwechsel ¢ := 4,272_1 0 o
1 0 o -
det Dy(0,7) = det | P21~ = —L det DY(3) > 0
$(0,7) ( M)) ok det D)

>0 j5=1
weil%(o,xg,...,xm): =27
Ox; =0 j=2,....,m

5 Differentialformen und der Satz von Stokes

Hier: w definiert auf offerner Umgebung von M im R", Differentialformen wirken auf ganz R"
1. Alternierende k-Formen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen
2. Differentialformen, ordne jedem Punkt p € M eine alternierende k-Form zu.
3. Integration von Differntialformen auf Mannigfaltigkeiten (Satz von Stokes)

4. Anwendung (Satz von Gauf})
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5.1 Multilineare Algebra

Multilinearitit heifdt: Messen des k-dimensionalen Volumens kleiner Maschen.

Definition 5.1 (k-Formen) Eine (alternierende) k-Form auf einem n-dimensionalem Vektorraum ist eine
in jedem Argument linear Abbildung w : V¥ — IR, die bei der Vertauschung zweier Eintrige das Vorzeichung
wechselt. Den Vektorraum der k-Form bezeichnen mir mit Alt* V, k € N

Beispiel 5.2 Die Determinante
(vl,...,vk) — det(vy, . .. ,’Uk),’l)l,... , Vg € R”

ist eine k-Form
Fiir k = 1 ist dei Bedingung des Alternierens lerr. Alt' V = V! ~ V (V! Dualraum zu V)

Bemerkung Fiir eine lineare Abbildung w : V* — R sind die forgenden Eigenschaften squivalent:
1. w wechselt das Vorzeichen beim Vertausch zweier Eintrige
WU Uy oo gy V) = —w(V1, oo, Uy ooy Uy e, V)

2. w verschwindet wenn zwei Eintringe gleich sind
3. w verschwindet, wenn die Eintriange linear abhéngig sind

4. Fiir eine Permutation m € oy, (Symmetrische Grupppe) auf {1, ..., k} gilt
wvy, ..., v) = sgnﬂw(vﬂ(l), - ,vﬁ(k))

Definition 5.3 (Auleres Produkt) Zu w € Alt* V undn € Alt' V,k,l € N, definieren wir das dufere
Produkt (Dachprodukt) w A n € Alt*HV durch

1
(WAN) (1. V1) = Tl Z sgnmu(v,r(l), .. ,’Uﬂ.(k))T](Uﬂ(k+1), .. ,vﬂ(k,H))

TETK 4]
] Mit Hilfe von Bemerkung 5.3 bekommen wir, dass w A 7 ein Element aus Alt**! darstellt.

Lemma 5.4 Das dulere Produkt A : Alt? V x Alt' V' — Alt**! V ist bilinear, assoziativ und antikommutativ.
Das heift n A w = (—1)*(wAn) firw € Alt*V,n € Alt' V. Firw € AltPV,1 € Alt"V (= R) gilt
INw=wA1l

Beweis Bilinearititund 1 A w = w A 1 = w sind klar
Antikommutativitit kommt aus den Eigenschaften von Permutationen

(L. k+0) = (k+1,. . k+11,... k) = sgn(r) = (-1)"
zu zeigen: Fir w. Alt* V,n € Alt' V, € € Alt™ V gilt

((w N 77) N 5)(")17 e 7vk’+l+m) = ("J N (777 g))(vb cee 7Uk+l+m)

Sgn m
Z %w(vw(l)a s 7v7r(k))77(v7r(k+1)7 s Uﬂ(k+l))£(v7r(k+l+1)7 .

TETk+1+m

< Un(k+l+m
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Wir betrachten w A (1 A ) (fiir (w A 1) A € analog)

_sgnm
(WA MAE) (V15w s Vkti4m) = I+ m)] (Vr(1)s - -5 V() A E) (Vrg1)s -+ > Un(httam) )
Wir betrachten a = (ay,..., k) aj € {1,...,k + 1 4+ m} paarweise verschieden. Jede Permutation m €
Okpigm mit 7(j) = a;Vj = 1,.. ., klasst sich durch
. a j=1,...,k
m()=4" . .
Tolk+7m(j—Fk) j=k+1,....k+1l+m
Wobei 7 € 0j14m eine entsprechend gewihlt Permutation ist imt a; = 7,(j),j = 1, ..., k. Wir bezeichnen

T € Ol4m

Sgn Ta Sgnfr
g Z wW(vay, - 7Uak) Z WU(UTa(k+ﬁ(1))a cee 7Ura(k+fr(l)))§(Ura(k+fr(l+1))a cee 7Ura(k+fr(l+m)))

7~T€O'l+m

SgN 7, sgn
> o W va) > 0+ )(77 &) (Vry(kt7(1))s - - - Vra (bt 7 (14m)))

a TEC|+m

Aus
(77 A 6) (UTa(k-‘rﬁ'(l))? <oy Ugy (k+fr(l+m))) (Sgn 7T)(77 A E) < VUry (k+1),.. ’UTa(k+l+m))
und (I + m! = #0y4,), folgt die Gleichheit O

Bemerkung Durch Induktion bekommt man fiir w; € AltFi Vii=1,...,N

sgnw
(WL A AWN) (UL Uy k) = Z ] H%( (Kt thj—1+1)2 - Uw(k1+---+kj)>

7'I'€0')€1+4.4+[CN
Firk, =---=ky = 1,wi,...,wny € At} V =V v1,...,ux € V bekommen wir die Determinantenformel
(Wi A AwN) (v, o) = det((wi(v)) 1

Satz 5.5 Fiireine Basis (01, . . ., 0,,) des Dualraums V"'ist (§;, A ... Adj, | 1 < j1 < jo < -+ < j < n)eine
Basis der Alt" V. Ist (e1, ..., e,) diezu (&1, . .., 8,) duale Basis von V (§;(ex,) = ) so haben wir

w= E gy 0 A NG,
J1<<Jjjk

mitaj, ;. = w(ej,. .., e;) € R Mithin ist dim Alt" V = (Z), insbesondere Alt* V = {0} fiir k > n.

Beweis Indem wir auf beiden Seiten der behaupteten Gleichungen die Argumente (ej,,...,€e;, ) einsetzen
ergibt sich w(ej,, ..., €j.) = aj,, .. j,, was nach Definition korrekt ist. Da wir mit alternierenden k-Formen
arbeiten, gilt die Gleichung fiir beliebige Argumente. Ist

> bjrgibi A Ay =0
j1<"~jk

so erhilt man durch Einsetzen von (ej, ..., €j, ) mit j; < --- < jj sofort b, . j, = 0 und somit lineare
Unabhingigkeit. g
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Definition 5.6 Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen endlich-dimensionalen Vektorridumen und
w € Alt* W erhalten wir durch

(frw)(vr, .., op) = w(f(v1), ..., f(or))
die zuriickgeholte Form f*w € Alt* V. Dabeiist f* : Alt" W — AltF V.

Lemma 5.7 Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen endlich-dimensionalen reellen Vektorrdumen
und w € AltF W, € Alt' W gilt:

frwnn) =(fw)A(fn)
Beweis Wir haben

frwAn)(v, ..., ve) =
fraclk!l! Z (sgn W)w(f(v,r(l), ... ,vﬂ(k)))n(f(vﬂ(kﬂ), .. ,v,r(kH)))

TETK 4]

1
= m Z (Sgn 7-‘—)(.]M((")) (U7r(1)7 s 77}7r(k))(

TETK41

= ((ff) A ) (01, - )

Lemma 5.8 Ist V ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum f : V — V linear, sowie w € Alt* V,n =
dim V, so erhalten wir f*w = (det f)w.

Beweis dim Alt" V' = 1 und wegen der Linearitit von f* : AIt"V — Alt" V gibtesein A € R mit
ffw = AwVw € Alt" V. Mit einem Isomorphismus ¢ : V' — R” und @ = ®* det ergibt sich fiir die
Standardeinheitsbasis (eq, ..., e,) C R™

A= Adet(er,...,e,) = )@(@*1(@1), e, (I)*l(en)) — f*(:)((l)il(el), o q)il(en))
=0(f27Her),- - SO (en)) = det(BFR T er), .., RS DT (en)) = det f 0

5.2 Differentialformen

Definition 5.9 (Differentialform) Eine Differentialform der Ordnung k,k € N N {0}, auf einer offenen
Menge ) C R™ ist eine Abbildung w : Q — AltF R™.

Beispiel 5.10 (Differentiale und Differentialform) Differnitalformen der Ordnung 0 sind wegen Alt" R" =
R gerade die reellwertigen Funktionen auf Q. Ist f € C1(Q), so liefert z ~ df(z) € (R") ~ R"
eine Differentialform der Ordnnug 1 (mit (R™)" bezeichnen wir den Dualraum zu R"). (f (z + h) — f(x) =
(Lx)h + o(|h|), Lz : R™ — R, Lz oder df(x), D f(x)). Die Menge der Differentialformen der Ordnung
k wird mit punktweiser Addition und punktweiser skalaren Multiplikation zu einem Vektorraum. Auch das
duflere Produkt definiert man punktweise.

Notation Wir betrachten die Projektionsabbildung z; : @ C R" — R,z — (z,¢j) = zj,j = 1,...,n.
Nun erhilt man

Vaj(x)er = (ej,ex) =0k, Jok=1,...k
sodass (dx;),_; _, diezur Standardbasis (e1, ..., €,) des R" duale Basis des (R™)’ ist. Jede Differentialform
der Ordnnug k ldsst sich eindeutig durch

w = : :ajla---vjkdle ARERNA dxjn
1<j1 << <n
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darstellen, wobei aj, _j, = w(ejy,...,ej,) ist. Fir f € C1(Q) haben wir

"0

af(e) = 32 2 @y,

— Zj

J=1
denn

—~ df of
> eHlnen) = 2 = e

dadzj(ex) = k.

Definition 5.11 (Zuriickgeholte Form) Fiir offene Mengen £ C R™, s C R”, f € C*(Q1, ) und eine
Differentialform w der Ordnung k auf €25 ist die auf €}y zuriickgeholte Form f*w durch

(ffw)(@)(vr, .. 0p) = w(f (@) (df (z)or, ..., df (z)or)

erklart.

Satz 5.12 (Auflere Ableitung) Fiir k € NU{0} gibt es genau eine Abbildung d von der Menge der differenziebaren
k-Formen nach Alt**1 R" die

1. linear ist
2. im Fall k = O, fiir eine differenzierbare Abbildung f : {2 — IR, das Differential d f liefert

3. fiir jede differenzierbare Differentialform w der Ordnung k und eine differenzierbare Differentialform
der Ordnung 0 die Produktregel
d(wAn) = (dw) A+ (=1)%w A (dn)
erfiillt und

4. firw € C? (Q, AltF R”) der Exaktheitsbedingung ddw = 0 geniigt

Ist

w = E ajh__.7jkdxj1 VAN d:Iij
J1<<Jk

so erhilten wir
dw = Z dajlﬁ,“’jk A d.ilfjl VANAN dl‘jk
J1<<Jk
Definition 5.13 Fiir eine differenzierbare Differentialform w wird d die duflere Ableitung, Cartan-Ableitung
oder Differential genannt.

Beispiel 5.14 1. Jede differenziebare Differentialform w der Ordnung (n — 1) auf R kann als

n

w = Z(—l)j_lfjdxl VANPIRAN d.%'j_l A d$j+1 A...Ndz,
j=1
dargestellt werden, wobei f1, ..., f, geeignete reelle differenzierbare Funktionen sind. Wir haben dann
dw = Z(—l)]_l(dfj) Adzy AL A d.%'j_l A d.’L‘j_H VANRAN da;ndfj = ——dx; = 7d$j Adxy A ...
o — oxy Ox;j

dw—;(%jdxlA...Adxn

——
=div f

Ad
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2. Fiirn = 3konnen wir eine Differentialform der Ordnung 1 alsw = fidx1 + fodxo+ f3das mit skalaren
Funktionen f1, fa, f3 schreiben. Sofern sie differenzierbar sind folgt

dw =dfi ANdz1 + dfs Adxg + dfsndas

_oh ——dzs ANdxy + Tflda:g Adzy + aﬁdxl Adzy + Tﬁd$3 Adzy + Tf:sde ANdzs + gfd:cl A dxs

8$2
dfa 0fi Ofs  0fs ofi  0fs
== — —|dx; ANd —= — == Jdzy Ad —= — == |Jdzg Ad
(8951 6332 e T2+ 8902 6353 2 3 + 8903 axl 3 e
=rot f - dF
wobei
dxo A dxs
dF = | dxg Adxy
dx1 A dzxo
das vektorielle Flichenelement ist,
d.’El
ds = d.%'g
dxs

das vektorielle Linienelement, dV = dx1 A dag A dag das Volumenelement ist. Wir haben
df = Vf- dé,d(g : dS‘) — (rotg) - d F, d(h : dF) = (div f)dV

Satz 5.15 Fiir offene Mengen 2; C R", f € 02(91, 22) und eine differenzierbare Differenzialform auf 29
ist auch die auf 2y zuriickgeholte Form f*w differenzierbar und es gilt

d(f*w) = f(dw)

Beweis Fiir eine differenzierbare Differentialform der Ordnung 0 ist f*g = ¢ o f differenzierbar und fiir
x € €2 und v € R" haben wir

d(f*9)(v) = d(g o f)(v) = dg(f(2))df (x)v = f*(dw)(x)(v)

Fiir allgemeine

w = Z ajl7...7jkd£€j1 VANAN dxjk

J1<<Jk
erhalten wir
(f*rh)
frdw=>" f*daj, . j, A fdxh LA frday,
<<~ ~——
:éc(f*ajl 777777 7k) d(f*xjk)
=d| Y (Faj ) | M) A A () = d(fw) 0

IS <Jk
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5.3 Integration von Differentialformen

Definition 5.16 Sei 2 C R” offen. Eine Differentialform w = fdx1 A ... A dz, heiflt integrierbar iiber
A C Qfalls f tiber A integrierbar ist. Wir setzen

fi [

Satz 5.17 (Transformationsformel) Sind U,V C R" offen, ¢ : V — U ein orientierungstreuer C'' -Diffeomorphismus
und w eine integrierbare Differentialform der Ordnung n auf U so gilt

/go*w:/w
1% U

Im allgemeinen Fall & € {1, ...,n} definieren wir Integrale zunichst iiber lokale Parametrisierung.

Beweis Fiirw = fdxi A ... A dx, erhalten wir zunichst

(P w) (@) (v1, - -+ vn) = w(e(@))(dp(x)vr, . .., dp(x)on)
= f(e(x))(dz1 A ... Aday)(de(x)vr, . .., dp(z)vy)
flp(x)) (de(2)*(dzy A ... Aday) (v, ..., vn)
————

/ch*w:/vfgodetjgo(‘)d)\":/de)\”:/Uw

Definition 5.18 Sei QR"™ und M C ( eine k-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit sowie o =% : W —
U eine Karte eines orientierte Atlanten. Eine auf M \ W verschwindende Differnetialform ¢*w auf U ist

/ /

Wie bei der Definition von Flichenintegralen muss man sich von der Unabhingigkeit dieser Definition von der

also

O

gewihlten Karte iiberzeugen. Dies folgt aus der angegebenen Transformationsformel. Entsprechendes gilt fiir
die folgende Konvention.

Definition 5.19 Sei Q2R offen, M C () eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas (cpj_l W — Uj>

j=1,
Eine Differentialform w : W — Alt* R™ heifdt integrierbar, falls xy,w fiiralle j = 1,..., N im Sinne
von vorheriger Definition integrierbar ist. Ist () ,_; _, eine der Uberdeckung (Wj),—1.... n untergeordnete
Partition der Eins und aj o ¢o; messbar fiir j = 1,..., IV so definieren wir das Integral von w iiber M durch

fo= 2

wobei auf der rechten Seite die in vorheriger Definition erklirten Integrale stehen.

Beispiel 5.20 (Kurvenintegrale) Seiy € C'(I,R") fiir endliches Intervall I = (a,b),0 < c < |9/| < C <
oo auf I und 7y : I — im~y ein Homéomorphismus, so ist das im 7y eine eindimensionale Mannigfaltigkeit und
fiir eine Differentialform .
vV = Z fjdxj
j=1
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erhalten wir die zuriickgeholte Form

[st v integrierbar, so folgt

| ov=[rv=[rem o

Sei nun w eine stetig differenzierbare Funktion auf einer Umgebung von im . Dann haben wir fiir

" dw
v=dw = Z a—%dmj
7j=1

[ o= [ (et 0 d = w60) - w6@)

I

Satz 5.21 (Stokes) Sei 2 C R"™ offen, M C (2 eine k-dimensionale C 2—Mannigfaltigkeit, K C M eine
kompakte Teilmenge mit glattem Rand und w eine stetig differenzierbare Differentialform der Ordnung k — 1
auf Q mit £ > 2. Der Rand OK sei mit der von K induzierten Ordnung ausgestattet. Dann gilt

/dw:/ w
K 0K

Beweis Sei A ein orientierter Atlas aus K -adaptierten Karten. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Karten
(goj_l W — Uj> ' mit K C U;V:1 Wj. Nunsei (o), eineder Uberdeckungen W)z N

untergeordnete Partition der Eins. Nun kénnen wir ¢ (coyjw) durch Null stetig differenzierbar auf ganz R"

=1,...,

fortsetzen. Dann gilt

[t = [ o) = /{ oy €)= /{ @)

Wir haben hier W;NOK 7% () angenommen, anderenfalls sieht man, dass das entsprechende Integral verschwindet.
Seinun p; = p; o P : U; — W, die vo ¢; induzierte Randkarte, wo P(z') = (0,2'),2’ € R""!. Dann
haben wir

/ ajWZ/ ajw:/ @5 (ajw) 2/ Proi(ajw) Z/ pj(ajw)
0K 8KﬂWj U; Uj {581 :0}

J

| daw) = /{ i) = / oy P = | e

Summation iiber j = 1, ..., N liefert das Gewiinschte. Il

Man erhailt

Lemma 5.22 Fiir eine stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnnug k£ — 1 mit kompaktem Triger

auf R* k> 2ist
/ dw :/ w
{z1<0} o{xz1<0}

k
w= Z(—l)j_lf]‘dl‘l VANAN dl’j_ldx]‘_H A ... Ndzg
j=1

Beweis Fiir
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mit f; € C! (Rk) folgt

/ dw = / (div f)dzy A ... Adayg = / div fdA"
{z1<0} {z1<0} {z1<0}

Mit dem Satz von Fubini kénnen wir den j-ten Summanden in der Divergenz
n
of
div f = —
f Z 833j
J=1

zunichst um x; integrieren. Wir erhalten

o0
0
—f(az)d)\(xj) = Vji=2,...,k
— 00 al’j i/
kompakter Trager
9
i(x)dA(xl):fl 0,.’132,...,Ik
—c0 0x1 —
x/eRk-1
also
/ dw = / dw = / fi (O, x’) a1t (w’)
{$1§0} ]kal kal
Fiir die Berechnung des Randintegrals bezeichnen wir die Elemente aus R* ! wieder mit2’ = (2, ..., 2}_;)
und schreiben dementsprechend dx}, j =1,...,k—1.Dieldentitit 1) = idRx induziert dielokale Parametrisierung.
¢ : R — 9{z1 <0} = {21 =0} c RF,2" — (0,2)
Man erhalt
0 j=1
p¥da; =dg* =d(zj09) =
¢dr; = dg* = d(z; o p) {dx]_l ok
SchlieRlich erhilt man
8{z1<0} Rk-1 RF—1
= / £1(0,2")dN 1 () O
Rk-1

Satz 5.23 (Glatte Partition der Eins) Sei K' C R" kompakt und (U;),_,  eine offene Uberdeckung von
K,also K C U;VZI U;.Dann gibt es eine Uberdeckung (U; )j—1, . untergeordnete Partition der Eins (), _;
mit a; € C°(R™)undsuppo; C Uj,j=1,...,N

Satz 5.24 (Satz von Stokes, klassisch) Sei Q C R offen, M C § eine orientierte zweidimensionale C2-
Mannigfaltigkeit, K C M eine kompakte Teilmene mit glattem Rand K und g € C* (Q, Rg) ein Vektorgelt,
Dann definiert w = g - d S eine stetig differenzierbare Differntialform der Ordnung 1 auf €2, und wir haben

/rotg-ydAQ:/ g-TdA!
K K

wobei v das duflere Normalenfeld auf K bezeichnet und 7 das positiv orientierte Tangentialfeld, das von der K
induzierten Orientierung auf 0 K bestimmt wird, ist.
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Beweis Natiirlichist g-ds = g1dx1+godare+g3dxs eine stetig differenzierbare Differentialform der Ordnung
1 auf €. Nach Satz von Stokes haben wir:

/K(rotg)dﬁ’:/Kd(g.dg):/aKg.dg

Wir nehmen nun an, dass 0 K wie im Beispiel durch Kurvenintegrale durch eine Karte parametrisiert wird. Wir

haben (hier: I = $! ~ R\ Z)

/8Kgd§:/imgd§=/h*(g-d§)=/[g(v(t))-7’(t)dt
_ / o) - 2 ryat = [ stitsi)as
I I

wobei wir im letzten Schritt eine Reparametrisierung nach der Bogenliange vorgenommen haben. Die Reparametrisierung
ist ebenfalls eine Parametrisierung von 0K, also

/ gd§:/ grdA!
oK oK
/fdﬁ—/f.ydAQ
K K

fiir integrierbares f. Dieser Beweis wird hier an dieser Stelle ausgelassen. Mit f = rot g folgt die Behauptung.[]

Zu zeigen bleibt

Satz 5.25 (Satz von Gauf, klassisch) Sei ) C R3 offen, K C kompakt mit glattem Rand 0K auf dem das
duRere Normalenfeld v definiertind und h € C* (Q, IR?’) ein Vektorfeld. Dann definiertw = h - d F eine stetig
differenzierbare Differntialform der Ordnung 2 auf €2 und wir haben

/ div hd\3 = / h-vdA?
k 0K

Satz 5.26 (Satz von Gauf} (Divergenzsatz)) Fiir 2 C R" offen, ein Vektorfeld h € C I(Q7 R"),K C Q
kompakt und glattem Rand und duflerem Normalenfeld v gilt:

/ div hd\" = / h-vdA™!
K OK

Beweis Offenbarist - d F eine differenzierbare Differentialform der Ordnung 2. Ansonsten ist Der erste Satz
ein Spezialfall von letzten Satz fiir n = 3. Wir verwenden die Differentialform d F' = (dF, ..., an)T mit

dFj = (=1 Mday A A dzjog Adajp A Aday,

/Kf-dﬁz/Kf-ydAnl

fiir integrierbare f : 2 — R. Wer erhalten:

/divhdA”:/ divhd:nl/\.../\dxn:/d<h-dF)
K K K

:/ h'dF:/ h-vdA™ ! O
OK K

und
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Korollar 5.27 (Partielle Integration) Fiir 2 C R" offen, u,v € C* (Q), K C Q kopakt mit glattem Rand
und duflerem Normalenfeld v gilt

&vd)\” = / uvyjdA"_l — u&d)\”, j=1,....N
K Oz; 0K Kk O;

Insbesondere ist auch

ou

d)\”:/ uv;d A"
K 0z; oK ’

Beweis Mit /i = uve; erhalten wir aus dem Divergenzsatz:

/<vau—|—uav)d)\”:/ divh:/ h-l/dA"_l/ uvujdA”_l
K\ Or;  Ox; K oK oK

mit v = 1 folgt die 2te Formel. O

Korollar 5.28 (Green’sche Formeln) Fiir ) C R" offen, u,v € C 2(Q), K C Q kompakt mit glattem Rand
und duflerem Normalenfeld v gilt

/ Aud\" = @dA
K oK OV

/Vu-Vvd/\”—/ uavdA—/ uw Avd A"
K oK OV K

n ov ou
/K(UAU—UAu)d)\ —/8K<uay—vay>dA

Beweis Wir setzen zunichst h = Vu, dann ist

/ AudA\" :/ VVud\" :/ divVu = Vu-vdA™ ! = @dA”_1
K K K oK oK OV

Mit h = uVo ist
. on
leh:]EIa;p] :Vqu-l-uAv

woraus sich

/(Vu~Vv+uAv)d)\":/ uVov-vdA™!
K oK Yy

Ou
ov

ergibt. Durch Vertauschen von u, v in der letzten Gleichung und Subtraktion erhalten wir

ov ou
Av—vA "= — —v— |dA™!
/K(u v — v Au)dA /8K (uﬁy vay>d .
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