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Aufgabe 9.1 4 Punkte
(a) Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion exp : R — Rs( monoton steigend und
bijektiv ist mit
exp(q) =e?  VqeQ
fiir die Eulersche Zahl e.

(b) Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion bezeichnen wir mit In : Ry — R, der
natirliche Logarithmus. Zeigen Sie, dass diese Funktion monoton steigend und stetig
ist mit

In(zy) = In(z) + In(y) und In(z9) = gln(x) Vax,y € Rsg,q € Q.

Hinweis: Sie kinnen (exp(q))" = exp(qr) fir alle q,r € Q benutzen. Zeigen Sie, dass
dies auch fir g € R gilt.

Fiir a € Ryg, € R definiert man die allgemeine Potenz durch
a® =@ = exp(zIn(a)).

Erldutern Sie dem Weihnachtsmann, warum die iiblichen Potenzgesetze auch fiir beliebige
x € R gelten und die allgemeine Exponentialfunktion = — a® auf ganz R stetig und positiv
ist fiir jedes a > 0.

Aufgabe 9.2 4 Punkte

Betrachten Sie die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus und beweisen Sie
folgende Aussagen.

(a) Beweisen Sie mithilfe des Leibnizkriteriums fiir alternierende Reihen die Giiltigkeit
der nachstehenden Abschitzungen fiir alle x € [—2,2] \ {0}

sin(z) —z| _ 2? cos(z) —1 =x |3
it el A gl d il et IO
x| ™ P T

(b) Folgern Sie aus Aufgabenteil (a), dass cos(2) < 0, aber cos(0) > 0 sowie
sin(z) >0 Vax € (0,2]
gilt.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle z,h € R gilt

1 1
cos(x) — cos(x + h) = 2sin (x + 2h> sin <2h)

und folgern Sie, dass die Cosinus-Funktion cos auf dem Intervall [0, 2] streng monoton
fallend ist und genau eine Nullstelle innerhalb dieses Intervalls besitzt. Im Folgenden
bezeichnen wir diese Nullstelle mit £ und definieren 7 := 2¢.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 8.2.

Bitte wenden!
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Aufgabe 9.3 4 Punkte

Seien a,b € R,a < b, das zugehorige abgeschlossene Intervall I := [a,b] und ein Folge
Lipschitz-stetiger Funktionen (fy,)neny mit f, : I — R und einer gemeinsamen Lipschitz-
Konstanten L € Ry gegeben. Zeigen Sie die beiden Aussagen:

(a) Die Funktionenfolge (f,)nen ist gleichgradig stetig.

(b) Falls fiir ein 29 € I die Zahlenfolge ( f,,(x0))nen beschrénkt ist, ist (f,)nen gleichméBig
beschrénkt.

Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Arzela-Ascoli, dass es mindestens einen Haufungswert
der Funktionenfolge

(fa)nen mit  f, : [-§,{] = R, z~ nsin (E)

n

gibt und bestimmen Sie diesen Haufungswert oder sogar die Grenzfunktion. Zeigen Sie
hierfiir zunéchst die Identitit

1 1
sin(z + h) — sin(x) = 2 cos (x + 2h> sin <2h> Vaz,heR (1)
sowie )
lim 1) _ (2)
z—0 I

Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 9.2.

Aufgabe 9.4 4 Punkte
(a) Beweisen Sie, dass die Sinusfunktion auf dem Intervall [—¢, {] streng monoton stei-
gend und bijektiv mit sin(££) = £1 ist. Ihre Umkehrfunktion bezeichnen wir mit
Arcus-Sinus
arcsin : [—1,1] — [=&,¢],

wobei 26 = m analog zur Aufgabe 9.2.

(b) Zeigen Sie, dass cos : [0,m] — [—1,1] streng monoton fallend und bijektiv mit
cos(0) = 1 sowie cos(m) = —1 ist. Die Umkehrfunktion sei Arcus-Cosinus arccos.

(c) Bestimmen Sie die Ableitungen der in (a) und (b) genannten Funktionen mithilfe
des Differenzenquotienten bzw. eines Satzes aus der Vorlesung, wobei fiir die Um-
kehrfunktionen die Differenzierbarkeit auf (—1, 1) tiberpriift werden soll.

Wir
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en Ihnen ein
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Rutsch
ins neue Jahr!

Bitte wenden!
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Die folgenden Aufgaben sind Bonus-Aufgaben, die zusétzliche Punkte einbringen, aber
nicht bearbeitet werden miissen.

*Aufgabe 9.5 4 Punkte
Fiir ein festes n € Ny sei der reelle Vektorraum

Vi, = {p € C([0,1)) ‘ p(x) = Zak:vk mit ay, € R}

k=0

der reellwertigen Polynome vom Grad héchstens n auf dem Intervall [0, 1] gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass durch
n
llp|| == ax la| VpeV, mt p(z)= Zakxk
T k=0

eine Norm auf V,, definiert ist.

(b) Ist durch |||p||| := maxg=o,.» +/|ax| ebenfalls eine Norm auf V,, definiert? Beweisen
oder widerlegen Sie dies.

(c) Beweisen Sie, dass sich jedes p € V,, um einen beliebigen Punkt zy € [0, 1] entwickeln
lassen kann, d.h. dass es die eindeutige Darstellung

pla) = bz — o)
k=0

gilt mit k! - b, = p®) () fiir 0 < k < n und die k-te Ableitung des Polynoms p € V,,
an der Stelle . Dabei ist p(¥) := p definiert.

(d) Vi bezeichne den Vektorraum der fiir alle z € R konvergenten Potenzreihen mit
Zentrum xo = 0. Betrachten Sie p € Vo mit p(x) := sin(x) und £ aus Aufgabe 9.2.
Berechnen Sie fiir zop = £ die Folgenglieder von (by)ken, aus Aufgabenteil (c) und
stellen Sie die bereits bekannte Potenzreihe

PRIk
k=0

auf. Stimmt diese Potenzreihe mit der Sinus-Funktion iiberein?

*Aufgabe 9.6 4 Punkte
(a) Zeigen Sie die Abschitzung

Inl+z)<z VezeRzx>-1

(b) Betrachten Sie die Reihe

3 a mit ag := 1 —In E
E k BT A .
k=1

Zeigen Sie fiir alle k € N die Abschétzungen

< < —
()
und folgern Sie die Konvergenz der Reihe.

(c) Gegeben sei die Folge (vn)nen mit v, = H, — In(n) fir die bereits definierten har-
monischen Zahlen H,,. Zeigen Sie, dass (V,)nen konvergiert mit einem Grenzwert
v € [0,1]. Der Grenzwert ist die sogenannte Euler-Mascheroni-Konstante .



