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Aufgabe 2.1 4 Punkte

Seien K der Körper der reellen oder komplexen Zahlen und n ∈ N.

(a) Zeigen Sie, dass für jede Norm ‖ · ‖ auf Kn durch

‖A‖ := sup
x∈Kn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x∈Kn,‖x‖=1

‖Ax‖ ∀ A ∈ Kn×n

eine Norm auf dem K-Vektorraum Kn×n der Matrizen definiert ist. Diese Norm wird
als die von der Vektornorm ‖ · ‖ erzeugte, natürliche Matrixnorm bezeichnet.

(b) Beweisen Sie die Identität

‖A‖ = max
x∈Kn,‖x‖=1

‖Ax‖ ∀ A ∈ Kn×n.

Aufgabe 2.2 4 Punkte

Prüfen Sie die Anwendbarkeit des Banachschen Fixpunktsatzes.

(a) Betrachten Sie die Abbildung T : R → R, x 7→ ln(1 + ex) und zeigen Sie die
Abschätzung

|T (x)− T (y)| < |x− y| ∀ x, y ∈ R.

Prüfen Sie, ob die Funktion einen Fixpunkt in R besitzt.

(b) Prüfen Sie jede der Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes für die Funk-
tion

f : (0, 1]→ R, x 7→ 1

2
x

und treffen Sie eine Aussage über die Existenz eines Fixpunkts von f im metrischen
Raum ((0, 1], | · |).

Bitte wenden!
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Aufgabe 2.3 4 Punkte

Sei (M,d) ein vollständiger, metrischer Raum und T : M →M eine Abbildung. Unter der
m-maligen Komposition Tm,m ∈ N, der Selbstabbildung T versteht man

Tm : M →M, Tm(x) = (T ◦ T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
m−mal

)(x).

(a) Zeigen Sie, dass T einen eindeutigen Fixpunkt besitzt, falls für ein m ∈ N die m-
malige Hintereinanderausführung Tm eine strenge Kontraktion ist, d.h.

∃ α ∈ (0, 1) ∀ x, y ∈M : d(Tm(x), Tm(y)) ≤ αd(x, y).

(b) Für a, b ∈ R, a < b, seien c : [a, b] × [a, b] → R stetig und d ∈ C([a, b]) gegeben.
Betrachten Sie die Abbildung

T : C([a, b])→ C([a, b]) mit [T (u)](t) =

∫ t

a
c(t, s) · u(s) ds+ d(t) ∀ t ∈ [a, b],

welche auf dem Banachraum (C([a, b]), ‖·‖∞) jeder stetigen Funktion u eine Funktion
T (u) zuordnet. Zeigen Sie induktiv, dass es eine Konstante C > 0 gibt mit

‖Tn(u)− Tn(v)‖∞ ≤
[C · (b− a)]n

n!
‖u− v‖∞ ∀ u, v ∈ C([a, b]), n ∈ N.

Folgern Sie, dass genau eine Funktion u ∈ C([a, b]) existiert, welche T (u) = u erfüllt.

Aufgabe 2.4 4 Punkte

Gegeben seien die Funktionen f, g : R2 → R durch

f(x, y) = xy · g(x, y) mit g(x, y) =

{
x2−y2
x2+y2

für (x, y) 6= (0, 0),

0 für (x, y) = (0, 0).

(a) Untersuchen Sie f und g auf Stetigkeit.

(b) Berechnen Sie die ersten partiellen Ableitungen von f .

(c) Zeigen Sie, dass f zweimal partiell differenzierbar ist, aber ∂x∂yf(0, 0) 6= ∂y∂xf(0, 0)
gilt.
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