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Aufgabe 1.1 4 Punkte
Fiir 1 < p < oo betrachten Sie die Folgenrdume ¢P aus Aufgabe 0.2 sowie

0% :={x = (Tp)neN, Tn € R| [|2]|oo < 00} mit ||z]c := SUIR)I |y
ne

(a) Zeigen Sie, dass auch (€%, ]| - [|) ein normierter reeller Vektorraum ist.
(b) Beweisen Sie, dass (¢, || - ||,) fiir 1 < p < co Banachrdume sind.
Aufgabe 1.2 4 Punkte

Untersuchen Sie folgende metrische Riaume.

(a) Betrachten Sie die Menge RY aller reeller Folgen, d.h.
RY := {2z = (2,)nen | 7, € R fiir n € N}.

Zeigen Sie, dass durch d : RN x RN — R, d(z,y) = p(z — y) mit

—i il
= 27"

eine Metrik auf RN definiert ist, die keine Norm darstellt.

(b) Beweisen Sie, dass die Abbildung

1 fir z # vy,

d: X xX, (x,y)—
0 fir z=y

auf der Menge X := {(a,b,c) € R? | a+b = c+ 1} tatsiichlich eine Metrik definiert.
Besitzt X auch eine R-Vektorraumstruktur?

Bitte wenden!
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Aufgabe 1.3 4 Punkte

(a) Die n-dimensionale Einheitssphére beziiglich einer Norm || - || auf dem Vektorraum

R™ ist definiert durch
S1:={z eR"||z| =1}

Skizzieren Sie die von den folgenden Normen erzeugten Einheitssphéren S in R?:

(i) ¢2-Norm: ||| == ||z|lz mit |z|3:= 2%+ 23.
(ii) ¢so-Norm: ||| ;= max{|x1], |z2|}.
(iii) gewichtete £1-Norm: ||z|| := 2|z1| + |x2].

(b) Betrachten Sie den Vektorraum C'([a,b]) der stetigen, reellwertigen Funktionen auf
dem reellen Intervall [a, b],a < b. Zeigen Sie, dass durch

b
qngjﬁﬂ@mmdx V f.g € C(la, b))

ein reelles Skalarprodukt auf C([a, b]) definiert ist.
(c) Priifen Sie mit der Funktionenfolge

z"  fir z € |0, 1],

fn:[0,2] = R, x+—
1 fir x € (1,2,

ob das Paar (C([0,2]), (-,-)) fir a = 0,b = 2 aus Aufgabenteil (b) ein Hilbert-Raum
darstellt.

Aufgabe 1.4 4 Punkte

Gegeben sei eine stetige Funktion f : R — R und ein Anfangswert ug € R.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) u € C(]0,00)) l6st die Anfangswertaufgabe

{u’(t) = f(u(t)) fir t>0,

u(0) = up.
(ii)) u € C([0,00)) lost die Integralgleichung
t
= ds.
ut) =uo+ [ fut) ds

(b) Betrachten Sie fiir @« € R die lineare Funktion f : R — R mit f(x) = ax. Be-
weisen Sie, dass die Anfangswertaufgabe aus Aufgabenteil (a) genau eine Losung

u € CY(R,) besitzt und geben Sie diese an.



