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1 Metrische und normierte Raume

1.1 Metrische Riume

Definition 1.1 Sei M eine Menge, d : M x M — [0, 00) heift Metrik auf M genau dann wennVz,y, z € M

« DDd(z,y) =0 <= z =y (Definitheit)
« D2)d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie)
« D3)d(z,2) < d(z,y) +d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Beispiel 1.2 1. Charakterische (diskrete) Metrik

1 sonst
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2. Sei X = K"(K = R oder C) mit Metrik

d(z,y) = (le - yi2>
i=1

n

2

(euklidische Metrik)

3. Sei X =R™ Fiir1l < ¢ < 0. Sei

n s
dg(z,y) = (le@ - yild))
=1

Ist ¢ = 00, so definieren wir
doo(xa y) = izrllaxn|xi - y1’

4. X = IR mit Metrik
lz —yl

d(z,y) = ———J_

5. Der Raum der Folgen a : N — IR (beziehungsweise R™N) kann mit der Metrik

oo
— xk_yk’
d L i
(@9) kzzo 1+ |zg — yil

Definition 1.3 Sei M eine Menge mit Metrik d. Wir definieren fiir x € M, e > 0, die offene £-Kugel um =
durch
K.(z) = {y € M | d(z,y) < <}

und eine abgeschlossene Kugel durch
Ke(z) :={y € M | d(z,y) < e}
A C M heift Umgebungvonz € M <= Je: K. (z) C A

Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Riumen

Definition 1.4 Eine Folge (z,,),, ) in einem metrischen Raum (X, d) ist konvergent gegen einem x € X
genau dann wenn Ve > 03ng € N : Vn > nod(zp,x) < €

Satz1.5 1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist A C X abgeschlossen genau dann wenn (X, )
Folgein Amitx, - = z€ A

nelN

2. Seien (X, d1), (Y, d2) zwei metrische Rdume. Dann ist die Funktion stetig in z € X genau dann wenn
(#n),en Folgein X mitz, =z = f(x,) = f(x).

Definition 1.6 (Cauchy Folgen und Vollstindigkeit) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (), .
heift Cauchy-Folge falls d(zy,, z,,) — 0 fiir n,m — o0. Der metrische Raum heift vollstindig, falls jede
Cauchy-Folge konvergent ist.
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1.2 Normierte Riume

Definition 1.7 Ein normierter Raum (X, ||-||) ist ein Paar bestehend aus einem IK-Vektorraum X und einer
Abbildung ||-|| : X — [0, 00) mit

L |z]| =0 < z=0
2. Azl = [A[Jz|VA e K,z € X
3. e +yll < ll=ll + [lylVe,y € X
Bemerkung 1. Die Norm ||| induziert auf X eine Metrik d(z,y) = ||z — y||

2. Eine Metrik d auf einem Vektorraum definiert die Norm ||d(x, 0)|| nur dann, wenn

VA € KVz,y,z € X : d(Azx, Ay) = |A\|d(z,y) (Homogenitit)
dlx+z,y+2) =d(x,y) (Translationsinvarianz)

Definition 1.8 (Banachraum) Ein normierter Raum (X, ||-||) heift vollstindig, falls X als metrischer Raum
mit der Metrik d(x, y) = ||z — y|| vollstindigist. Ein solcher vollstindiger normierter Raum heifft Banachraum

Beispiel 1.9 1. (R",||||5), wobei

n

[l = (i!%?) '

i=1

2. Sei K eine kompakte Menge:
Ck ={f: K - K| fstetig}

o = )£z
(Ci (s |l ) ist ein Banachraum.

Bemerkung 1. Jede Cauchy-Folge in K" konvergiert, das heilt (IK", ||-||) ist vollstindig

2. Jede beschrinkte Folge in IK™ besitzt eine konvergente Teilfolge. (Der Satz von Bolzano-Weierstraf} gilt
in R™) (Beweis fiir R"™ zum Beispiel in RR Ana2 Satz 1.1)

Satz 1.10 (Aquivalenz von Normen) Aufdem endlich dimensionalen Vektorraum K" sind alle Normen dquivalent
zur Maximumnorm, das heiflt zu jeder Norm ||-|| gibt es positive Konstanten w, M mit denen gilt

mllz|y < lzfl < Mlz|, z € K"

Beweis Sei ||| irgendeine Norm Vz € K" gilt
n
k
ol < Jawl[[®]| < Mlall,
k=1

mit N
e S|
k=1

Wir setzen
S1:={z e K" ||z||,, = 1},m :=inf{||z|,z € S1} >0
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Zuzeigenm > 0 (dann ergibt sich fiir & # O wegen ||z|| 'z € Sy auchm < ||z }z]] = 0 < mllz||, <

|z|| = € K"™) Seialso angenommen, dass m = 0

k—o0

Dann gibt eine eine Folge (a:(k)) € S1 mit Hx(k) | == 0. Da die Folge beziiglich ||-|| , beschrankt ist,

keN
gibt es nach dem B.-W. Satz eine Teilfolge auch von (:):(k)), die beziiglich ||-|| . gegen ein x € K" konvergiert.

1= lizllol = [[o®]_ = lzllo| < [[+® 2| _ =0 = Jallu =1 = =z €5,

Anderseits gilt

Vk e N:|z|]| < Hm - :r(k)H + H:E(k)H < MH:U - :z:(k)H + Hm(k)H koo 2 =0

bzuzx € 51 O

Definition 1.11 Eine Menge M C K™ heifdt kompakt (folgenkompakt), wenn jede beliebige Folge in M eine
konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls in M enthalten ist.

Beispiel 1.12 Mit Hilfe von dem Satz von B.W. folgt, dass alle abgeschlossene Kugeln im R" (K. (a),a € K™)
kompakt sind. Ferner ist fiir beschrinkte Mengen M der Rand OM kompakt. Jede endliche Menge ist auch
kompakt.
1.3 Hilbertriume
Definition 1.13 Sei HK Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf eine Abbildung

(v ):HxH—=K
mit

1. Vo,y,z€ HHAEK: (z,2+ Ay) = (z,2) + A(2,y)

2. Vr,ye H:(z,y) = (y,7)
3.Vee H: (x,2) >0A (z,2) =0 <= =0
(H, (-,+)) nennt man einen Prihilbertraum.

Bemerkung Fiir K = C ist das Skalarprodukt linear in der zweiten Komponente aber antilinear in der ersten

(Az,y) = M=, y)).
Lemma 1.14 (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Sei (H, (-, -)) Prihilbertraum, dann gilt

2
Vo,y € H:|(z,y)]" < (z,2)(y,y)
Beweis Da die Ungleichung fiir y = 0 bereits erfiillt ist, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen y # 0. Fiir ein beliebiges o € K gilt
0<(@+ay,z+ay) = (z,z)+aly,z)+alz,y) +aa(y,y)

Setze nun «v : = —(CE, y)(y, y)il

= (@.2) = @y " — @y @) - @y e

= (z,2) = (g, 2)(y.2) + (. 9) (@ v) . 9) " =@, )y, y)
>0

< (z,2) — (@9 @y) "
= [(z,y)]’ < (,2)(y.y) 0
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Korollar 1.15 Sei (H, (-, -)) ein Prahilbertraum, dann ist ||z|| := /(z, =) eine Norm auf H.
Beweis Es ist nur die Dreiecksungleichung zu beweisen, weil der Rest klar ist. Fir z,y € H gilt

2 2 2 2 2 2 2
[z +ylI" = llz]1” + lylI” + 2Rz, y) < =[I” + [ly[I” + 2[(z, y)| < 2| + [y[I” + 2[l[]y]
2
= (=l + 11yl m

Definition 1.16 Ein Prahilbertraum (H, (-, -)) heiflt Hilbertraum, falls (H, ||-||) mit ||z| := +/(z,z) ein
Banachraum ist.

n
Beispiel 1.17 1. H = R" versehen mit (z,y) := Z x;1; ist ein Hilbertraum
=1

euklidisches Skalarprodukt

n
2. H=C"mit(x,y) := Z Z;1; ist ein Hilbertraum
i=1

euklidisches Skalarprodukt

3. Sei I’K := {(2k)en | 7 € K,Vk € N A S |zkl? < 0o} versehen mit (z,y) = .50, Fy; ist
ein Hilbertraum.

N =

n n 2 n %
2 2
D lwillyil < (Zw ) (Z\yi\ ) < lzllpllylle < oo
=1

i=1 =1

Lemma 1.18 (H6lder-Ungleichung) Fiir das euklidische Skalarprodukt (-, -), gilt fiir beliebige p, ¢ mit 1 <
p,q < oo und % + % = 1 die Ungleichung

1
n »
Vo,y € K"t |(z,9)q] < |lzll,llylly lll, = (Z!fﬂilp)
=1

Dariiber hinaus gilt die Ungleichung auch firp =1, = oo
Lemma 1.19 (Young'sche Ungleichung) Tiir p,q € R, 1 < p,q < 00, % + % = 1gilt

P q
Va,y € K |(m,y)] < 2L 4 0
p q

Lemma 1.20 (Minkowski-Ungleichung) Fiir ein beliebiges p € [1, co] gilt
Va,y € K"z +yl, < llzll, + [yl

Satz 1.21 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (M, d) ein vollstindiger, metrischer Raum und f : M — M ist
eine strenge Kontraktion, das heif3t

0 <a <,y € M:d(f(z), f(y) < ad(z,y)

Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt von f, das heift es existiert ein eindeutiges z* € M : f(z*) = «*
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Beweis Existenz:
Wihle ein xg € M beliebig, aber fest und definiere dann z1 := f(x¢), z2 := f(x1),....Danngilt firn <m

d(wp, Tm) = d(f(zn-1), f(Tm-1)) < ad(Tn-1,Tm-1)
= ad(f(zn-2), f(Tm—-2)) < -+ < a"d(x0, Tm—n)

Nun gilt aber

< d(x()a xl) + d(ZL’l, 1:2) +---+ d(xm—n—laxm—n)
< d(zg,x1) + ad(xg,z1) + -+ - + am_”_ld(xo, x1)

m—n—1

= d(l‘(),xl) Z ai S d(:cg,xl) Oéi
=0 =0
d(wo, 1)
11—«

= d(xn,Tm) < 1Oiad(:vo,m1)

Also ist (2 ),y Cauchy-Folge. Da (M, d) vollstindig ist existiert z* € M, sodass xy, L NS Zeige, dass
2™ Fixpunkt von f ist:

0 <d(a”, f(«"))

IN

(z%, k) + d(zk, f(27))

k—o0

d
d(z*, zy) + ad(xp_1,2*) —— 0

IN

= f(z*)=2a"
Eindeutigkeit: Angenommen 32’ € M, 2/ # x* : f(2') = 2/

0< d(ac*,a:') = d(f(x*),f(a:’)) < ad(:c*,x’) = a>1 O

2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit im R"
Definition 2.1 Eine Funktion f : D C K™ — K™, m,n € N\ {0}, D # (), ist stetig in einem a € D, wenn
Ve>030 >0WzeD:|zx—al<d = ||f(z)— fla)] <e

Bemerkung Es gelten auch im Mehrdimensionalen die Permanenzeigenschaften, das heifit f, g stetig =—
[+ g, f o g sind stetig.

Satz 2.2 Eine stetige Funktion f : D C K" — K™ ist auf einer kompakten Menge K C D beschrinkt, das
heifit fiir jede kompakte Menge K existiert eine Konstante M}, sodass

Vo € K| f(z)|| < My

Beweis Angenommen f wire auf K unbeschrinkt, dann giibe es zu jedem k € N ein 2, € K mit || f(zy)|| >

K. Da K kompakt hat die Folge (1), eine konvergente Teilfolge (9019,-)]» eN fur die gilt xy; S22 1 e K.

Da f stetig f(2x;) — f(x) und || f(z)|| < oo, was im Widerspruch steht zu || f (|| Ll NS O

Satz 2.3 Eine stetige Funktion f : D C K™ — R nimmt auf jeder (nicht leeren) kompakten Menge K C D
ihr Minimum und Maximum an.
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Beweis Nach Satz 2.2 besitzt f eine obere Schranke auf K

K :=sup f(x)
zeK

Dazu (21),cn € K, sodass f(zy) k2o K.Da K kompakt existiert eine konvergente Teilfolge (xkj)jeJN

und ein Tyqq, sodass Ty Iz, Tmaz- Da f stetig, gilt f(xkj) = f(Tmaz)- O

Bemerkung Auf diese Weise lassen sich die Ergebnisse der Stetigkeit aus dem Eindimensionalen ins Mehrdimensionale
verallgemeinern.

Im folgenden Teil sei D C R offen, K = R

Definition 2.4 Eine Funktion f : D — IR heiflt in einem Punkt & € D partiell differenzierbar beziiglich der
i-ten Koordinatenrichtung, falls der Limes

lim f@+he) —f(z) _ Of
h—0 h " Ox;

() =: 0 f(x)

existiert. Existieren in allen Punkten € D alle partiellen Ableitungen, so heiflt f partiell differenzierbar. Sind
alle partiellen Ableitungen stetig auf D, so heifst f stetig partiell differenzierbar. Eine Funktion f : D — R™
heifdt (stetig) partiell differenzierbar, wenn f;,i = 1, ..., m (stetig) partiell differenzierbar.

Bemerkung Die Ableitungsregeln aus dem Eindimensionalen tibertragen sich auf partielle Ableitungen.

Beispiel 1. Polynome sind stetig partiell differenzierbar. Seip : D C R2 — R, (z1,22) — apixa +
aj1rixre + CLOQQJ% + a21$%x2‘ Dann ist

op dp
7($1, Ig) = a11r9 + 20@11‘1562 — — ap1 + a1, + 2(102.%2 + agll‘%
o1 0w

2. |l : RF\ {0} — R ist stetig partiell differenzierbar, da
ol

Z;

Z‘Ti €Ty

N | =

3. f:R2 = R, (z1,22) = —222 fiirx # 0, £(0) =0

(23+23)°
2
gix): 2x222—4 23;‘11'22 S,m#o
1 (2} + 3) (27 + 23)
Firz = 0ist f(0) =0
— lim M -0
h—0 h

Sei z. (£, €) und damit gilt ||z ||, =50

2
€ 1 <=0

o)== 42
Satz 2.5 Die Funktion f : D — TR habe in einer Kugelumgebung K,(z) C D eines Punktes x € D
beschrinkte partielle Ableitungen, das heifst

sup <M,i=1,...,n

yeK, ()

8xi

dann ist f stetig in x.
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Beweis Es geniigt n = 2. Fiir (y1,y2) € K, (2)

fr,y2) — f(w1,22) = f(y1,y2) — f(w1,y2) + f(w1,92) — f(z1,22)

Nach dem 1-D Mittelwertsatz existieren §, ) € K, (), sodass

i ye) — flan,a0)] = 5;@,@,2)@1 o)+ §;<x1,n><y2 )

< M(lyr — 21| + [y2 — 22|) O
Hohere partielle Ableitungen definieren sich durch sukzessives Ableiten, das heifdt

5 5 ok f

Beispiel

I x:{’xg — .%'1.%%

zy x4 a3
fir (x1,22) # (0,0), £(0,0) = 0. f zweimal partiell differenzierbar, aber

0? 0?
al’lalﬂz f(07 0) 7& 8:}028951

£(0,0)

Satz 2.6 Eine Funktion f : D — IR sei in einer Umgebung K (x) C D eines Punktes x € D zweimal stetig
partiell differenzierbar, dann gilt

0? 0?
&m@xj f(l’) N 890]8332

fl@),i,j=1,....n

Beweis n = 2.Sei A := f(a:l —hi,z0 + hg) — f(l‘l + hl,flfg) — f(l‘l,l'g + hg) + f(xl,l'g).
o(r1) == f(x1, 22 + ho) — f(z1,72) = A= p(r1+h1) — p11

Mit dem Mittelwertsatz erhalten wir A = hy¢'(xz1 + 01h1), 61 € (0, 1).
2

Oxox

0 0
cp'(a:l) = 87331]0(:61’@ + hg) - = (371,1'2) = ho f(xl,CL’Q + 9“12),9’1 € (0,2)

8561

Analog verfahre man mit 2 und erhalte fiir ¢ (z2) := f(z1 + h1,22) — f(21, x2)

2
A = p(x2 — ha) — (x2) = hot)' (2 + O2h2) = hihy axlafo(wl + O2h, T2b5hs)
2 / o2 |
= aanxlf(xl + 01/, w2 + O1ho) = mf(ﬂﬁ + O2h1, T2 + O5ho)
hiheog 02 G
0x2011 fa,za) = mf(:ﬁ,xg) 0
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Definition 2.7 f : D — R partiell differenzierbar.

T
grad f(z) := <8a$1f,,((£nf) e R"

heift Gradient von f inx € D. Man schreibt V f(z) := grad f. f : D — R" partiell differenzierbar.

0 0
Es gilt:
n 2
div grad f(z) := Z @fi = Af(x)
=1 2

Definition 2.8 f : D — R’ partiell differenzierbar. Die Matrix der ersten partiellen Ableitungen

Jp = (afi) € R

heiflt die Jacobi-Matrix (manchmal auch Fundamentalmatrix ) von f in x. Im Fall n = m bezeichnet man
det(Jy) als Jacobideterminante.

Definition 2.9 f : D — R zweimal partiell differenzierbar. Die Matrix der zweiten Ableitungen

e e R
FE) = axlaxj z:zl ..... n
i

Lyeee

heiflt Hesse-Matrix.

Definition 2.10 Sei f : D — R'", dann nennen wir f in einem Punkt z € D (total differenzierbar), wenn die
Funktion f in z sich linear approximieren lisst, das heift es gibt eine lineare Abbildung D f(z) : R" — R™
(Differential) sodass in einer kleinen Umgebung von x gilt:

flx+h)=f(x)+ Df(z)h+w(h),h e R",z+h e D
mit einer Funktion w : D — R™, die die Eigenschaft hat

[whlly _

et+heD ||hll,
mhel Allo

alternativ: w(h) = (||h||5)

Satz 2.11 Fiir Funktionen f : D — R™ gilt:

1. Ist fin x € D differenzierbar, so ist f auch in z partiell differenzierbar und das Differential von f ist
gegeben durch die Jacobi-Matrix.

2. Ist f partiell differenzierbar in einer Umgebung von z und sind zusitzlich die partiellen Ableitungen stetig
in z, so ist f in x differenzierbar.

Beweis 1. Fiir differenzierbares f gilt firi = 1,2:
Szt hei) = flz) . Lwh) ,
flzli% Y = }llli% Df(z)e; + e Df(z)e;
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2. Fiir ein stetig partiell differenzierbares f gilt mit h = (hq, ho):

f@+h)— f(z) = f(z1 + h1, 22+ ha) — f(w1 + h1,22) + f(21 + h1,22) — f(21,22)

Mittelwertsatz

0 0
= hzi($1 + hi,z2 + O2h2) + h17f(£€1 + 61h1, x2) 01,02 € (0,1)
8$2 8%1

= hy (88;;(131; x9) + wa(h, h2)> + hy <(,ii(w17$2) + w1 (hy, h2)>

0 0
wi(h1, he) == 8xfl(x1 + 61h1, x2) — agﬁ(wl,m) —

0 0 hi,ha—0
wa(hn,ho) = (g 4 by, + 0ha) — O (g, ) 222220
8 8562
Also ist f differenzierbar mit Ableitungen D f(x) = V f(x). O

Bemerkung Es gelten folgende Implikationen: stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar —>
partiell differenzierbar.

Satz 2.12 Seien Dy C R",Dg C R™ offenund g : Dy, — R", f : Dy — R".Ist gim Punktx € D,
differenzierbar und f in y = g(x) € Dy differenzierbar, so ist die Komposition & = f o g im Punkt
differenzierbar. Es gilt D, h(z) = D, f(g(x)) - Dyg(z). Hierbei ist - die Matrixmultiplikation.

Beweis Nach Voraussetzung x € D, sodass g(x) = y € Dy. Dasowohl f als auch g differenzierbar

g(x + h1) = g(x) + Dyg(x)h1 + wy(h1)
fy+h2) = fy) + Dyf(y)hs + wg(h2)

L el
z+h1EDy Hh1H

A1l —0
h
o ert)l _
y+h2€Dy | ha]
[[h2]|—=0

(fog)+hi)=flg(x+h))=fly+n), n:=Dyg(x)hi+wy(h1)

fy) + Dy fy)n +ws(n)

fW) + Dy f(y)Dug(x)h1 + Dy f(y)wy(h1) + wp(Dag(w)h1 + wy(hi))
= (f09)(@) + Dy f(y)Dug(x)h1 + wrog(h1)

wog(h1) == Dy f(y)wg(h1) + wr(Deg(x)h1 + we(ha))

Es bleibt zu zeigen wfo, = U(h1). Nach Voraussetzung gilt w o, =0,

Lemma 2.13 Sei A : [a,b] — R™™ stetig, dann gilt

H/M

[A=([ aij)ij’ o(A) := Menge der Eigenwerte von A

1
s/ﬁmwuﬂﬂmAmfzmwﬂM\AedA»
0
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Satz 2.14 Sei f : D — R™ stetig differenzierbar mit J; als Jacobi-Matrix, so gilt

1
flx+h)—f(z)= </ Jf(x—i-sh)ds)h
0
Beweis Definiere g;(s) := fj(z + sh), dannist g;, : [0,1] = R, also gilt

of;

1 1 n
et sh) = (@) = 550 = 0,00 = [ gots = [ v smymas
i=1 "

Bemerkung Im Fall m = 1 kann man aus dem Mittelwertsatz fiir Integrale schlieflen, dass

1
flx+h)—f(z)= / J¢(x 4+ sh)hds = J¢(x 4+ Th)h
0
r1+h=29 = h=x9— 11
Korollar 2.15 Sei f : D — R’ stetig differenzierbar. Ferner sei x € D mit K, (z) C D,r > 0, dann gilt

1f (@) = fW)lly < Mz —ylly,y € Kr(z), M := sap )”Jf(z)”M
zEK (T

das heifdt die Abbildung ist in D lokal Lipschitz-stetig.

Beweis Nach Satz 2.14 gilt mith =y — x

1
1) = £@)lly = £z + B) — @)yl = H [ st stpnas

2

1 1
< /0 15z + shh|l,ds < /0 1T5(z + skl IAll,ds

< sup [|Jg(z + sh)lly |7l O
0<s<1 N~~~

Yy—x
Y, lly—=l

Bemerkung Korollar 2.16 gilt mit beliebigen von Vektor-Matrix-norm induzierter Norm, sieche Ubung 2.1.

Taylor-Entwicklung und Extremwerte in R"

Definition 2.16 (Multiindex Notation) Einn-dimensionaler Multiindex istein Tupel v = (avq, . . ., @y, ) mit
«; € N. Fiir Multiindizes sind die Ordnung |«| und die Fakultit «! definiert durch

lal :=ar+az+--+ap

al i =aoq! .. ap!

Firz = (x1,...,2,) € R™ wird gesetzt

«

=t

n

Fiir eine |cr|-mal stetig differenzierbare Funktion wird gesetzt

o
OUf 1= 001 . Qo f = o

Ozt ...0%"
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Bemerkung Wegen der Stetigkeit der Ableitungist dieser Ausdruck unabhingig von der Reihenfolge der partiellen

Ableitungen. Wir definieren
s T
Y=Y Y a

la[=0 k=0 aEN"
|al=k

Beispiel 2.17 Fiir n = 3 sind die Multiindizes & = (a1, a2, ar3) der Ordnung || = 2 gegeben durch
(2,0,0),(0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (1,0,1), (0,0, 1)
Die zugehorigen partiellen Ableitungen sind

aaf = (aglfa 8£2f7 8;%3]0) 8xlax2fv axgang’ 8x28x3f)
al = (2,2,2,1,1,1)

SchlieRlich ist
Z 8af = ailf+ag%Qf+aggf+8m1aw2f+8x2813f+amzaxsf

|a|=2

Satz 2.18 (Taylor-Formel) Sei D C R" eine offene Mengeund f : D — Reine (7 + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fiir jeden Vektor h € R™ mitz + sh € D, s € [0, 1] die Taylor-Formel

farn = Y S0 gl

la|<r

in differentieller Form

R (eny= 3 ZHEEM 0 g o)

a!
|a|=r+1
oder in integraler Form
0°f(x + th
R{-‘rl( r+1) / Z f )ha( t)"dt
0
|a|=r+1

Beweis Wir nehmen ¢ : [0,1] — R mit g(t) := f(x + th). g ist (r + 1) mal stetig differenzierbar mit der
k-ten Ableitung

Z By - O f(x +thhyy .. by,

11500t =1

Wir zeigen des durch Induktion nach k (mit Hilfe von Kettenregel). Fiir k = 1 gilt
d n
g'(t) = L f@r+th,. . o+ thy) = Z&-fhi

Sei die Behauptung als richtig angenommen fiir ¥ — 1 > 1. Dann gilt

d

d n
dtg(k Dy=—| > 0, ...0nfl@+thhi.. hi_,

(k)
g (t) = ”

U1 yeenyip—1=1

il Zk 1:1

i1.. =1
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Es gilt
Oip, .- Oiy f(x +th)hi, ... h;y, = 07" ...0n" f(z+th)h{" .. hp"
(der Index i € {1,...,n} kommt genau o; mal vor und wegen Vertauschbarkeit der Ableitungen). Die Anzahl
der k-Tupel (i1, . ..,1;) vonZahleni; € {1,...,n}, beidenendie Zahli € {1,...,n} genau c;-mal vorkommt
mitoq + -+ + oy = kst |
k!
ar!l. .. ap!

(Lemma unten) Wir bekommen
k!
(k) — N A 12 4 Qipy [e% Qn
g (t)—|§| - an OO [+ th)RT By

k!
=> 0% F (@ + th)h
laj=k

Wir wenden die 1-dimensionale Taylor-Formel auf ¢(¢) an. 30 € [0, 1] sodass

g(r+1

n 1
g g = (r+1) 1— T
I e

Man erhalt
®)(0
o Z
9" tl®) _ O f(x+06n),
’ |a|=r+1 )

I o th

= [ gmtI@a - t)dt = (r+1) / > f“ )ho‘(l—t)Tdt

" Jo 0

|oe|=r+1

Dies impliziert die Taylor-Formel mit den Restgliedern in differentieller oder integraler Form. U

Lemma 2.19 (2.20) Sei « = (a,...,q,) mit |o| = k& > 1. Dann ist die Anzahl N, (k) der k-Tupel von
Zahleni; = {1,...,n}, bei denen die Zahli € {1,...,n} genau o;-mal vorkommt, bestimmt durch

k!

Na(k) = or!. ..oyl

Beweis Wir ordnen die Indizes in dem k-Tupel

(i1, i) =|1,...,1,2,...,2,...,n,...,n
——— —— ——
e %1 s oy, mal
ay + - -+ + ap, = k. Die Anzahl der moglichen Permutationen der k Elemente des k-Tupel ist k!. Das k-Tupel
bleibt unverindert bei Permutationen von gleichen Elementen . Insgesamt bekommen wir

k!
Noc(k) = a O
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Korollar 2.20 (2.21) Sei D C RR" eine offene Menge und f : D — IR eine r + 1 mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt firz € Dund h € R" mitz + sh € D,s € [0,1]:

flx+h)= Z 8“2!(1:) h* + wpy1(z, h)

ja|<r+1

wobei wy1(, 0) = 0 und wy1(z, h) = z(||h||g+1).
Im Fall 7 = 0 gilt
flx+h)=f(z)+ (Vf(x),h)y +wi(zh)

Im Fall r = 1 gilt:

Fla ) = (@) + (VH@), by + 5 (Hy@)h h), + wale, b)

Beweis
o o 6h
feth) =3 i!(m)ho‘+ 3 f(”;;r)ha
o] <r o] =r+1
= @ S mpe
|a|<r+1 o |a|=r+1
wobei
oty o DAl O0) = (@)

al
limp,,0 7 (2, h) = 0, wegen der Stetigkeit von 0 f fiir || = r+1. Wirsetzenwy1 (2, h) 1= 3"y =41 Ta(@, H)A™.
Es gilt

wh) _
A TR
172115
weil he he| o
a: (11 ‘e e " nna Sl ‘a‘:r—i_l
1Allz llAllS" - lTAlS"
Fir r = 0 gilt
f(@) ;o
fla+h)=Y == +w(x,h)
o<1
0% f(x
=flx)+ Y (‘Z‘()ho‘—i—wl(x,h)
lal=1 ’

= f(z)+ > 0if (x)hi + wi(x, h)
=1

= f(@) + (Vf(2), h)y +wi(z,h)
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Firr=1

fatm =3 LDy i)

o <2

= 1@ s+ S I e e, m)

|af=2

= f(z) + (Vf(x),h)y + = Zaaf 2)hihj + wa(x, h)
t,j=1

= (@) + (V)b + 5 (Hy(@)h B), + wal, ) 0

Definition 2.21 Sei D C R" eine offene Menge, z € D und f : D — IR beliebig oft differenzierbar.

Flatm=3 P o

|a[=0
heift die Taylor-Reihe von f in x

Korollar 2.22 Sei D C R" eine offene Menge, f : D — IR beliebig oft differenzierbar. Dann konvergiert die
Taylor-Reihe von f und stellt f dar, wenn

7—00

RZ_H(I' h)y ——0 z€D
Hinreichend dafiir ist, dass die partielle Ableitung gleichmifig beschrinkt sind:

sup sup|9®f(z)| < oo
la]>0 z€D

Beweis

0% f(x
|7 m] s > B el <y S Sl 0

|a]=r+1 ) lo|=r4+1 Il

Definition 2.23 Eine Funktion f : D — IR hat in einem Punkt x € D C R" ein lokales Extremum, wenn
auf einer K, (z) C R" (Kugelumgebung) gilt

f)=sup  f(y) oder f(z)= _ inf  f(z)

yeKs(x)ND yEKs(z)ND

Das Extremum heiflt strikt, wenn es in K, () N D nur in dem Punkt angenommen wird. Das Extremum heif3t
global, wenn f(z) = sup,cp f(y) (oder infyep)

Satz 2.24 (Notwendige Extremalbedingung) Sei f : D — TR stetig differenzierbar, D offen. Hat f in einem
Punkt Z € D ein lokales Extremum, so gilt V f(Z) = 0

Beweis Angenommen f : D — Rhatinz € D einlokales Extremum. Wir nehmen g;(t) := f(:i" + te(l)) ;=
1,....n, e(?) Einheitsvektorin R™. g; istauf einem nichtleeren (—d;, 0;) C IR definiert und hatlokales Extremum
1nt:O = ¢.(0)=0

ozgg(O):Zajf(f)@j:aif(z) i=1,....n = Vf(Z)=0
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Satz 2.25 (Hinreichende Extremalbedingung) Sei D C R"offenund f : D — IR zweimal stetig differenzierbar
und V f(Z) = Oineinem Z € D. Ist die Hesse Matrix H¢(x) in Z positiv definit (das heifit alle Eigenwerte
positiv), so liegt in Z ein striktes lokales Minimum. Ist sie negativ definit (das heifit alle Eigenwerte negativ), so
liegt in Z ein striktes lokales Maximum. Ist sie indefinit (hat sowohl positive als auch negative Eigenwerte), so
kann in Z kein lokales Extremum liegen.

Beweis Nach Korollar 2.21 gilt
1
fla+h) = f(@)+ (Vf(2),h)y + 5 (Hy()h, h)y + wa(z, h)

wobei

wa(z, h) _

2
%;’8 1213

VI(E) =0 = J(F+h)~ [(7) = S(H{@)hh), +walF,h)

Ist H () positiv definit, so gilt
(Hy(&)h, ), > Alhl3h € R”

wobei A der kleinste Eigenwert ist.
. o L "
= f(Z+h) = f(Z) =SBl +w(F, h)
Fiir kleines ||h||, < o, h # O ist
. 1 2
a2, 1)] < A2

und somit

. o 1 1
F(E+h) = £(F) > SAIBIE = SAIRIE =0

—> Z ist ein lokales Maximum. Ist H ;(Z) negativ definit = Z ist ein lokales Maximum (analog).
Ist Hy(Z) indefinit = 3} > 0 (mit Eigenvektor z;) und IA_ < 0 (mit EV z_)

(Hp(®)z4,21)2 = Az 3 > 0
(Hp(2)z—,2-)2 = A_|z_[3 <0

Fiir gentigend kleines ¢ > 0 gilt dann
f(Z+tzgp)— f(Z)>0 f(Z+tz2)— f(Z) <0
=—> kein Extremum in Z O
Beispiel 226 1. fi(z) = a + 22 + 22
Vfa(x) = (221,229) =0 <= 1 =0A 22 =0

Hy () = (3 g)

positiv definit = 2 = 0 ist Minimum.

2. folz) =a— 2% — 23

Vfa(z) = (—221, —222) = T =0,Hy,(z) = (02 _02>

negativ definit = Z = 0 ist Maximum.

Bemerkung Ist die Hesse Matrix in einer Nullstelle das Gradienten semidefinit (des heif3t 3\; = 0), so lassen
sich keine allgemeinen Aussagen tiber lokale Extrema machen.
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2.1 Satz iiber implizite Funktionen und der Umkehrsatz

Problemstellung: F'(x,y) = 2% + y? — 1. Betrachte F(z,y) = 0

= y(z) = +V1—2?

Satz 2.27 (Satz iiber implizite Funktionen) Sei U7 C IR™,Us C IR™ offene Menge und F' : Uy x Uy —
R™, (z,y) — F(x,y) sei eine stetig differenzierbare Funktion. Sei (a,b) € Uy x Uy mit F'(a,b) = 0. Die

(m x n) Matrix
or_ (o)
dy ol ij=1,..m

in (a, b) invertierbar. Dann gibt es offene Mengen V; C Uy, Vo C Us, Vi Umgebung von a, V2 Umgebung von b
sowie eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion ¢ : Vi — Vamity(a) = bund F(z, ¢(x)) = 0Vz € V.
(Eindeutigkeit: Ist (z,y) € Vi x Vomit F(z,y) =0 = y = ¢(x).)

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (a, b) = (0, 0). Wir setzen

OF
B i= 5 (0,0) € GL(m,R)

und betrachten G : Uy x Uy — R™ durch G(z,y) := y — B~1F(z,y) definiert. G ist stetig differenzierbar,

weil F' es ist. Dann gilt
oG OF
=1-B""

87/_ - @(x’y)
mit e

—_— = — -1 =

By (0,00=1-B "B=0

Esgilt: F(z,y) =0 < G(z,y)y.
Aufgrund der Stetigkeit von % gibtes Wy C Uy, Wy C Us (jeweils um 0), sodass

HaG
0y |5
Wihle » > 0, sodass V2 := {y € R" | ||y||, < r} € W und da G(0,0) = O gibt es offene Umgebung
V1 C Wy, sodass

<

r
up G )l = = < ©
zeVy

Esgilt furallex € Vi und y,n € Va:

1
1G(2,y) = Gz, y)|| < 5 lly =l
Ferner gilt

1G(z, y)l

IN

1G(z,y) = G(x,0)[ + |G (, 0)]]

IN

1 r T
Syl +5<Z+2=r

r j—
272 2
Die Abbildung y — G(x,y) bildet V5 in sich selbst ab und ist eine Kontraktion. Also existiert ein eindeutiger
Fixpunkt y nach Banachschem Fixpunktsatz sodass G(z,y) = y beziehungsweise y = ¢(x), F'(z, p(z)) = 0.
Wir setzen

A:={p e G(Vi,R") [ |olle <7t ={p e C(V1,R™) | (V1) C Va}
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Definiere ® : A — A, ¢ — G(z, p(x)).

[@(e1) = @(2)lloe = sup Gz, p1(x)) = Gz, p2(2))]] < % sup [[o1(x) — @2(a)]|
zeVy rzeVy

1
= §||<P1 — 2]l

= esexistiert ein eindeutiges ¢ € Cp(V1, R™) mit () = ¢ <= G(x, ¢(x)) = ¢(z). Nach eventueller
Verkleinerung von V; kdnne wir annehmen, dass %—5 in jedem Punkt (z, (p(x))), z € Vj invertierbar ist. Wir
zeigen de Differenzierbarkeit von ¢ nur in 0.
oF oF
A=—(0,00eMmxn,R), B:=—

C(0,0) € M(m x n,R) 5

Aus der Differenzierbarkeit von F in (0, 0) folgt: F'(x,y) = Az + By + w(x,y). Nun gilt F'(z, p(z)) =

OVx € V1, das heifdt

(0,0) € GL(m, R)

p(x) = =B~ Az — B~ w(z, p(x))
Es muss also gezeigt werden, dass w(x, ¢(x)) = (|| (x, ¢(x))||). Zeige dazu, dass es eine Umgebung V; C V;
von 0 gibt und eine Konstante K > 0, sodass
le@ll < Kllall Ve € Vi pri=|B7A| e2 =[BT

und wegen w(z,y) = /(||z, y||) gibtes zu e := 1/(2¢2) eine Umgebung V' C V} x V5 von 0, 0, sodass

lw(z, )l = ell(z,y)I| < ;CZ(IISEI + 1yl V(z,y) € V'

Wegen der Stetigkeit von ¢ gibt es eine Nullumgebung V/ C V}, sodass der Graph ¢ ‘V{ ganz in V' enthalten
ist. Damit gilt

L (el + le(@))

o, ()| < 5

Auflerdem gilt

le(@)ll < cillz]l + callw(z, p(2))]]

1 1
< (a+3) el + 3ol

1
— el <2(a+3 ) el 0
——————
=K
Beispiel 2.28 F(z,y) =22 +3> -1 =0 = D,F = 2y. Wir konnen demnach in einer Umgebung von
(i72, g}z) , 22 4 9% — 1 = 0 mit § # 0 eindeutig nach y auflésen und erhalten

y==+vV1-—2a2

Definition 2.29 (2.27) Sei D C R" offenund f : D — R heift regulér in einem Punkt Z € D, wenn f in
einer Umgebung K5(2) C D von & stetig differenzierbar und die Jacobi-Matrix J ¢ regulir ist. (invertierbar). f
heifdt regulir in D, wenn f in jedem Punkt regulir ist.

Satz 2.30 (Satz von der Umkehrabbildung) Sei D C R"” offen, f : D — IR™ regulir in einem Punkt Z € D.
Dann gibt es eine offene Umgebung V' (Z) C D, die von f bijektiv auf eine offene Umgebung U(7) C R”
(§ = f()) abgebildet wird. Die Umkehrabbildung ist ebenfalls regulir in . f=1 : U(§) — V(&). Fur die
Fundamentalmatrix und -determinante gilt:

1

Ty () = (@) det (i) = qorr s
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Beweis Sei & € D und definiere § := f(&). Betrachte ' : R" x D — R", F(z,y) = y — f(x) und
offenbar gilt F'(§,2) = Ound D, F(y,x) = —J¢(x) und damit regulir in Z. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen existieren Umgebungen U(y) und U (Z), sowie eine eindeutige, stetige differenzierbare Funktion
w:U(y) = U(Z)sodass 0 = F(y,p(y)) =y — fle(y)),y € U(y). Das bedeutet zu jedem y € U(y) kann
man genau ein x = ¢(y) € U(Z) finden mity = f(z). Wir setzen

V(&) :=U@) N fHUG) = {z € U@)]| f(z) € UG}

V(£) offen. Ferner wird V/(2) bijektiv von f abgebildet mit zugehorigen Umkehrabbildung f~1 = ¢. Wegen
Jtof-1 = Jiqa = I und der Kettenregel gilt

Jp(x) - Jpa(f@) =1 = Jpa(f(2) = (Jp(a) ™" O

Beispiel 2.31 Transformation der Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten. Polarkoordinaten: (r, 6) —
kartesische Koordinaten (1, z:2).

(x1,22) = f(r,0) := (rcosf,rsin) f:Ry xR — R?

cos —rsind
Jf(r,G)—<Sin0 rcos9> det Jp(r,0) =r >0

fistalso auf D = R4 X R regulir. Nach dem Satz iiber Umkehrabbildung ist f also iiberall in D lokal
umbkehrbar

—r~lsin® r~lcosd

_ 0 in@
Jps(@r,w2) = Jy(r,6) 1:< sin )

Umrechnung in die Variablen (z1, 22) = (r cos @, r sin 0) liefert

ry . x2
r= \/a:%—i—x%,cosO: —,8inf = —
r T

J B 1 123+ x5 3123 + 13
rlona) = ey (V2 v
r] + x5 L2 21

Wir haben bekommen die Jacobi-Matrix von f~! ohne f~! explizit zu berechnen. Wir berechnen jetzt die f~!

f:U—=VmitU =Ry x (—3,%),V := Ry x Rist bijektiv

f Yz, x0) <\/:1c% + 3, arctan(?))
1

2.2 Extremalaufgaben mit Nebenbedingungen

Sei f: D — Rund g : D — R differenzierbare Funktionen auf einer offenen Menge D C R"™. Wir suchen
T € D, sodass

f(#) = inf{f(z) | x € U(2),9(2)

fiir eine Umgebung U () von &, oder

f(#) = sup{f(x) | = € U(%),9(Z)

0}

0}
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Satz 2.32 (Lagrange Multiplikatoren) Sei D C R" offenund f,g : D — IR stetig differenzierbar. Ferner
sei & € D ein Punkt, in dem f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(#) = 0 hat. Das heif3t

f(@)= inf f(z) sup  f(z)

zeUNNg z€UNNg
wobei Ng := {x € D | g(x) = 0}.Ist dass Vg(2) # 0, so gilt es ein A € R
Vf(#) = AVg(2)
Der Parameter ) ist der sogenannte Lagrange-Multiplikator.

Beweis Wegen Vg(Z) # 0 konnen wir (nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten) annehmen, dass

Ing(2) # 0
&= (#,8,) e R", & € R"!

Nach dem Impliziten Funktionen Satz existieren fiir die Gleichung F' (', z;,) := g(z) = 0 die Umgebungen
U(z2') c R" tund U(2,) C Rmit U(2') x U(2,) C D und eine eindeutige Funktion ¢ : U(3') — U(&y,)
stetig differenzierbar und sodass

F(2,o(2) =0 2’ €U(2)
NgN(U(zy) x U(&)) ={z € U(&y) X U(Z) : 2n = ¢(2')}
Mit Hilfe der Kettenregel bekommen wir
0ig(&) + 0ng(2)0ip(2') =0 i=1,...,n—1

Da f auf N gim Punkt Z einlokales Extremum hat, hat die Funktion f (2, ¢(z")) auf U (2’) einlokales Extremum.

= 0=20,f(%) + Onf(2)0ip(z) i=1,....n—1
N o Ouf(@)
= Onhf(2) = AOng(2) Ap = (3)
— 0,f(&) = Nig(&) i=1,...,n
— Vf(&) = AVyg(2) O

Bemerkung Jedes lokale Minimum 7 der Funktion f unter der Nebenbedingung ¢g() = 0 korrespondiert zu
einem sogenannten ,stationdren Punkt der Lagrange Funktion®

L(x,A\):= f(x) = Ag(x) (x,\) €D xR

Vx,)\ﬁ(i‘, Z)) — <vxf(j)g(i.))‘vxg(i)) =0

Beispiel 2.33 f(x) := (21 -...-x,)% f : R” — R. Wir suchen das Maximum von f auf der Sphire S| =
{xr € R" | ||z||, = 1} das heift

n
9(a) = llefl,— 1= 3 a3 — 1
i=1
Nebenbedingung: g(z) = 0. s C R" kompakt = f nimmt auf S; sein Maximum und Minimum an.

|zesy f(z) =0 ggff(x) >0
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Ferner Vg(z) = 2x # 0 auf S;. Nach dem Satz 2.30 sind die Extremalpunkte die Lésungen (z, ) € R" x R,
vom Gleichungssystem

Oif(x) =Nog(x) i=1,....n

= Q(xl-...'mn)2:2)\mi
— (z1-...-xn)’=X2 i=1,....n
Weil z; # 0 im Maximum = \ # 0
n n
= Z(xl-...'acn)Q:)\Zx?:)\
i=1 i=1
— n(ml-...-xn)gz)\
— 2== i=1,...,n

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Grundbegriffe
Zu einer gegebenen Funktion f : R — IR suchen wir eine differenzierbare Funktion x : R — IR, deren
Ableitung durch f(-) beschrieben wird. Wir suchen also eine Funktion sodass

—z(t) = f()Vt € R

Bemerkung zur Notation

Il
—~ =

g5 8
Il

Beispiel 3.1 Fiir gegebene Geschwindigkeit (in Ableitung von Zeit) suchen wir die Position des Korpers auf
einer festen eindimensionalen Achse.

—z(t) = f(t)vt € R

) = (1)

Wir miissen noch die Position zu irgendeinem Zeitpunkt kennen. Das heifit die Losung ist nicht eindeutig
solange wir keinen Wert z () € R festlegen. Das Problem

Salt) = 1
iL'(to) = X0

lisst sich 16sen wenn f : R — R stetig ist. Dann besagt nimlich des Hauptsatz der Integralrechnung, dass
t
z(-): R—=>R,t »>xzo+ [ f(s)ds
to

differenzierbar ist und die Ableitung f(¢) begrenzt ist.

Ziel:

- Existenz von Losung
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+ Eindeutigkeit von Losung

« Verhalten
Beispiel 3.2

7: Konstante. Intg = 0 : z(0) =

z()=c- et

xo=1z(0) =c
= 2(t) = xe"
Definition 3.3 Gegeben sei eine nicht leere Teilmenge D C R x R"™ und eine Funktion f : D — R™. Dann
nennt man

J"/ = f (‘7 J")

eine explizite Gewdhnliche Differenzialgleichung (GDGL)(ODE - ordinary differential equation) 1. Ordnung. Im
Fall m = 0 wird die Gleichung als Skalar bezeichnet. Eine solche Differentialgleichung heif3t autonom falls f
nicht explizit von ¢ abhidngt (sonst: nichtautonom). Fiir m > 1 bekommen wir ein System von Gewdhnlichen
Differentialgleichungen. Eine Funktion x : I — R, I C IR, heifit eine Losung der Differentialgleichung,
wenn

1. Vt € R C Rliegt (t,z(t)) € D

2. x(-) ist differenzierbar, das heif3t

vt € 132 (t) = %im W
dner

eR™

3.Vt e Igilta!(t) = f(t,x(t))

Bei Anfangswertproblemen zu dieser Gewdhnlichen Differentialgleichung ist noch ein Tupel (o, xg) € D
gegeben und gesucht ist eine Funktion die Bedingungen 1. bis 3. und z(ty) = x erfiillt.

Konstruktion von Losungen

Geometrische Interpretation: Eine skalare Gleichung ' = f(¢, x) bestimmt ein Richtungsfeld, das heift
Y(t,x) € R?wird durch 2’ = f(t, =) eine Steigung gegeben. Gesucht sind x(t) deren Graph G(x) = {(t,z)}
injedem Punkt die vorgegebene Steigung hat. In einfachen Fillen kann mit aus ihrem Richtungsfeld die mégliche

x/:$ $/:1/$

i ‘ s s 0T ]
Q\EEQ::i%)];///jf
E\Q\:‘“”iiﬁ?;§2 )

INN NS> ) y

NSNS IIIIIS LA ZZZ%>”;22222i
NN S22 /’%//%//////
ol o A //4?///////
NNV W /7772 e
VIR \ﬂﬁﬂ/v///'/‘/ /l/’v/vv/%//'///’/r
VRIS I N A /%’////////>/z
S NNV MINY | aa=e
NN L ////’%/’/’////
VR \)g,)/r/’//// //%///’/’/’/’/’/
oNNN N //?://’/'/’/’/’/’
\\\‘\‘w\\‘w \ \ \///T/;;ﬁﬁjﬁ;
-2 —1 0 1 2 0.5 1 1.5 2

Lésung ergeben.
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-10%

-2 -1 0 1

2 Methode der Trennung der Variablen
Wir betrachten die separable Differentialgleichung

o' = f(x,t) = a(t)g(x)

Sei x einen Losung. Falls g(t) # 0 bekommen wir

/ peR L / ale)ds

Mit Hilfe der Substitution z := x(s) ergibt sich (mit (% = 12/(s))

z(t) 1 t
/ ——dz = / a(s)ds
o) g(Z) to

Beispiel 3.4 (3.4)

~ Iz =t—1o
P 1 1
7 2 x(t)
x
)= ——F——
£C( ) 1—$0(7f—t0)
Fallstg = 0,z(0) = 1:
1
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60 2

40 2

=

— | | | |
0.8 0.85 0.9 0.95 1
Dies ist keine globale (V¢ € R ) Losung, da man z(t) nicht nach ¢t = ¢* fortsetzen kann.

Methode der Variation der Konstanten

Wir betrachten die Differentialgleichung 2’ = a(t)x(t) + b(t),t € I = [to,to + 7] C R mit den stetigen
Funktionen a,b : I — IR Die zugehdrige homogene Differentialgleichung 4’ = ay hat eine Losung in der
Form

t
y(t) = cexp/ a(s)ds, ceR
to

(Separation der Variablen). Sei y(¢) eine Losung mit ¢ = 1. Zur Bestimmung einer Losung der inhomogenen
Differentialgleichung wird c als Funktion von ¢ angesetzt. Ansatz: (t) = ¢(t)y(t)

= a'(t) = ()y(t) + c(t)y'(t)
=c(t) exp/ a(s)ds + a(t)x(t)

to

2

= a(t)z(t) + b(t) < ' (t)exp </tot a(x)ds) = b(t)

c(t) = /t: eXp(— /t: a(s)ds> b(r)dr +r

mit einer freien Konstanten r € IR. Damit wird

2(t) = exp ( /t:a(s)ds> /tt exp (- /tt a(s)ds)b(r)dT +7exp ( /tt a(s)ds)

Durch die Wahl der Konstanten r = xq ergibt sich z(tg) =

— x(t) :exp< /t:a(s)d,s) 20 + /t:exp<— /t a(s)ds)b(T)dT]

Wir bekommen

Beispiel 3.5
' =ax(t) +bt), z(0)=mx

a: Konstante

t
— 2(t) = zoe® + / e E="p()dr

to
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(c(t)eat), = e 4 cea = ae™ + b

= ¢ =b(t)e ™
¢
c(t)= [ b(r)e dr
to

x(t) = zoe™ 4 c(t)e™

Anfangswertproblem

2= f(t,x)
z(0) = xg

Integralgleichung;:
t

¥ =f(t,r) = z(t) = xo—i-/ f(z,x(s))ds

to
Existenzsatz von Peano
Satz 3.6 (Peano) Die Funktion f(¢, x) sei stetig auf einem Zylinder
D ={(t,x) € R x R™ | [t — to| < o, |l — w0l < B}

Dann existiert eine Losung z(t) auf dem Intervall [ := [tg — T, tg + 1] wobei

T min(a, A@) M= max [|f(t,2)]

(t,x)eD

Beweis Mit Hilfe der Differenzenmethode konstruieren wir eine Folge von stiickweise linearen Funktionen,

welche eine Teilfolge besitzt, die (gleichmifig) gegen eine Losung des Anfangswertproblems konvergiert. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit geniigt es das Halbintervall I = [t(, to+7'] zu betrachten. Zu einem Schrittweitenparameter
h > 0 wird eine dquidistante Unterteilung des I gewihlt.

to<---<tyn=tg+T h=t,—th1

Ausgehend von 336’ := x erzeugt dann das sogenannte Eulersche Polygonzugverfahren Werte fiir 2/ durch

h h h
Ty =Ty 1 +hf (tn_l,xnfl),n >0
Diese diskreten Funktionswerte werden linear interpoliert zu einer stetigen Funktion:
h h h
MO =l (= ) (fen )

Schritt 1: Wir zeigen Graph(z™) C D.
Sei (t,2"(t)) € Dfirtg <t < t,_1.Esgilt

(m(t)h>/ = f(tk_l,x’,g_l),t € [th_1, tx]
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Nach Konstruktion gilt dann fiir ¢ € [t;_1, tx]
k—1
2"(t) = wo = () —afy + Y (ol —aky)
=1

= (t— tk._l)f(tk—h J:Z_l) + hkz—f f(ti—hx?—l)
=1
— Hxh(t) - xOH < (t—tp1)M + (tg_y —to)M = (t — to)M

Also (t,2"(t)) € Dfir0 <t <ty
Schritt 2: Wir zeigen gleichgradige Stetigkeit
Seiendazut,t € I,{ < tmitt € [tg_1,t], € [tj_1,;] fiir gewisse t; < ty. Im Fallt,t € [tp_1, ;] gilt

a"(t) — 2" (f) = (t - ﬂf(tk—lw’ﬂh(tk—ﬁ)
= Hach(t) —a:h(f)H < M(t—T)

Fiir t; <tg
k-1
a(t) — 2" (f) = (t - tk—l)f(tk—bx;iq) + hZf<tifl>$?—1> +(tj-1 - f)f(tj*bx?%)

=7

= (t— tk_l)f(tk_l,x,’g_l) +h kzl f(ti—hwfil) + (h+tj-1 - ﬂf(tj_l,x;il)

i=j+1
— Hxh(t) — 2" (i) H < M((t—ty) + (s — t5) + (; — 1)) < Mt — ]

Also :UZ>0 gleichgradig stetig. Die Funktionen sind auch gleichmifig beschrinkt:
[e"®)| < " @ = o + lzoll < MT + lzoll, ¢ € (to,t0 + T)
Arzela-Ascoli Satz: 3 eine Nullfolge (h;);c und stetiges x(t) sodass

1—00
— 0

Hxhi (t) — :v(t)‘

und Graph(z) C D

Schritt 3 Es bleibt zu zeigen, dass die Grenzfunktion x der Integralgleichung geniigt. Fiir t € [t;_14,] C I
sehen wir 27 (t) := x/ (t). Vi € N gilt:

k
=x0+ Z(tj —tj—1) f(tj—i, wé_z) + (t — tiei) [ (the1, Thy)
j=1

ko ptjy ' t ,
=x0+ Z / 7 f(tj—i7 x;_i)ds + / f(tk,i, 1’2,i)d8

j=1 tg—i
t

t; ) . t ) . .
=x0+ Z/t [f(tj,l,x;-_l) - f(s,m’(s))]ds+/ [f(tk_l,:z:z,_l) — f(s,xz(s))]ds —|—/ f(s,:vz(s))ds

j=1"%-1 tk—1 to
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Die Folge (:):Z)Z cn ist gleichgradig stetig und die Menge der Funktionen f (x,t) ist gleichmaRig stetig (auf der
kompakten Menge D). Ve > 039, sodass fiir |t — /| < 0, gilt

|2'(t) — ' ()| < &' < e

und weiter fiir
[t — | <6,

}x—x’H <é = Hf(t,:n) —f(t’,a:')H <e

Fiir hinreichend grofles ¢ > 7. (das heifit hinreichend kleines h;) folgt damit

max || f(te—1,2" (te—1)) — f(s,2'(s))|| < e

S€[tk—istx]
x'(t) — xo — / f(s,a"(s))ds| < elt — to
to
Die gleichmifige Konvergenz x° — x auf I impliziert auch die gleichmiRige Konvergenz f (', .TZ()) o0
f(-,z(-)). = Fiir hinreichend grofler i > i. bekommen wir
t
x(t) —xo— | f(s,x(s))ds| < et — to

to

Wegen der beliebigen Wahl von € > 0 folgt, dass die Grenzfunktion z die Integralgleichung l6st. |

Satz 3.7 (3.7 Fortsetzungssatz) Seidie Funktion f (¢, x) stetig auf einem abgeschlossenem Bereich D des R! x
R™, mit (tg,zo) € D und sei = eine Lésung der Anfangswertaufgabe auf einem Intervall I = [to — B, to +
T]. Dann ist die lokale Losung 2 nach rechts und nach links auf ein maximales Existenzintervall I,,,q, =
(to — T, to + Ty) (stetig differenzierbar) fortsetzbar, solange der Graph(x) nicht auf dem Rand von D stoft.

Dabei kann der Graph(z) := {(t, () | t € Ijnaz)} unbeschrinkt sein sowohl durch t — ¢y + 7™ = oo als

auch [|z(¢)]| =25 o

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit behalten wir nur [tg, to + T%]. Der Peano Satz liefert Existenz
einer Losung ¥ auf [tg, t1],t1 := to + Tp mit

. Bo
—
Iy := mm(ao, ;

Tp hingt nur von «, By, My ab. Wir 16sen die Gleichung mit Anfangspunkt (¢g, (¢1)) auf dem Bereich
{(t,z) e D[ [t —to| <, ||z — zol < Sr}

Die so gewonnenen Losungsstiicke 20, x! ergeben zusammengesetzt eine stetige und (wegen Stetigkeit von f)
differenzierbare Funktion z auf dem Intervall [tg, tg + Ty + 11]. In ¢; gilt:

(2°(t1)) = f(t1,2°(t1)) = f(t.2' (1)) = (2' (1))’

Nach Konstruktion ist () lokale Lésung der Anfangswertaufgabe. Dieser Prozess lisst sich fortsetzen solang
der Graph(z) nicht an den Rang von D st6ft. O

Satz 3.8 (Regularitit) Sei x eine Losung der Anfangswertaufgabe auf dem Intervall I. Falls f € C™ (D) fiir
einm > 1ist,dannx € C™ (1)

Beweis Ausder Beziehung x(t) = ot ftto f(s,2(s))ds,t € I bekommen wir, dass fiir f € C1(D), z zweimal
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung 2 (t) = 0tf(t,x(t)) + Vuf(t,x(t))z'(t). Durch wiederholte
Anwendung dieses Argument folgt die Behauptung. g
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Eindeutigkeit?
Beispiel 3.9

x(t) 1 t i t2
/ z2dz:/ds:>2x2:t+c=>x:
0 0 4

aber z = 0 ist auch eine Losung. Jede

ist auch eine Losung.

Satz 3.10 (Picard-Lindelof) Sei D C R™ ! offen, f € C(D,R") und (to,79) € D. Falls f(t,z) lokal
lipschitz stetig beziiglich x ist, gleichmiflig in ¢(, dann existiert eine eindeutige lokale stetig differenzierbare
Losung von

{x’ = f(t,z)

x(to) = X0

Beweis Wir betrachten die Integralgleichung
t
z(t) =xz0+ [ f(s,2(s))ds
to

Wir wenden den Banachschen Fixpunktsatz an. Schritt 1:
36>0: K :={(to,2) ERxR"™ | |t —to| <, ||z — x0|| <6} € D
f(t, x) erfiillt die Lipschitz Bedingung auf K
1f(t,2) = F(& )| < Lille =yl (to, 2), (8 y) € K
Da K kompakt und f stetig ist, gibt es eine Konstante M > 0
If(t o)l <M (o, x) € K
Wir setzen € := min(6,0/m,1/(2Ly)), I = [to — €, to + ¢] und definieren den Vektorraum V' = C(I;). V

mit der Norm ||-|| , ||z, := maxyey, ||(t)]|) ist ein Banachraum. Schritt 2:
Firz € Vp :={v € V | maxser.||v(to) — zo|| < d} C V definieren wir die Abbildung: g : V' — V durch

t
g(x)(t) :==zo+ | f(s,2(s))ds
to
Esgilt fir f € I.,x € Vj:

lg(2)(t) — |l < / 1£(s.2(s))llds < M |t — to] < Me < §

<e
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das heifdt die Abbildung g bildet die Teilmenge Vy C V insich ab. g : Vj — Vj, Vy C V. Fiir zwei Funktionen
x,y € Vj gilt (aus Lipschitz Stetigkeit von f(, -)):

lg(2)(t) = g(y) ()] < t 1f (s, 2(s)) = f(s,9(s))l|ds < Lift — tolllz -yl

1
< Ligllr =yl < slle =yl
1/2

das heifit g ist auf Vj eine Kontraktion. Nach dem Banachschem Fixpunktsatz hat g in 1}y genau einen Fixpunkt
x* das heifdt

t
" =g(x")(t) =xo+ [ f(sx™(s))ds tel
to
das heifdt: * 15st die Integralgleichung. O

Bemerkung Die Losung 2* erhilt man durch im Banachraum V' = C(I.) konvergente Fixpunktiteration
(sogenannte ,sukzessive Approximation®)

2*(t) == xo + /t: f(s,xk*1(3)>ds t.1.

fiir eine Startfunktion x.
Beispiel 3.11

= Ax (A ist eine reelle n X n Matrix)
x(0) = xo

wir bekommen n Gleichungen. Es gilt fiir ¢ < e(x):

t
g(xo)(t) =x0+ | Azods = (I +tA)xg =11

to
m k 00 k
(tA e, (t)
g =D g TS () = D
k=1 k=0
Tatsichlich konvergiert die Reihe. Sie kann gliedweise nach ¢ differenziert werden, und stellt daher die Losung

da.

Bemerkung

1. Ein nicht autonomes System =’ = f(¢,x),x € IR"™ kann immer zu einem autonomen System in Rt
durch hinzufiigen von ,,41(t) := t (beziehungsweise x,_ | = 1)
gemacht werden.

2. ein System m-ter Ordnung fiir z:(¢) € R"”

2™ (t) = f(t,x, 7' (t),. .. ,:L'("_l)(t))

w(to) = x0,2' (o) = w1,...,a" " V(to) = s

lisst sich als System erster Ordnung schreiben, indem man z;(t) = () (t),i = 0,...,m — 1 setzt und
erhilt denn:
Z:n—l(t) = f(tvxu Zlyen- ,mel)

———
(™) (t) zi()=zit1(t)
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Beispiel 3.12 (Logistische Gleichung)

¥ =z(t—1x)

x(0) =z
Homogene Losung:
¥ = ax
x(0) = xo
z(t) = zoe™

Picard-Lindelof Satz = eindeutige Losung (aber Lokalitit) (rechte Seite ist C'!). Beschrinktheit: () <
max{zg, K} < co. Im allgemeinen Fall: wir suchen z = M, sodass f(M) < OVx > M, 2'(t) < 0, das heifit
x(t) kann nicht weiter wachsen. das heifit / = {z | * < M} ist invariant, das heifit zp € I = z(t) €
IVt € R. Es gibt uns gleichmiRige Beschrinktheit. Nichtnegativitit heifit {z | > 0} ist invariant. Es gilt falls
£(0) > 0, das heift ' (¢) ‘:p:O > 02’ = ar = keine gleichmiRige Beschrinktheit.

, ax
< ax

T = Tz <
t+x

= 2(t) < z(t)e® = globale Losungen existieren.

Lemma 3.13 (Gronwallsches Lemma) Die stiickweise stetige Funktion w(t) > 0 geniige mit zwei Konstanten
a,b > 0 der Integralgleichung

¢
w(t) < a/ w(s)ds + b, t >ty

to

Dann gilt die Abschitzung
w(t) < e®t0)p ¢ > ¢

Beweis Fiir die Funktion

t

P(t) == a/ w(s)ds +b
to

gilt ¢/ (t) = aw(t). Somit gemifR Voraussetzung:

V' (t) < ay(t)
= (e (1)) = e/ (t) — ae~ (1) = e (P (1) — (1)) <0

das heifit e~*4)(t) ist monoton fallend
= e Mw(t) < e MP(t) < P(tg)e” M0 = b0 ¢ > tg

w(t) > ety t > ¢ O

Bemerkung Es gibt verschiedene Verallgemeinerungen, zum Beispiel

w(t) < /t a(s)w(s)dsb(t),t > to

to

mit einer stetigen Funktion a(¢) > 0 und einer nichtfallenden Funktion b(¢) > 0 so folgt

w(t) < exp ( /t t a(s)ds> b(t),t > to
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Eine wichtige Anwendung des Lemma von Gronwall ist

Satz 3.14 (Globale Existenz bei linearem Wachstum) Fiir —co < Ty < tg < Tp < oosei f € C([T1, To], R™),
sodass

|f(t,z)| < a(t) + B(t)|x]|, Ty <t <Ts
dann existiert Vxg € R™ die Losung von
a'(t) = f(t,2(t))
x(to) = zo
auf (71, T5). Insbesondere existiert die Losung des linearen Systems =’ = A(t)y(t) + b(t) global falls A(t) €
CO(R,R™ ™) und b € C°(IR, R™) gilt.

Beweis Nehme an fiir ein 29 € R wire T’ (x) < Tb, dann gibt es eine Konstante C' = C'(T4 (o)), sodass
firtg <t <Ty(x)|a(t)] < Cund|5(t)| < C gilt. Mithilfe von Integration folgt
¢
[2(t)] < lxol +C [ (1+ |a(s)])ds, to <t < T (o)
to
setze im Lemma von Gronwall w(t) := 1 + |z(t)|,a(t) := 1 + ||, b(t) := C und erhalte
w(t) < Y1 Jzo]) = Ja(t)] < e“TO (L4 |ao]) — 1

= x(t) bleibt beschrinkt fiir ¢t € (0, 7' (xo)) und kann daher fortgesetzt werden. Damit folgt 7' (zo) = To.
Analog erhilt man 7" (z) = T O

Satz 3.15 (Lipschitzstetigkeit / Abhingigkeit von Anfangsdaten) Sei f (¢, x) stetigauf D C R! x R und
geniige einer Lipschitz Bedingung. Dann gilt fiir zwei Lésungen x, y der Differentialgleichung 2’ = f(¢, z),t €
I auf einem gemeinsamen Existenzintervall 1

lz(t) = y()]] < " a(to) — y(to)|

mit der Lipschitz Konstante L. = Ly, von f auf einer beschrinkten Teilmenge K C D welche die Graphen von
x und y enthilt.

Beweis Sei K C D eine beschrinkte Teilmenge, welche die Graphen von z und y enthilt. Fir u(t) = z(t) —
y(t) gilt

U(t)Z/ (f(s,2(s)) = f(s,(s)))ds + x(to) — y(to)

lu()] < Ly / lu(s)llds + la(to) — u(to)]

das heifit eine stetige Funktion w(t) = ||u(t)|| gentigt einer linearen Integralgleichung. Wir wenden Lemma
von Gronwall an und bekommen die Aussage. g

Bemerkung Aus der Bedingung folgt, dass die durch den Existenzsatz von Peano und den Fortsetzungssatz
gelieferte lokale Losung = eindeutig bestimmt ist.

Beweis Seien x,y zwei Losungen zu gleichem Anfangspunkt

() =y <0t el = =(t) = y(t) O

Beispiel 3.16 (Beschrinktheit)
2 =zy —ax

y = —ay —by
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3.1 Lineare Systeme

Wir betrachten lineare inhomogene Differentialgleichungen der Form

{u’(t) = Abu(t) +b(t) t >t
u(ty) = up € R™

wobei A : [tg,00) — R™ ", b : [tp,00) — R" stetig seien. Fiir n = 1 hat man bereits per Variation der
Konstanten

u(t) = (1) (u0+ /0 t <I>_1(s)b(s)ds), 0 :exp< /t tA(s)ds)

0

Fiir A € R™*" folgt mit Ubung 6.1 analoges Resultat mit
B(t) = exp(A(t — 1))
Zunichst homogener Fall b = 0
Satz 3.17 (Homogene Lineare Systeme) Seien A : [tg, 00) — R™ ™, b : [tg, 00) — R" stetig, dann gelten:

1. Die Menge H der Losungen des linearen Systems v/ () = A(t)u(t) bildet einen R Vektorraum.

2. Zujeder Basis {u}, . .., ul} des R™ bilden die zugehérigen Losungen der n Anfangswertaufgaben
u')'(t) = A(t)u'(t ,
{i/(go()):%(> ®) 1=1,...,n
eine Basis {u', ..., u"} des Losungsraums H, das heifit dim H = n
3. Ist {u!, ..., u"} eine Basis von H, dann ist fiir jedes t > to{u!(t),...,u"(t)} eine Basis in R™
Beweis 1. Ubung: Die Addition ist komponentenweise definiert, zum Beispiel fiir o, 8 € R, u,v € H

= (au+ pv)'(t) = au/(t) + BV'(t) = A(t)(au + Bv)(t)

2. Seien {ug,...,ull} eine Basis von R", {ul,... u"} zugehorige Losungen mit u’(tg) = wul. Lineare
Unabhingigkeit: Seien a;; € R mit

n n
Yt =0 = Y ol (t) =0Vt >t
i—1 i=1
so ist fiir t = tq:
n
; Basi .
Zaiu6:0ﬂ>ai:0Vz: 1,...,n
i=1
Maximalitit: Nehmen wir eine weitere Losung «™+! mit u™(tg) = uf ™ zu {u!, ..., u"} hinzu und
nehmen an diese sei linear unabhingig, dann folgt fiir t = o, dass {ug, .. ., ug'H} linear unabhiingig in

R"4 = dimH =n

3. Wie 2. 0
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Definition 3.18 Eine Basis {¢!,. .., ¢"} des Losungsraums von v/ (t) = A(t)u(t) (fiir zum Beispiel ¢’ (tg) =
e;) heilt Fundamentalsystem der linearen Gleichung. Zusammengefasst ldsst sich dies in der Fundamentalmatrix
¢ = ((,01, ceey cp”) in den Spaltenvektoren ¢ schreiben. Nach Satz 3.15 ist ®(¢) fiir jedes ¢ > t invertierbar

und es gilt
' (t) = A(t)D(t)

(mit zum Beispiel ®(t9) = E,,) (vergleiche Exponentialmatrix exp(A(t — t¢)) fiir A konstant)

Bemerkung Bildet man die sogenannte Wronski-Determinante det (U (t)) fiir eine Losungsmenge {u! (t), ..., u™(¢)}
der linearen Gleichung

{u’(t) = Ault)  t>t
u(ty) = up € R™™

so lisst sich mit det(U (¢)) # O auf ein Fundamentalsystem testen. Dies ist nach Satz 3.15 gleichbedeutend mit
det(U(to)) # 0

Satz 3.19 Seienty € R, A : [tp,00) — R ™, b : [tg,00) — R" stetig. Sei ug € R", dann ist die eindeutige
Losung von

{u’(t) = A(tult) +b(t) t>to
u(to) = uo

gegeben durch .
u(t) = ®(t) (uo +/ ‘I)‘l(s)b(s)ds>Vt >ty

to

wobei ® eine Fundamentalmatrix ist der homogenen Gleichung zu ® () = E,, sei.

Beweis Differentiation liefert mit Produktregel

u'(t) = ®'(t) <u0 + /t <I>1(s)b(s)ds> + (1) (t)b(t)

to

— AW)D(1) <u0 + / tcp—l(s)b(s)ds) +b(t)

to

= A(t)u(t) + b(t) 0

Bemerkung Ist u(y) nicht vorgeschrieben, ergeben sich Lésungen der inhomogenen Gleichung als Summe
homogener Losungen v’ € H und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Zum Beispiel:

t

us(t) = O(t) (c + / <I>_1(3)b(s)ds> ,ceR"
to

und irgendein Fundamentalsystem &

Beispiel 3.20 (3.18) 2/(t) = Ax(t), A R**2. Ansatz: z(t) = veM, A € C,v = (v1,v2)" € C2. Einsetzten
in die Gleichung

At At viet
= e = (AvieM) ; dge = A At
Vo€

e = AveM = Av = Av = z(t) eine Losung falls \ ein Eigenwert, v zugehoriger Eigenvektor ist.

det(A—XI)=0
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Fall 1: A\, A2 € R, A1 # Ao. Wir haben 2 Losungen ve?, é*2t. Die allgemeine Losung des Systems ist dann

gegeben durch

At Aot

z(t) = crve™’ + cve™?) 1,00 € R

c1, ¢ kann man aus den Anfangsdaten finden. Das qualitative Verhalten der Lsung ist von Vorzeichen Aj, Ao
abhingig.

« A, A9 > 0: instabiler Knoten

¢« A1 < 0 < Ag: Sattel

Fall2: A1, A2 € C. In diesem Fall sind A1, A2 konjugierte A\; 2 = a £ ibund v = <Zl> + 1 <Zl> zu A1 und
2 2

v = (Zl> —1 <Zjl> zu A1. Analog zu Fall 1 kann die allgemeine Losung des Systems dargestellt werden
2 2

(a+bi)t (a—bi)t

x(t) = crve + cole c1,c0 € C

= crve™(cos bt + isinbt) + coBe™ (cos bt + i sin bt)
Die Losung des Systems fiir reelle Anfangsdaten sind reell und die reelwertige Losung ist gegeben durch

x(t) = é1e™ (R cos bt + v sin bt)
+ 6geat(im vcosbt + Rusinbt) ¢é1,é2 € R

Beweis Um das zu zeigen benutzen wir, dass die Summe aus dem Realteil und dem Imaginirteil allgemeiner
komplexer Losung eine reelle Losung ist und

A(Rv) = aRv + bv
A(Sv) = bRv + aSv

Einsetzen der Losung in die Gleichung und ausnutzen der letzten Gleichung liefert den Beweis.
« RA; > 0,7 = 1, 2: instabiler Fokus
« ®A1 < 0,7 = 1, 2: stabiler Fokus
« R\; = 0: Zentrum

Fall 3: A\; = Ag: Die Matrix ist nicht diagonalisierbar. Beispiel:
o Al
N0 A

Th = Az9 = z9(t) = voe
At

A voconst.

x7 = A\x1 + v2e

= (v1 + Ugt)e)‘t = v1eM + vote
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A1 0
=10 X 1
0 0 A
x3(t) = vzeM

zo(t) = (vg + vat)eM

2
Ti(t) = (U1 + vat + U32> e

Die gut erkennbare Struktur der einzelnen Komponenten (als Produkt aus Polynomen und Exponentialfunktion)
lisst sich durch vollstindige Induktion fiir Systeme mit beliebig vielen linearen Gleichungen nachweisen.

Lemma3.21 Sei A € R™™und £ = {p € C*(R,R") | p» = Al} der Losungsraum der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung. Dann gilt:

1. Seiv € R™\ {0} ein Eigenvektor von A zu Eigenwert A (Av = Av). Dann gilt:

o(t) =veM e L

2. Seien v; € R™ \ {0}, n linear unabhingige Eigenvektoren mit Eigenwerten \; € R. Dann bilden die

Funktionen vie)‘it eine Basis von £

3. Seiv € C™\ {0} ein Eigenvektor zu Eigenwerten A € C \ R. Sei A = a + bi, v := v + iw. Dann gilt
©1, 2 € L wobei

©1 = (vcosbt — wsin bt)e™
9 = (vsinbt + w cos bt)e™
Beweis 1. ¢/ = \veM = AveM = Ap
2. Die Funktionen sind unabhingig fiir ¢ = 0 und liegen in L.
3. Die Funktion u € C*(R, C"),u = ve erfiillt die Gleichung v’ = Au. Es gilt:
u = veM = @) (v 4+ jw) = (v + iw)(cos bt + i sin bt)e™
das heifdt: o1 := Ru, g := SuDa Areellist = Ru' = RAu = ARu, Su' = JAu = ASu —

©1, 2 sind Losungen. 4

Satz 3.22 Sei A € R™*"™. Dann ist die Losung der Anfangswertaufgabe
¢'(t) = Ag(t)
(to) =id
Gegeben durch ¢(t) = exp(tA). Die Menge aller Losungen L der Differentialgleichung v/ (t) = Au(t) ist

L={¢(t)e;|i=1,...,n}

Beweis Man rechnet nach, dass alle Komponentenexp(tA), s
Insbesondere ist exp(tA) glatt. AuRerdem vertauschen Ableitungen und Summanden. Daher

j=1,...,ngleichmifligund absolut konvergieren.

oo k 00 k—1
o =Y Sk —ay S ag
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Satz 3.23 Zueiner beliebigen Matrix A € R™*" existiert eine invertierbare Matrix S sodass die Matrix St AS
die Jordannormalform hat, das heif3t

J1
STTAS = J
Jk
Die Blocke J}, haben fiir ein A; € C die Form
Ao 1 0
Ji =
1
0 Ai
Beweis Lineare Algebra. Dimension von J; hingt von Vielfachheit von \; ab. (|

Mit Hilfe der Jordanschennormalform lisst sich die Exponentialfunktion von Matrizen ausrechnen. Die Anwendung
der Exponentialfunktion auf die Blockmatrix ldsst sich explizit ausrechnen.

3.2 Asymptotisches Losungsverhalten bei Differentialgleichungen

Frage: Welche Eigenschaften haben die Losungen fiir £ — co. Wir konzentrieren unsjetzt auf autonome Differentialgleichunger
Beispiel 3.24 2’ = z(1 — z). Konstante Losung
Z1:=x(t) = 1Vt € R4+

_ . _ _ . . t _
xo = Z1, das heilt |xg — Z1| = . Ty stabil, weil x(t) RimbiaN 1

T1=2x2(t)=0 (konstante Losung)

To=To+¢ (instabil)

Definition 3.25 (Attraktoren) Sei 2 C R™ offen, tg € R, f € C°(Q2) (f : Q@ — R™). Ein Punkt Z € Q
heifle lokaler Attraktor der Differentialgleichung /(t) = f(z(t)) falls es eine offene Umgebung U von xg
gibt, dass fiir jedes xg € U die Lésung der Gleichung gegen T konvergiert, das heifit

z(t) 22 7

Falls die Losung der Differentialgleichung gegen Z konvergiert Vg € {2 dann heifdt Z globaler Attraktor.

t—oo.  _

Satz3.26 1. Seixz € C'(R) eine Losung der Differentialgleichung z(t)" = f(x(t)) mit 2(t) ——> Z
Dann gilt f(z) =0

2. Sei Z ein lokaler Attraktor der Anfangswertaufgabe. Dann gilt f(Z) = 0

3. Sei f € C(R). Es gelte f(Z) = Ound f'(z) (— 4z > < Ofiirein z € R. Dann ist Z ein lokaler

- dx ==

Attraktor der Anfangswertaufgabe

Beweis 1. Da f stetigist, gilt 2'(t) = f(x(t)) — f(Z). Zusammen mit z(t) — T folgt daraus f(Z) =0

2. Aus 1. und Definition von Attraktor
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3. Esgibteine > 0,sodass f > 0in(Z — €, %), f < 0inZ, T+e&. Seix(t) eine Lésung der Anfangswertaufgabe
mit z(tyg) € (Z —¢&,Z + ). Dann fillt |z(¢)| monoton. Daher gibt es eine 1 € (T —&,Z + €) mit
x(t) = xy firt — oo.Das f # 0firx € (T —e,% + ) nach 1. folgt 1 = O

Definition 3.27 (3.24 Stationédre Punkte) Sei f : R” — R" und 2/ = f(z). Jeder Punkt Z € R" mit
f(Z) = 0 ist ein sogenannter stationirer Punkt (Gleichgewichtpunkt, kritischer Punkt). Zum Beispiel: 2’ =
ax,T = 0 stationdrer Punkt, aber Attraktor nur falls a < 0

Beispiel 3.28 (3.25) 2’/ = 22 4+ )\ mit einem Parameter A € R. Stationire Punkte:

T==%|\ A<O0
f@)=2242=0 = {z=0 A=0
keine A>0

Das zugehdrigen Anfangswertproblem mit 2:(0) = 0 lisst sich 16sen durch Separation der Variablen. Fiir A < 0
2(t) = — |>\|tanh(t \)\|).Fﬁr)\ —0 — z(t) = 0.

A>0 = f>0
A<0
1T fl@)>0 = 22+ A>0

yt f@) <0 = ae (=N VIN)

— Bifurkation Diagramm (Verzweigung).

Definition 3.29 A C R™ und f : R™ x A — R” seien gegeben. Z € R” sei ein stationdrer Punkt von
' = f(x, o) zu einem \¢ € €. Die Differentialgleichung 2’ = f(z, \) besitzt in (Z, \¢) eine Verzweigung
(Bifurkation) wenn gilt: Die Anzahl von stationiren Punkten von #’ = f(x, ;) € K, () ist ungleich der
Anzahl stationdrer Punkte von 2’ = f(z,v,) € K,(Z) fiir zwei Folgen (tin),,cns (Vn)pen in A die gegen Ay,
konvergieren, fiir jede Kugel K-(Z) C R"™ und hinreichend grofem n € N. In unserem Beispiel

1
,un:*—)():)\o
n

Vp = — i — 0= )\0
n
Bemerkung Beider Suche nach Bifurkationen geht es also um die Lésung von f(x, \) = 0 mit einem Parameter
A. Der Satz iiber implizite Funktionen gibt uns Bedingungen, unter denen eine solche Gleichung nach x lokal
eindeutig aufgeldst werden kann. Notwendige Bedingung fiir Bifurkation: 2’ = f(x, A) in (Z, \¢) eine Bifurkation
besitzt dann kann die partielle Ableitung 1 f (%, \g) : R"™ — R nicht invertierbar sein.

Definition 3.30 T sei ein stationirer Punkt einer autonomen Differentialgleichung 2’ = f(z) mit f : R" —
R™. Z heiflt stabil (im Sinne von Lyapunov (Ljaupnow)) wenn es zu jedem £ > 0 einen Radius 6 > 0 mit
folgenden Eigenschaften gibt: Jede Losung = : [0,7) — R” mit |2(0) — Z| < ¢ kann zu einer Losung auf
[0, 00) fortgesetzt werden und

|z(t) — z| < eVt >0

Z heifdt asymptotische stabil, wenn Z stabil ist und zusitzlich

Ir>0:2:[0,00) > R": |z(0) —Z| <r
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die Forderung

erfiillen. Z heif3t instabil wenn Z nicht stabil ist.

Lemma 3.31 Sei die Matrix A € R™*"™,b € R". Wenn der Nullpunkt Z = 0 stabil beziiglich der homogenen
Differentialgleichung 2/ = Az ist, dann ist der stationire Punkt der inhomogenen Differentialgleichung 3/ =
Ay + b ebenfalls stabil.

Beweis Verschiebungz = y — §j, wobei §j = —A~1b O

Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen folgt:

Lemma 3.32 \j,..., \, € C seien die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und o € R, sodass
max{R\; |[i=1,...,n} <«

Dann Jc¢ > 0 sodass V Losungen z() : Ry — R™ von 2’ = Ax gilt

j2(t)] < cl(0)]e™

Korollar 3.33 Nullpunkt ist asymptotisch stabil beziiglich der Gleichung 2’ = Az falls alle ®)\; < 0,i =
1,...,n, \; Eigenwerte von A

Satz 3.34 Die Matrix A € R™*" besitze einen Eigenwert A € C mit #\ > 0. Dann gibt es V Radien r > 0
eine Losung = : R4+ — R" von 2/ = Az mit

t—o00

|z(0)] <7 Alz(t) — oo
Also ist der Nullpunkt instabil.

Beweis v sei Eigenvektor zu A (mit RA > 0)und |vg| < 7.t — eMuyg ist eine Losung (komplex) von 2’ = Az.
Dabei strebt

12(t)] < ™M ug| 22 00 0

Zusammenfassung fiir lineare Systeme
Eigenwerte der Matrix A bestimmen die Stabilitit des stationiren Punktes

1. alle \; < Oreell = & = 0 asymptotisch stabil (Knoten)

2. \; reell und mindestens ein A\; > 0 — stationirer Punkt instabil
» falls alle A; > 0 — instabil Knoten

+ sonst Sattelpunkt

3. \; € C = Ostzillationen, wobei mit \; = o + S
+ a < (0 = Oszillation mit fallender Amplitude (stabiler Fokus)
+ a >0 = Oszillation mit wachsender Amplitude (instabiler Fokus)
- a =0 = Oszillation mit konstanter Amplitude (Zentrum)

keine asymptotische Stabilitit, aber stabil im Sinne von Lyapunov

4. Falls vielfache \; = Jordan Blocke = polynomielle Komponenten in der Losung
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Motivation fiir Linearisierung von nichtlinearen Systemen

o' = f(z) = f(z)+ Df(@)(x —2)+ g(x)
:6-/ Ax+b +ga),:lein

f(@)=0

Satz 3.35 (Linearisierungssatz, Satz von Hartman-Grobman) Sei f : R" — R stetig differenzierbar mit
f(0) = 0. Die Jacobi Matrix D f(z) € R™*" besitze nur Eigenwerte mit R\ 7 0 (das heifit stationidrer Punkt
ist hyperbolisch). Dann gibt es Umgebungen U, V' C R" von 0 und stetige Abbildung ) : U — V mit folgenden
Eigenschaften:

1. ¢ : U — V ist bijektiv und ¢y~ ! ist ebenfalls stetig
2. x : [to, t1] — U durchlduft genau die Punkte einer Losung 2’ = f(2) mit den Werten in U wenn
y=1vox: [ty t1] > R"
die Punkte einer Losung der linearen Gleichung
y' =Df(0)y
mit den Werten in V' durchliuft.
Bemerkung Die Systeme sind topologisch konjugiert.

Satz 3.36 (Stabilitit von nichtlinearen Systemen) Die Matrix A besitze die Eigenwerte mit R)\; < —a <
0. AuBerdem sei g : R™ — IR™ stetig mit einem linearen Wachstum, das heift 3k > 0 : |g(¢,z)| <
k(1 + |z|)V(t,z) € [0,T] x R™ und

l9()]

lim —*= =0
z—0 ‘.I'|
Dann ist der Nullpunkt asymptotisch stabil beziiglich der Differentialgleichung 2’ = Az + g(z).

Beweis Jede Losung ldsst sich stetig zu einer Losung auf [0, 0o) fortsetzen. Wir nehmen ¢ die Matrixfunktion
zu einem Losungs-Fundamentalsystem von 2/ = Ax mit ¢(0) = id. Die Variation der Konstanten fiihrt zu

z(t) = o(t)(z(0)) + /Ot ¢(s) " g(x(s))ds
Also 16st die Hilfsfunktion
PRy R 0(00(0) = o(0) — [ 6066 gt
die zugehorige homogene Differentialgleichung 7’ = AZ mit (0) = x(0). 3¢ > 0, sodass jede Losung y von

Yy = Ay erfillt
ly(t)| < cly(0)|e vt >0

p(t)] < ce™®
’¢(t>¢(8)_1’ <ce 9o < s <t
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(dennt — ¢(t)¢(s) " induziert eine Losungsmatrix von 3y’ = Ay mit y(s) = id.) Wir erhalten:

)] < 1301+ [ [o(00) ™ late(s)s] < cla@)e + [ eemg(a(s)jas

Aus Voraussetzung lim,_,|g(x)|/|z| = 0 gibt es einen Radius p > 0 mit |g(z)| < a/(2¢)|2|Vz € K,(0). Wir
betrachten 2’ = Az + g(x) mit [2(0)| < p/(2(1 4 ¢)). Stetigkeit von z garantiert, dass

Toy =sup{t > 0] [z(-)] < p}
positiv oder 00. V¢ € [0, T;,(.)] kénnen wir |z (t)| weiter abschitzen

t
()] < clz(0)e=" + / ce=1=9) 2 11(5)|ds
0 2C

t
Ot (1) §c|x(0)|+/ 2 fa(s)lds
0

— "z (t)| < c|z(0)]e2!

— |o(t)] < cla(0)]e ' < £
— Tx(.) =00
und der Nullpunkt ist asymptotisch stabil. O

Satz 3.37 (3.33 Instabilititssatz) Die Matrix A habe mindestens einen Eigenwert A mit #RA > 0. Sei g stetig
mit linearem Wachstum und

L o)l

z—0 |l"
Dann ist der Nullpunkt instabil beztiglich der Differentialgleichung
¥ = Ax + g(z)
(ohne Beweis)

Bemerkung Stabilititssatz und Instabilititssatz lassen sich direkt auf nichtlineare Differentialgleichungen anwenden,
wenn die rechte Seite differenzierbar ist. Denn nach Definition von Totaler Ableitung erfiillt die Restfunktion
¢z (-) in

f(z) = [(2) + Df(z)(x — %) + pz(2)

—_——— ——
=0 A(z—z) =g

die Voraussetzungen der beiden Sitze.
Korollar 3.38 f : R"™ — R" sei differenzierbar und besitze einen stationdren Punkt z € R"™. Dann gilt

1. Wenn die Jacobi-Matrix D f(Z) € R™*™ nur Eigenwerte mit ®\; < 0 besitzt, dann ist Z asymptotisch
stabil.

2. Wenn mindestens ein R\; > 0 ist, ist die Losung instabil.

Bemerkung + Bei R\ = 0 sind entsprechende Schlussfolgerungen iiber die Stabilitit nicht moglich

« Satz 3.32 und Satz 3.33 <— Satz von Grobmann-Hartmann



3 Gewodhnliche Differentialgleichungen 41

Beispiel 3.39

Stabilitat: f/(x) =1 — 2z
Stationédre Punkte: 71 = 0,22 = 1

f'(x) |z=z, =1>0 = Z instabil
f'(z) |g=z, = —1 > 0 = Ty asymptotisch instabil

Definition 3.40 Als Phasenraum bezeichnet man den Raum, der durch die Variablen das Systems aufgespannt
wird. Ein Punkt im Phasenraum nennt man Zustand des Systems

Bemerkung Das Richtungsfeld gibt den Verlauf der Trajektorien an. Der exakte Verlauf der Trajektorie ist fiir

-

dory  f(x1,22)

ein System
= f(xlv x2)

= g(xl,:vg)

NS =~

gegeben durch

dTCz g(x1,x2)

Beispiel 3.41 (Methode des ersten Integrals)

/

T = dxg _

/1 = — = —I2 e $2($1) = ce z1
Ty = —T1T2 drq

Durch jeden Punkt (z1, z2) geht eine eindeutige Kurve.

Beispiel 3.42 (Lotke-Volterra)

v = cuv — dv = g(u,v)

{u’ = au — buv = f(u,v)

(GrofRe der Beutepopulation)
1. Existenz und Eindeutigkeit aus P.-L. Satz

2. Nichtnegativitit der Losung:
« flu,0)],_, =0 = u(t) > Ofallsug > 0

. g(u,v)|v:0 =0 = v(t) > 0fallsvg >0

3. Gleichgewichtzustinde (Stationire Punkte)

1] Sl
(1|
o o
ISTEEST
[
Ol oo

{f(‘,‘):() — a(a—bv) =
g(u,v) =0 =
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= Stationdre Punkte: J
o L a
(ulvvl) - (O,O),(U271)2) == (7)
c' b
Stabilitit der stationdren Punkte: Jacobi Matrix:

a—bv —bv

J(u,v) = < v cu—d> ()] o) = <8 —Od>

= A1 = a, Ay = —d. (0,0) ist ein Sattel (instabil nach Grobmann-Hartmann-Satz).

w022y = (S _Obg>

(NP 4ad=0 < Mo =+Vadi
— die Anwendung von Grobman-Hartmann ist nicht moglich. Wir rechnen das erste Integral:

@_Ecu—d
du  wa-—bv

_ /a—vbvdvz/cuu—ddu
/(Z—b)dv:/<c—z>du

alnv —bv=cu—dlnu-+c

Uae_bve_cuud =cCc = F(ua U)

—> F'(u,v) ist konstant entlang Trajektorien. Die Losungen sind also periodisch. Fiir Oszillationen

mit Periode T’ gilt:
/ T T
Y ea—b = ln<u()> :aTb/ u(s)ds
() Uo 0
————

u1
v1<= v >b
d T
cuv —dv =v(cu —d),v >0~ Au>—- = O:aT—b/ v(s)ds
c 0
u = 0und v = 0 sind Isoklinen

Lyapunov Funktion (globale Stabilitt)
o' = f(x)

Wir suchen nach einer Funktion L(x(t)), die entlang der Losung nicht wichst. (= ,Energie”)

Definition 3.43 Sei U C R" offen und sei f € C°(U, R") lokal Lipschitzstetig. Eine Lyapunovfunktion fiir
o' = f(x) ist eine Funktion L € C'(U, [0, 00)) mit

VL(x)f(z) <0

fir z € U. Falls sogar
VL(z)f(x) <OVzx e U\ {z | f(z) =0}

gilt, dann heiflt L strikte Lyapunov-Funktion, das heiflt L(x(t)) fillt, falls 2(¢) kein stationirer Punkt ist.

Satz 3.44 Sei T ein stationirer Punkt.
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« Falls es eine Lyapunov-Funktion auf einer offenen Umgebung U von Z gibt mit L(Z) = 0, L(x) > O fiir
x # I, dann ist T stabil

« Falls es eine strikte Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung U von Z mit L(z) = 0, L(z) > Ofiirz # &
und L/ (z) < 0, dann ist Z asymptotisch stabil.

(L(@)) = L'(2)2’

(ohne Beweis)

4 Das Lebesgue Integral

4.1 Inhalte von Mengen in R"
Die Idee ist einen ,Inhalt” (,Masse“) von Mengen zu definieren, sodass

M| >0 (Positivitit)
« |M| = |M'|falls M und M’ isometrisch (durch Abstandserhaltende Transformation) sind. (Bewegungsinvarianz)
« MNN=0) = |MUN|=|M|+ |N|

In R! oder R? kénnen wir VM C R? einen ,Inhalt” mit solchen Eigenschaften zuordnen (Banach), aber nicht
in R? (Hausdorff) Wir beginnen mit n-dimensionalen (abgeschlossenen) Intervallen I := I; x ... X I, wobei
I, = [al,bi],i =1,...,n,a; < b;,a;,b; € R.

n

1] =[] (bi — @)

i=1
Fiir Intervallsummen S mit einer nicht tiberlappenden Darstellung
S =Up=1,.mlk

ist der Inhalt

|S] =Y il
k=1

Definition 4.1 (Jordan-Inhalt und Nullmengen) 1. Fiir beschrinkte (nicht leere) Mengen M C R"
sind der inneren Inhalt | M |; und der dufere Inhalt | M|, definiert durch

| M;

= < 1 f = |\M — —
SSE]I\}’S'—&JS' |M|,, 0]; = 10], = 00

ImFall | M|, = |M|, =: M heiflt die Menge quadrierbar (messbar) im Jordanischen Sinne mit sogenannten
Jordan Inhalt.

2. Mengen M C R" mit | M|, = 0 werden Jordan-Nullmengen genannt

Definition 4.2 (Auleres Lebesgue-Mafl) Das duflere Lebesgue-Maf} einer Menge A C IR™ ist definiert
durch

p(A) = inf{) ||, A C U;L;}

Die Menge darf auch unbeschrinkt sein und dann p*(A) = co. Wir setzen p*() = 0
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Wir werden hie die Arithmetik von R := R U {7} nutzen (a + 00 := 00, a - 00 := ooVa € R,0 - 0o := 0)

Bemerkung oo — oo ist undefiniert.

Das Lebesgue Integral wird mit Hilfe von Ober- und Untersummen beziiglich endlicher oder abzéhlbar unendlicher
Zerlegungen definiert. Wir benétigen noch Regeln fiir Reihen in R. Fir 0 < aj, < oo ist

o0
Soo = Z ak
k=1

wohldefiniert mit S, := oo falls die Reihe divergent ist oder ein aj, = oo. Fiir A € R gilt

iy o
S =aYw
k=1 k=1
Auflerdem

ij=1 i=1 j=1 j=1i=1

sofern eine der Reihen absolut konvergent.
Bemerkung Das duflere Lebesgue-Mafi:
0<p*(A) <oo,p(fa}) =0
Lemma 4.3 Fiir das dulere Lebesgue-Maf} gelten die folgenden Aussagen
1. Aus A C B folgt p*(A) < p*(B) (Monotonie)

2. Fiir endliche oder abzihlbare Mengenfolgen (A;), gilt
W(UA) < 3t (A)
7

(Subadditivitit)

3. Fiir beschrinkte Mengen ist
Al < p*(4) < [Al,
das heifit fiir Jordan-quadrierbare Mengen ist u*(A) = |A|.

4. Das duflere Lebesgue-Maf ist Bewegungsinvariant gegeniiber Translationen und Drehungen

Beweis 1. Daim Fall A C B jede Intervalliitberdeckung von B auch eine solche von A ist, folgt aus der
Definition

iw(A) < p*(B)

2. Wir nehmen an, dass die rechte Seite in der Ungleichung ist (sonst nichts weiter zu beweisen). Es seie > (
vorgegeben und eine Folge (&;), positiver Zahlen mite = ), &;. Dann Vi € N3(Zij) ; mit A; C Ujl3;

> Il < (A + &

J

Die Doppelfolge I;; iiberdeckt die Menge A = U; A;

= (A < Z|Iij| < Z(M*(Ai) +e) =) pw(Ai)+e

i
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3. Deriuflere Jordan-Inhalt von A ist definiert als das Infimum des Inhalts aller endlichen Intervall-Uberdeckungen
von A. Beim Lebesgue-Maf sind allgemeine abzihlbare Uberdeckungen zugelassen —> p*(A) < |A|,
Jetzt zeigen wir V endlich abgeschlossenen

gilt |S| < p*(S). Dazu geben wir ein e > O mite = ) &; (mit €; > 0) vor und wihlen eine abzihlbare

Uberdeckung
Uil; O S,Zm’ <p(S)+e

)

VI; wihlen wir J;, sodass |J;| > |I;| A |J;| < |I;| + e;. Dann ist (.J;), eine offene Uberdeckung
der kompakten Menge S und nach dem Satz von Heine Borel wird S bereits von endlich vielen der J;
iiberdeckt

S U™

4. Die Invarianz von p*(x) gegeniiber Translation folgt, da diese Intervalle bei Translation in solche mit
demselben Inhalt iiberfithren. Sei S eine Drehung (S eine orthogonale n x n Matrix) Aus A C U;I; —>
S(A) € U;S(I;) mit 1., 2. und Bewegungsinvarianz von Jordan Inhalt (zeigen wir spiter) bekommen wir

W(S(A) < 3w (S(0) = YIS = Y I

Da die tiberdeckende Intervallsumme beliebig ist, folgt

W*(4) = 1 (S(A))
Dasselbe gilt auch fiir die transponierte S7

= 1(S(A) = p* (STS(4)) = p*(A) = 1 (S(A4) = u*(4) O

Definition 4.4 (Lebesgue Nullmenge) Eine Menge A C R" mit duferem Lebesgue-MaR p*(A) = 0 wird
(Lebesgue) Nullmenge genannt. Gibt es eine Aussage von A bis auf die aus einer Nullmenge, sagen wir, dass sie
,fast tiberall“ in A gilt.

Lemma 4.5 Die Vereinigung von abzéhlbar vielen Lebesgue-Nullmengen ist wieder eine Lebesgue-Nullmenge.
Insbesondere sind abzdhlbare Menge Lebesgue-Nullmengen

Beweis Aus der Subadditivitit. O

Bemerkung Das Konzept ist allgemeiner als bei Jordan-Inhalten, wo nur endliche Intervall-Uberdeckung zugelassen
wird.

« Q" ist eine Lebesgue-Nullmenge in R"
« R ist eine Lebesgue-Nullmenge in R"™
+ Die endliche Mengen in R" sind Jordan-Nullmengen

» Fiir abzihlbare Menge kann es der Fall sei (zum Beispiel fiir jede konvergente Folge (), in R", die
Menge M = {xj, k € N} Jordan-Nullmenge ist) Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall (zum Beispiel
M = Q"nN[0,1]" C R™), |M|, = 1, Aber p*(M) = 0: Fiir beliebiges ¢ > 0 ist jeder Punkt x, in
einem Wiirfel I, mit |I,| = e~"*

o0

* = _ —nk __ € * o
— u<A><;uk!—kZ_le2 =0 = W(A)=0
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Bemerkung p* ist nicht o-additiv auf allen Mengen in R". Dafiir brauchen wir eine geeignete Klasse von
Mengen in R".

Definition 4.6 (Mengenalgebra) Die nicht-leere Teilmenge A C P(X) heiflt Algebra auf X, wenn sie X und
() enthilt und wenn mit A, B € Aauf A\ B, AU B, AN B € Asind. Sie heifit o-Algebra, wenn sie zusitzlich
mit A; € A,i € N auch

UienAs, Nien4; € A

sind.

Beispiel 4.7 1. A = {{), X} die kleinste o-Algebra fiir eine Menge X, A = P(X) ist die grofte o-Algebra
auf X

2. Fiir eine Menge X und Teilmenge A C X ist
A=1{0,X,A A° = X \ A}
die kleinste o-Algebra, die A enthilt

3. Fiur X = R" heifit die kleinste o-Algebra welche die alle offene und abgeschlossene Teilmengen enthilt
die Borelsche o-Algebra.

4. Ist X C R" eine Jordan-quadrierbare Menge, so ist die Menge der Jordan-quadrierbaren Teilmengen
von X eine Algebra, aber keine o-Algebra

5. Die Lebesgue-Nullmengen in R™ und ihre Komplemente bilden eine o-Algebra (nicht in dem Fall von
Jordan-Nullmengen)

Lemma 4.8 Eine (nicht-leere) Teilmenge A C P(X) ist bereits eine Algebra, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind

1. MitAc Aist A =X\Ac A
2. MitA,Be A,AUBc A
Es ist eine 0-Algebra, wenn zusitzlich gilt:
3. Fiir beliebige, paarweise disjunkte Mengen A; € A;,i € N ist
Uien4; € A
Beweis Wir miissen zeigen, dass fir A C P(X),X,0 € Aund B,C € Aauch A\ B,ANB € A DaA
nicht leer ist 3 ein A € A und folglich
X=(X\AuAa=4UAdcA
sowie X¢ =0 e AMitA,Be Aist A B¢ ¢ A
= ANB=(A“UBY eA4

und folglich auch A\ B = AN BY € A. Fiir die o-Algebra muss zusitzlich N;en A; € A. Fiir A; € A,i € N
gilt die disjunkte Darstellung
UienA; = Uien 4;
By := Ay, By = A\ Ay,...,Bj = A; \U_| A
alle B; € A sowie
UienA; = UienB; € A, NienAi = (mie]NAiC)C €A O
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4.2 Abbildungen von Mengen

Frage: In wie weit erhilt die Abbildung ¢ : R™ — IR Eigenschaften von Mengen (zum Beispiel offen, quadrierbar)?

Lemma 4.9 Sei D C R" (nicht leer) beschrinkt und ¢ : D — R"™ eine Lipschitzstetige Abbildung. Dann gilt
[6(D)l, < alDl,, i = (Lv/n)"

L: Lipschitz-Konstante.

(ohne Beweis)

Satz 4.10 Sei D C IR"™ (nicht leer) offen und quadrierbar. Die Abbildung ¢ : D — R™ seinin D Lipschitzstetig
und in D regulir, das heift stetig differenzierbar beziehungsweise det ¢/ (z) # 0.

1. Die Bildmenge ¢(D) ist offen und quadrierbar, und es ist

9¢(D) C ¢(0D)

2. Ist ¢ in D injektiv, so gilt (D) = ¢(OD). Ferner ist fiir jede quadrierbare Teilmenge A C D auch die
Bildmenge ¢(A) quadrierbar.

Beweis DasBild ¢(D) der offenen Menge D unter der reguliiren Abbildung ist offen (folgt aus Umkehr Funktions
Satz). Aus der Stetigkeit von ¢ ist das Bild gb(D) der beschrinkten, abgeschlossenen Menge D abgeschlossen.

= 0(D) C ¢(D), da ¢(D) die kleinste abgeschlossene Menge von ¢(D) ist.

= 0¢(D) = ¢(D) \ ¢(D) C ¢(D) \ $(D) C ¢(dD)

Da D quadrierbar ist, muss [0D|, = 0. Nach Lemma 4.9 |$(9D)|, = 0 und damit [0¢(D)|, = 0. #(D) ist
also quadrierbar. Zu x € D gibt es eine Folge (7)o in D mit x = limg_,o0 1. ¢(2) = limp_o0 ¢(x).

Diesund ¢(D) C ¢(D) = ¢(D) = ¢(D).

Sei nun ¢ zusitzlich injektiv auf Di. Wir nehmen € 9D und eine Folge (xk)ke]N in D mitz = limy_,o T
und ¢(z) = limg_ o0 @(x)). Wir zeigen, dass ¢p(x) € 0p(D). Wire ¢(x) € ¢(D), dass heiflt es gibe T €
D mit ¢(x) = ¢(). = Wegen der Offenheit von ¢(D) eine Umgebung V (¢(z)) C ¢(D) und eine
Umgebung U(Z) C D mit (U (%)) = V(¢(x)). Wegen limy_,o0 2, = & € ID ist dann aber x;,€U (%)
fiir hinreichend groes k. =  ¢(zx) € V(é(2)) 4zu ¢(2) = ¢(z) = limg_00 ¢(2k). Zusammen mit
0¢(D) C ¢p(0D) = 0¢(D) = ¢(0D).Sei A C D quadrierbar. Dann ist auch das Innere A° = 4\ 9A
quadrierbar und mit dem vorherigen Argument, dass ¢(A) quadrierbar ist. Wegen A \ A° C 9Aist A\ A°
eine Nullmenge = ¢(A \ A°) eine Nullmenge = ¢(A) = ¢(A°) U ¢(A\ A°) quadrierbar. O

Lemma 4.11 (4.11) Sei D C R" nichtleer und ¢ : D — R" eine Lipschitzstetige Abbildung. Dann besitzt ¢
eine Lipschitzstetige Fortsetzung ¢ : D — R"™ mit ¢‘ p=¢

Beweis Seix € D mitz = limy_,o0 T, Tk € D. Aus Lipschitzstetigkeit von ¢ aus D
= [|o(zr) — ¢(zi)|| < Lilxk — i

das heiflt (¢(xy));c ist eine Cauchy-Folge. Sei y = lim ¢(xy) im Falle z —€ D setzen wir ¢(x) := .
Dadurch wird eine Funktion ¢ : D — R" definiert. Die Definition ist eindeutig, da fiir zweite Folge (&) o
mit & = limg_, o &, die ¢(E) — y wegen

[o(xk) = (&)l < Lllzx — &l

Firz € Dist ¢(z) = ¢(z). Seinen z, € D und (1) yen (€k)pen die Approximationen in D
= [|¢(x) = @(&)]| = lim [|é(ax) — S(&)|| < L Jim [|lzx — &[| = Llw = ]

= ¢ ist Lipschitzstetig mit derselben Lipschitzkonstante wie ¢. g
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Satz 4.12 Essei D C IR" eine quadrierbare Menge und A € R™*" eine Matrix und b € R" ein Vektor. Damit
istauch ¢(D) C R" mit ¢(z) := Ax + b (affin-lineare Abbildung) quadrierbar und |¢(D)| = |det A||D|

Beweis 1. ¢(x) = = + b. Hier |¢(s)| = |s|. Fernerist A C B C C dquivalent zu ¢p(A) C ¢(B) C ¢(C).
Also VD C R"™ quadrierbar gilt

9(D)|; = lim |¢(Dy)| = lim [Dg| = |D|; = |D|, = lim [D*| = 1im |(D*)| = o(D)],

- k—o0
wobei
« Dy :=U{W e W, | W C D}
- DFi=U{W e W | WnN D # 0}
Fiir beschrinkte Menge
D, = lim [ Dy, D, = lim | D

2. Seidet A # 0, das heifit A gibt eine bijektive Abbildung. Bild ¢(W) eines Wiirfels W ist quadrierbar
(Satz 4.10). Sei W; der Einheitswiirfel |W1| = 1 und « := |¢p(W1)|. VW = rW + b gilt
[eW)| = [o(rW1)| = 7" |o(W1)] = ar" W1 | = a|W|

Ahnlich fiir beliebige Wiirfelsummen.

[o(p*)] = af2*

|(Dr)| = a| Dyl
W Aus
6(Dy) < (D) € 6(D*) = (D) = [6(Dy)| < [6(D)] < [9(D)], < a|DH|

=  «|D| = |¢(D)|. Um zu zeige, dass @ = det A nutzen wir A = Q1AQ2, wobei Q1, Q2
orthonormal, und A = diag(A1,..., A,) mit Ay > 0.Da

ldet A| = |det(Q1AQs)| = A1 - ...~ An]

und

[0K1(0)] = [A1 ... An]|@Q2(K)|[ = [A1. .. An]| K]
K: Einheitskugel. Im Fall det A = 0, die beschriinkte Mengen ¢(D) sind Nullmengen. O

Definition 4.13 (4.13 Lebesgue Messbarkeit) Eine Menge A C R™ heifit Lebesgue-messbar (oder kurz messbar)
wenn mit jeder Menge £ C R" gilt
p(E) =p*(ENE)+p* (EN AC)

In diesem Fall wird p(A) := p*(A) das Lebesgue-Maf von A genannt. Die Menge der Lebesguemessbaren
Mengen sei mit Ly bezeichnet.

Lemma 4.14 Fiir die Menge Ly C P(IR™) gelten die folgenden Aussagen:
1. Jede Lebesgue-Nullmenge ist in Ly enthalten

2. Die Menge L bildet eine Algebra
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3. Ly enthilt alle Jordan-quadrierbaren Mengen
Beweis 1. Mit p*(A) = 0 ist auch fiir jedes E C R™ pu*(AN E) = 0. Wegen der Monotonie von x*
ergibt sich:
pr(E) > p (ENEY) = (ENAY) + p*(ENA)
Wegen der Stabilitit von p* gilt ferner:
w(E) = (ENA)U(ENAT)) <p'(BENA)+p (ENA°)

2. Es geniigt zu zeigen, dass fir A,B € Ly A° € Lpyund A U B € Lpu. Fiir AC ist die Aussage
offensichtlich. Sei also £ C IR"™ bel. Miissen zeigen:

WHE) = i (EN(AUB)) + p* (E N(AU B)C)
Da A messbar gilt fir E' = E N (AU B):

1 (EN(AUB)) = p*(E') = p*(E'NA) + p* (E' N AY)
= (EN(AUB)NA)+p*(En(AUB)n A°)
=7*(ENA)+p (AnBnN A°)

Ferner (AU B) = A U B¢ und somit
,u*<Eﬂ (AU B)C) = u* (ENA° N BY)
Daraus folgt

u*(Eﬁ(AUB))+,LL*<Eﬂ(AUB)C> pr(ENA)+u* (ENA°NB) + p*(En A° N BY)
= W (ENA) +p*(ENAY) = u*(E)

3. Sei A C R" Jordan quadrierbar sowie E C IR™ und € > 0 beliebig. Wir wihlen eine Intervallsumme

U;1; O E mit
Z\M <p*(E)+e
7

Die Mengen J; := I; N A sowie K; := I; N A sind disjunkt und Jordan quadrierbar und es gilt

ENAcCuylJ;
EﬂACCUiKZ‘

Wegen o-Subadditivitit von p* folgt mit |1;| = |J;| + | K]
p(ENA)+pt(EnA%) < ZW+Z\K|—Z!U < ¥

Da € beliebig war gilt
pH(ANE)+p* (EnA°) < u*(E)

,2" geht wie in A. O

Satz 4.15 1. Die Menge Ly bildet eine o-Algebra. Diese o-Algebra enthilt alle Jordan-quadrierbaren Mengen.
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2. Das Lebesgue-MaR ist auf Ly bewegungsinvariant und stimmt auf Jordan-quadrierbaren Mengen mit
dem]ordan—Inhalt iiberein. Fiir A, B, A;. Ly gilt auferdem

i(A\ B) = p(A) — u(B), fir B C A, u(B) < o0
b) ,U(UzelNA ) =D ien W (Ai), fir Ay A; = 0,0 # j
(U’LENA ) = lim; s /L(Al), fiir A; C Ai+1Vi eN
(N

d) w(NienA; ) = lim; o M(Ai), fiir Ai+1 Cc AVi e N

Beweis 1. Wir haben bereits gezeigt, dass Ly eine Algebra ist. Es bleibt zu zeigen: A; € Ly, i € N, dann
ist auch
Uiend4; € L

vorausgesetzt, dass A; N A; = (0,7 # j. Bezeichne S := U;enA;, dass gilt fiir beliebiges E C R™ und
o-Subadditivitit des dufleren Lebesgue-Mafd
pHENS) <Y p(EnA)
1€EN
Esgiltfir A, B€ Ly, ANB=0und E' = EN(AUB)

iw(EN (AU B))

p(E') = p* (E'NA) + p*(E ﬂAC)
p(EN(AUB)NA) +p*(EN(AUB)N A9)
pr(ENA)+p*(ENBNAY) = (ENA) + u*(ENB)

Mit Hilfe vollstindiger Induktion erhalten wir also fiir

S = UL A " (ENSy) =p (ENA)+- -+ u" (ENAp)
weiterhin gilt S,,, € Ly und wegen der Monotonie von p*

1H(E)=wENSy) +p (ENSS) > p*(ENS) + p* (ENS°)

Fiir m — oo erhalten wir

W(B) > S (BN A) + et (BN SO)

=1

Aus o-Subadditivitat folgt weiter

w(E)=p* (EnS)u(EnsSY)) < i,u*(Eﬂ A;) + (BN S©)
1=1

Und damit erhalten wir

pH(E) =Y p (ENA)+ p* (EnSY)
=1
Es folgt
p(E) > p* (BN S) + u* (BN S°)

Die Umkehrung folgt aus o-Subadditivitat, das heif’t

pH(B) < (EnS)U(EnSY)) <up (ENS)+p* (EnSY)

2. Die Bewegungsinvarianz folgt aus der Bewegungsinvarianz des dueren MaRes, |A| = pu*(A) = pu(A)
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a) p(A) = p((A\B)UB) = pu(A\ B) + W(B) <= u(A\ B) = p(A) — u(B)
b) Setztman E = S

= u*(E)=pu*(S Z,u (SN A) + p( SHSC Z,u
=1

¢) Ist die Mengenfolge A; monoton wachsend, dann sind By := A;, By = Ay \ Ay,..., By, =
Ap, \ Ap,—1 messbar, paarweise disjunkt. Aus A, = U"; B; folgt

und aus

S — Uoole, ) — Z’M(Bl) = lim ,LL(AZ)

1—+00
d) Seinun (A;);cy monoton fallend. Fiir Teilmengen A’ C A; definieren wir A" = A;\ A. AuRerdem
D = ﬁ?ilAi C Ay, D = Aq \D U 1A/

Also
D) =l Al
(D) = lim (A7)
da diese Folge monoton wachsend ist. Es gilt

pr (D) = p(A) = (D) = lim p(A;) = Tim (p(A1) = p(Ai)) = p(D) = lim p(A4;)

1—00
U

Lemma 4.16 1. Fir die Differenz beliebiger Intervalle I, J € R" gibt es endliche, disjunkt Darstellung
als Intervallsumme

2. Jede endliche oder abzghlbar unendliche Vereinigung von Intervallen S = U, I; besitzt eine Darstellung
als Vereinigung

S = Uij

endlicher beziehungsweise abzihlbar unendlich vieler paarweiser disjunkter Intervalle .J;

Lemma 4.17 Jede offene Menge A C IR lasst sich als Vereinigung von héchstens abzihlbar vielen paarweise
disjunkten Intervallen I; darstellen, sodass gilt

A=Uil;, ;NI =0,i#j,; CA

Beweis Wir betrachten I = [a,b] = [a1,b1] X ... X [ap,by] C R™ mit a,b € Q. Es gibt abzahlbar viele
solcher Intervalle. Va € AJe-Kugel K () C A. Also gibt es auch ein rationales Intervall / C A mitx € [
und A = U;I;. Nach Lemma 4.16 ist dann A auch Vereinigung von abzihlbar vielen, paarweise disjunkten
Intervallen. U

Korollar 4.18 Die Menge Li C P(IR™) enthiilt alle offenen und abgeschlossenen Mengen des IR"™ sowie deren
abzihlbare Schnitte (sogenannte Go-Mengen) und Vereinigungen (F'o-Mengen)
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Beweis Ly ist 0-Algebra. Die Behauptung folgt aus Lemma 4.17. O
Satz 4.19 Fiir eine beliebige Menge A C R™ ist
1 (A) = inf{p*(0) | O D A offen}
Die Menge A ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn Ve > 030, O A offen mit
pw(O:\A) <e

Beweis 1. zue > 03U I, O Amit
L] < (A) +<

Y1}, ein offenes Intervall Ji, D Iy mit |Ji| < |I| + €k und
-
k

G := UpJy enthilt dann A, und es gilt

Wegen der Monotonie des p*, fiir jede offene Obermenge GG von A gilt
p(A) < p'(G) = p'(A) = inf{p"(G) | G > A}

2. Wenn Ve > 3 offene (messbare) Menge G D A mit u*(G \ A) < A, so 3 eine Folge G, mit

1

(AVIES

Fiir die Menge G := NG}, ist dann

PG\ A) < PG\ A) < 1 = (G A) =0

= G\ Amessbar = A = (A \ G) U G auch messbar.
3. Umgekehrt, sei A messbar und € > 0 vorgegeben. 3A = Uy Ay, wobei Ay, messbar und beschrinkt sind.

Sei weiter £, > 0 mit
Z er = ek
k

nach 1. existiert eine offene Menge G, D Ay, mit
P (Gr) < p*(Ag) + e, = " (Gi \ Ax) < &g
Weil 11*(Ag) < 00, nutzen wir Satz 4.15.2. Die Menge
G = UGy

ist offen und enthilt A. Aus G \ A C Ux(Gj \ A)

/L*(A\A) < ZM*(Gk\AR) < Zé‘k =&
k k

Bemerkung Ly # P(IR") also gibt es nicht messbare Menge.
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4.3 Das Lebesgue Integral
+ Analog zum Riemannintegral mit Ober- und Untersumme eingefiihrt
- Antimetrik auf R

+ Zerlegung in abzihlbar viele messbare Mengen

Sei D C IR"™ eine messbare Menge. Wir betrachten abzihlbare Zerlegungen Z = {B;} von D in messbare
B; C M, sodass

D =U;—1B;,B; ﬁBj = ®7i 7é]
Z(D)- Menge aller solchen Zerlegungen. Die Feinheit

2] = sup u(B;)

B,eZ

Eine Zerlegung Z = {B;} ist eine Verfeinerung von Z = {B;} (Z = Z), wenn alle B; Teilmengen gewisser
B, sind. 3 3
Z*x J = {BzﬁB]}

Sei f : D — IR eine gegebene Funktion. Wir definieren

S.(f) = Z inf f(z)u(B;) (Untersumme)
S.(f) := Z sup f@)u(By) (Obersumme)

LSk(f,§) := Z f(&)u(B;) (Lebesgue Summe)

(fur gewisse &; € B;)

Bemerkung Die Werte +00 sind zugelassen.

Beispiel 420 D = (0,1], f(z) := 2~ Y/2. 5.(f) = oc. Dies gilt fiir jede Zerlegung welche ein Intervall der
Form (, b] enthilt, insbesondere also fiir jede endliche Zerlegung. Fiir die Zerlegung

1 1
7" ={B;=(——,~-]|t1€N
sup f(x) =vVi+1
xEB;

ist

S0 =3 (G- V=L g Y <0
i=1 1=

Das heifit dass fiir unbeschrinkte Funktion brachen wir zusitzliche Bedingung.

Definition 4.21 (Bedingung Z) Sei D C R™ Lebesgue-messbar. Wir sagen, dass feD — R die Eigenschaft
(Z) besitzt, was es eine Zerlegung

Z* ={B!} € Z(D)

gibt, sodass die zugehorige Obersumme von |f| endlich ist Sz«(|f|) < oco. Damit sind auch die Ober- und
Untersummen zu jeder Vereinigung Z* endlich und konvergieren absolut. Die Klasse der Z* € Z(D) mit
dieser Eigenschaft wird mit Z7(D) bezeichnet.
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Lemma 4.22 (4.22) Die Eigenschaft (Z) einer Funktion f : D — IR impliziert, dass die Menge der Singularititen
Yf:={z € D] f(z) = oo} eine Lebesgue-Nullmenge ist. Ferner gilt mit Z* € Z7(D)

1. Fiir Verfeinerungen Z, Z € Z(D) von Z* mit Z > Z
Sz(f) < 85(f)-eqSz(f) < o0
2. Fiir beliebige Verfeinerungen Z, Z € Z(D) von Z*
Sz(f) < 8z(1)
3. V Verfeinerungen Z € Z(D) von Z*

Sz(f) < LSz(fi€) < Sz(f)
und Ve existieren Sitze von Punkten §; € B und 7; € B}

Sz(f) — LSZ(f, f) <e
LSz(f,n) —Sz(f) <e

Beweis Ist Z* € Z}(D) und sup,cp:(f) = oo fir ein Bf € Z% somuss u*(B;) = 0. Xy in in der
Vereinigung von hochstens abzédhlbar vielen Nullmengen und damit wegen o-Subadditivitit von p* bekommen
wir p*(X5) =0

1. klar

2. klar

3. Wir nehmene > Omit» -0, = cund Vi € Nmit0 < p(B;) < oo wihlen die Punkte &, 7; € B;,
sodass

jggif““) — f(&) < (B

Falls 1(B;) = oo == f = 0auf B; (sonst Sz(|f|) = 00)

= 15515.0) = 5200 = 321000 ~ it ) ) < Do =

=1

(Summanden mit u(B;) = 0 oder 0o sind 0) O

Definition 4.23 Fiir f : D — R mit Eigenschaft (Z) definieren wir

n= [ @xir= s 5
ZeZ(D)
Z-7*
J(f) = / flx)dz := Zeigfl)) Sz
b A/
Bemerkung Es gilt
I(f) < J(f)
J(f) ==1(=f)

Die Definition ist unabhingig von der Wahl von Z* € Z3(D). weil V2™ € Z}(D) ist Z** * Z* gemeinsame
Verfeinerung von Z** und Z*,

sup Sz = sup Sy
Z-Z* 25

infZ -~ Z*S; =inf Z ~ Z**S,
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Definition 4.24 (Lebesgue Integral) Sei D C R™ Lebesgue-messbar, sind fiir eine f : D — R mit Eigenschaft
(Z) das Ober- und Unterintegral gleich, so heiflt die Wert das Lebesgue-Integral von f iiber D

/D f@)dz = J(f) = J(f) = T(f)

und die Funktion f wird Lebesgue integrierbar genannt. Mit £(D) bezeichnen wir die Menge von Lebesgue-
integrierbaren Funktionen.

Bemerkung Das Lebesgue-Integral ist eine Erweiterung von Riemann-Integral:

1 x € QNI0,1]
f@) = {Oxe 0,1\Q

nicht Riemann-Integral, aber Lebesgue-Integrierbar

/01 f(z)dz =0

Notationen

/fd,u = / f(z)dx falls pu- Lebesgue-Masse ist
Lemma 4.25 Das Lebesgue-Integral hat die folgenden Eigenschaften
1. f € L(D) genau dann wenn Bedingung (Z) gilt und Ve3Z. € Z(D), sodass

Sz.(f) = Sz.=¢
(Lebesgue Integrabilititskriterium)
2. Falls f = gfi.und f € £(D),danng € £L(D)und J(f) = J(g)
3. Fur f<g f,geL(D)giltJ(f) < J(g)
4. L(D) ist ein Vektorraum, das heift fiir f, g € L(D),af + Bg € L(D) und

J(af + Bg) = aJ(f) + BJ(9)

5. Ist f € £(D)und ¢ : R — R Lipschitz-stetig mit p(0) = 0,soist p o f € L(D), Auch |f|, fT,f~ €

£(D) und
/D f(z)dz = /D FH@)da + /D f(x)da

6. Sei Z = {B},} € Z(D) eine Zerlegung (disjunkte) und f : D — R U {0} eine beliebige Funktion. Ist
f € L(D), so ist auch

f€eL(Bg),keN /Df(x)da: = Z g f(z)dz
k=1" Bk

Beweis 1. Analog zum Riemann-Integrabilititskriterium (erweitert zu R™) mit Verwendung der Linearitit
von absolut konvergenten Reihen, statt endlichen Summen.
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2. Sei N :={x € D| f(z) = g(x)} ein Nullmenge. Fiir eine Z = {A4;} = {N, D\ N}ist A; C N oder
A; C D\ N.Falls A; C N,dann p*(A4;) = 0.Falls A; € D\ Nist (&) = g(&)

— LS4(f,€) = L54(9,)
= J(f) = Jm LS2(7,€) = lim LS2(3.€) = J(0)

3. Analog zu Monotonie des Riemann-Integral
4. Sei N :={z € D||f(z)| = o0 V |g(x)| = oo} Ahnlich wie in 2.

5. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit | f(x)| < oo auf D (nach 2.). Aus ¢(0) = 0 und
|p(s) — ()] < jls — 1]
folgt
(o(9)] < s
und fiir Z* (aus Bedingung (Z2))
Sz+(lp o fI) < jSz-(If]) < o0
Nach 1.:Ve3Z. € Z(D) mit Sz=(f) — Sz.(f) < &. Wegen

[p(f (@) = p(FW)] < Jlf () = Fy)] < J'<SUp f(z) — inf f($)>

TEA; TEA;

gilt B
Sz.(pof) = Sz(pof) <je
(sup (oo £)(a) = inf (0o o) < (sup fe) -~ inf 1(2)) )
T€A; TEA; TEA; TEA;
= o f € L(D) nach 1.. Die andere mit p(s) = st (s7, |s])
6. Aus Zy, = {BF} € Z(By,), k € N, lisst sich K = {BF};, € Z(D) zusammensetzen. Und umgekehrt

induziert jede Z = {A;} € Z(D) (die Verfeinerung von { By }) Zerlegung Z¥ = {A; N By} € Z(B},).
Es gilt
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Die Z;, sind beliebig —>

L k=1 Bk;
= / f(z)dx > Z/ f(z)dx > / f(z)dz
LD =178k JD
Analog fiir die Obersumme. O

Integrabilititskriterien

Definition 4.26 (messbare Funktion) Sei D C R" Lebesgue-messbar, f : D — R heifdt Lebesgue-messbar,
wenn fiir jedes o € R die folgende Mengen Lebesgue-messbar sind

Nso(f) :={z € D | f(x) > a}
(dquivalente Definition mit <, <, >)
Lemma 4.27 (4.27) Sind die Funktionen f; : D — R messbar, so sind die folgende Funktionen messbar:
fing(x) == ir]:ff(k)(x), Jtiming = limkinf Jr(x)
fsup(x) == supkf(k)(®), flimsup = 1imk8up Jr(z)

Beweis Die Beziehungen
{z € D| fing(x) > a} =p{z € D| fx(z) > af
{2 € D fap(@) > a} = Ufa € D | fu(w) > a}
und die Eigenschaften der o-Algebra von L liefert die Messbarkeit von f;, r und fs;. Aus
Sriming = sup lezlg fi(x)
flimsup = inf sup fZ (1‘)
koi>k
folgt die Messbarkeit von fiimin s, fiimsup Il

Lemma 4.28 Ist f : D — IR Lebesgue integrierbar, D Lebesgue Messbar, so ist f messbar.

Beweis Lebesgue-Integrierbarkeit von f (aufgrund von (Z) Bedingung) = 3Z* = {B*} von D mit
Sz(|f]) < 0. Seien Zy, = {BF} Zerlegungen mit Z* = Z; = Z5...und

| =

Sz.(f) = S8z,(f) <

Dann - -
klin;o ‘SZk (f) = J(f) < k:lglc}o SZk < kh_?olo SZk (f)

Wir definieren Treppenfunktion

o

ov(w) = D0l xpe(x). Cule) = 3 sup xpy(a)
2 i=1 D

=1 T i
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N-o(gx) und N>, (Gg)Va € R sind Lebesgue -messbar und
S2.(1) = Sz,(1)
Sz (f) = 52,(Gk)
gk, G bilden monotone Folgen. Die punktweisen Grenzen
=i
I gD
G := lim Gy
k—oo

sind messbar. Es gilt ¢ < f < G und
Sz (f) = Sz,(9k) < Sz,(9) < Sz.(9) = Sz.(G)
< 87, (G)-eqSz, (Gr) = Sz, (f)

= ¢g,G e L(D)mitJ(f) =J(g9) = J(G).Aus0 < G —g € L(D)und J(G — g) =0folgt G —g =0
inD. = f = gin D und dann auch messbar O

Lemma 4.29 Ist f : D — R messbar und ¢ : R — IR stetig, so sit die Komposition ¢ o f auch messbar.
Beweis (ohne Beweis) O

Bemerkung Damit sind fiir messbare Funktionen f,g : D — R auch die folgenden Funktionen messbar:

fH P > 0),af o <R, f +9,1/f(f #0)

Satz 4.30 Ist D C R Lebesgue-messbar, f : D — R Lebesgue messbar mit der Eigenschaft (Z) und J(f) <
00, so ist f Lebesgue-integrierbar. Insbesondere f : D — IR Lebesgue-integrierbar, wenn sie eine Lebesgue-
integrierbare Majorante hat, das heifit | f]| < g.

Beweis Annahme ;(D) < oo.Ve > 0:
Bp :={x € D |ck_eqf(z) <elk+1)} keZ
Boo ={z € D |[f(2)| = oo}
Die Mengen B, sind messbar und B ist eine Nullmenge. B, B bilden eine disjunkte Zerlegung Z. von D

ek < inf f(x) < sup f(z) <e(k+1)
AeB} z€B;

52.() = X sup f(@n(5) < 3 nf ) +2 B0 < 82,(9) + (D)

kez *€Bk kez

Vorraussetzung: J(f) = supz Sz(f) < co = f ist Lebesgue-integrierbar. Im Fall (D) = 00, nehmen
wir Zerlegung Z = {B;} mit u(B;) < oo. f sit messbar auf D = messbar auf jedem B;Vi und J < 0o

— [, € L(Bi)) = fe€L(D) O

Lemma 4.31 Sei D C R" messbar und ( f;);c eine monotone Folge von f;, € £(D) mit

sup / fr(z)dz| < 0o
keN|JD
Dann ist
f:= lim fr € L(D)
k—o0
und

i /D fu(w)dz = /D T fi () = /D f(x)dz
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Beweis Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ( f}); . monoton wachsend (anderenfalls betrachten wir

(—f&)ren)- Die Menge
Up:={z € D| fi(z) = +oo}

ist eine Nullmenge. Wir setzen
gi = fr(x) — fi(xr) € D\Uy
gr =0 xz e U

(gk)pen ist monoton wachsend und nichtnegativ Lebesgue-integrierbar. Die zugehorige Folge von Lebesgue-
integralen

J(gr) = J(fx) — J(f1)

ist beschrankt. Nach dem Satz von Beppo Levi ist

= lim g, € D

k—00

und

lim gk(x)d$:/Dg(:E)d:E

k—o0 D

Fiir fi = gi + f1 bekommen wir
f=lim frg+ f1
k—oo

Jlim /D fo(z)dz = /D f(z)dz 5

Korollar 4.32 (Lemma von Fatou) Sei D C R" messbar und ( f3)c eine Folge nicht negativer Funktionen
fx € D mit der Eigenscaft

und

sup/ fr(z)dz < 0o

keN JD

Dann gilt:

/hmmffk( )dxﬁliminf/ fr(z)dz
D k—o0 D

k—o00

Wenn zusitzlich

sup fr < g
kEN

mit g € L£(D) so gilt
/ lim sup fx(x)dz > lim sup/ fr(zx
D

k—o0 k—o0
(ohne Beweis)

Satz 4.33 (Satz von Lebesgup zu majorisierten Konvergenz) Sei D C R" messbar und ( f3),,,, eine folge
von lebegue-integrierbaren Funktionen f;, — f f.ii. auf D. Die Folge ( f3 ), besize eine Lebesgue-integrierbare
Majorante (das heiflt | f| < g) f.ii. auf D. Dann ist auch

Jim fi = f e L(D)

und

klirgo/jr)fk($)d$=/I)kliﬂgofk($)d$
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Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fj, g beschrinkt tiberall in D und (f) £, iiberall (sonst
bekommen wir Nullmenden die Werte von Integralen nicht dndern).

lim fk = f
k—ro0
ist messbar, beschrinkt durch g € £(D) = f € L(D). Die nichtnegative Funktion

hin () := sup{|fx(x) = f(z)] | k > m}

sind auch Lebesgue-integrierbar, weil |h,, (x)| < 2g(x) und monoton fallend gegen Null. Nach dem Satz von
Fatou folgt

k
T(f) = T = 1T = NI < T(Ufie = 1) =0 0
Parameterabhingige Integrale
Satz 4.34 (Integration erhilt Stetigkeit in Parameter) Seiena,b € R,a < b,U C R", f € C%[a, b]BU, R™).
Dann ist die Funktion ¢ : U — R, p(x f f(t, z)dt stetig, das heift o € CO(U, R™).

Beweis Seix € Qund x, € Q mitz, — x.Seir > 0 hinreichend klein,sodass Br(x) C U, sei Q =
[a,b] x B,(x).Dannist f gleichmifig stetig auf der kompakten Menge ), das heift zu e > 035 > 0 mit

’f(tlvxl) - f(tQ,QfQ)’ < €v<t17'x1)7 (t27$2) € Q) ‘(tlwz'l) - (tQ,.%'Q)‘ < 6
Zud > 03n* € N, sodass |z, — x| < §Vn > n*. Wir bezeichnen F),(t) := f(t,zy), F = f(t,x). Es gilt

|Fo(t) — F(t)] < e¥n >n*
= |p(zn) — p(z)| = / | Fn(t (t)|dt < |b—aleVn > n*
das heiflt p(x,) — p(x) gleichmiRig = ¢ stetig. O

Satz 4.35 (Integration erhilt Differenzierbarkeit in Parameter) Seiena,b € R,a < b,U C R™und f €
C%([a,b] x U, R™). Die Fuktion f sei partiell in z; differenzierbar und &, f sei stetig auf [a, b] x U. Dann ist

die Funktion ¢ : U — R
b
= / f(t,x)dx

6%90@) = /abazjf<t7x)dt

partiell in x; differenzierbar und es gilt

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seim = 1 (sonst wiederhole das Argument fiir alle Komponente
von f). Sei x € U fest gewihlt und seie > 0, sodass B (z) C U. Wir berechnen

b
plathes) = pla)) = [ G+ hey) = fita))at

Nach dem Mittelwertsatz gibt eszu h > Ound ¢ € [a, b] ein s = s(t, h, x) mit |s| < |h|, sodass

Lt 4 hey) — F(t.)) = 0, f (12 + 3¢
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und daher

Holo+ey) = ot — [ 0,10t =

(&cjf(t, x + sej) — O, f(t,x))dt

mit [s| < |h|. Nach Vorraussetzung ist 0, f stetig und insbesondere gleichmigig stetig auf @ (kompakte Menge).
Daher konvergiert der Integrad auf der rechte Seite gleichmiRig in (x,t) gegen O fiir h — 0 == auch das
Integral gegen Null konvergiert. 0

Satz 4.36 (Satz von Fubini) Seien I,, C R" und I, C R™ kompakte Intervalle mit dem kartesischen Produkt
I =1I,xI,C R"™™und f € R(I). Ferner seien fiir jedes feste y € I, und x € I, die Funktion f(-,y)
beziehungsweise f(z, -) Riemann-integrierbar iiber I, beziehungsweise /,,. Dann sind auch

Fa:(y) = ; f(ac,y)dx, Fy(x) = s f(xay)dy

Riemann-integrierbar tiber I, beziehungsweise I, und es gilt:

/if(:c,y)d(:z:,y) = /1y< . f(x,y)dx>dy = /11< ny(:v,y)dy) dz

Beweis Wir betrachten Zerlegungen Z, = {I;} von I, und Z, = {K;} von I, welche Zerlegungen Z =
{I; x K} erzeugen. Wir setzen

m;j = inf f, M;;:= sup f
IiXKj LL'XKJ‘

= mij|Li] S/ f(z,y)dz, y€K;
I;

= Zmij|li|§/l flz,y)de = F,(y), yeK,

— Y mylllIK| < /K )y = /K | ( /I m,y)dx)dy

Summation iiber j:

— 5=k < [ ([ rac)ay
il [ ([,

Anwendung der dhnlichen Uberlegungen mit der Obersumme liefert:

/1( . f(ac,y)dx)dy <D M|l x K| = Sz(f)

Y %]

In der Limes (beziiglich der Zerlegung ) zum Supremum und Infimum

:>/fmy @< [ ( f(:vy)dm>dy</ly</fxydx>d
/fxy (z,9)

f Riemann-integrierbar itber I = S;f = Sif g
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Bemerkung Die Aussage lisst sih verallgemeinern fiir Funktion f(z1, ..., Zm)

/If(:vl,...,mm)d(xl,...,xm):/I

o o(m)

wobei o eine Permutation von {1, ..., m} ist.

Beispiel 437 1. J = [, md(x,y).f = [1,2] x [3,4]. Es gilt

1L ) [ )

:/12< 1 1 d>dx:(1n(a:+3)—ln(w+4))f=1ﬂ<§i

x+3_x+4

2. fD (zjy)Qd(x,y). D:={(z,y) € R? |1 <2 <2,3<y <2+ z}. Wir definieren

) L (z,y) €D
. — (z+y)
f(z,y) {0 (z,y) € [1,2] x [3,4] \ D

Aus Fubini Satz:

J—/j(ff(x,y)dy)dm—/:(/12f<x,y>dx)dy
[ (L) =L o)

(/I f(ml,...,xm)dxa(m)> coodwg )
(1)

)

2 1 \2%e 2 1 1 1 2
J = — dr = - dr = (1 3) — ~In(2x + 2
/1< $+y>3 g /1< 2x+2+m+3) ! (n(x+) 2n(a:+ )>1
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