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Aufgabe 3.1 4 Punkte
Sei A eine abzdhlbar unendliche Menge und B eine weitere Menge. Zeigen Sie

(a) BC A = B ist hichstens abzihlbar, d.h. endlich oder abzéhlbar unendlich.
(b) Gibt es eine surjektive Abbildung f : A — B, dann ist B hochstens abzéhlbar.
(c¢) Sind A; fiir ¢+ € N abzihlbar unendliche Mengen, dann gilt:

|J Ai st abziihlbar unendlich.

€N

Aufgabe 3.2 4 Punkte

Eine Menge M C R heiflt beschrdnkt, falls sie nach oben und unten beschrinkt ist. Seien
A, B C R nicht leere, beschrinkte Mengen. Zeigen Sie folgende Aussagen fiir

A+B:={a+blac A be B} sowie —A:={-a|acA}

Aufgabe 3.3 4 Punkte
(a) Beweisen Sie fiir das Maximum bzw. Minimum zweier Zahlen z,y € R die Darstel-
lung
zty+|z—yl . . _xty—|r—y
max{zx,y} = — 5 sowie min{z,y} = — s
und zeigen Sie max{—z, —y} = —min{z, y}.

(b) Beweisen Sie die folgenden Abschiitzungen fiir alle z,y € R und ¢ > 0:

2 und  (z+1y)? <222 + 292

2zy| < ex? +ely
(c) Zeigen Sie, dass fiir zwei positive reelle Zahlen x,y > 0 stets gilt:
Ti¥so

y

Verifizieren Sie auBerdem, dass im Falle 0 < m < z,y < M zusétzlich

gilt.

Bitte wenden!
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Aufgabe 3.4 4 Punkte

Betrachten Sie eine monoton steigende Folge (ay,)nen reeller Zahlen, d.h. a,+1 > a,, fiir alle
n € N, welche zusétzlich nach oben beschrinkt sei. Auflerdem sei (b, )nen eine monoton
fallende Folge reeller Zahlen mit b,41 < b, fiir alle n € N sowie nach unten beschrénkt.
Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Fiir jedes € > 0 gibt es ein m € N mit
lap, —al <e VneNn>m,

wobei a := sup{a,, | n € Ny} definiert sei. Dasselbe gilt fiir b,, anstatt a,,, wenn man
a durch b := inf{b,, | n € No} ersetzt.

(b) Die Folge (cy)nen mit ¢, := =L erfiillt die Voraussetzungen fiir eine der Folgen aus
Aufgabenteil (a) und konvergiert gegen 1.

(c) Fiir die rekursiv definierte Folge (d,,)nen mit

dp 1
d]_ .—2, dn+1 —?‘Fa firn € N

gilt d, € Q,d? > 2 sowie d,, > 1 fiir alle n € N und die Folge ist monoton fallend.



