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Aufgabe 2.1 4 Punkte

Konstruktion rationaler Zahlen mithilfe der bekannten ganzen Zahlen Z.

(a) Zeigen Sie, dass für Paare (r, s), (r′, s′) ∈ Z× N durch

(r, s) ∼ (r′, s′) :⇔ rs′ = r′s

eine Äquivalenzrelation auf Z × N definiert ist. Die zugehörigen Äquivalenzklassen
bilden dabei die Menge der rationalen Zahlen Q.

(b) Zeigen Sie, dass Z über die nachfolgende Abbildung in Q eingebettet werden kann,
d.h. beweisen Sie die Injektivität von

ι : Z→ Q := {[(r, s)] | (r, s) ∈ Z× N}, r 7→ [(r, 1)].

Aufgabe 2.2 4 Punkte

Im Folgenden seien a, b ∈ Q, n ∈ N gegeben. Um die Schreibweise aus Aufgabe 2.1 ab-
zukürzen, können Sie rationale Zahlen mit ihrem zugehörigen Bruch identifizieren und die
gewöhnlichen Bruchrechenregeln im Körper Q voraussetzen.

(a) Zeigen Sie für a 6= b die Identität

an − bn

a− b
=

n−1∑
k=0

akbn−1−k.

(b) Eine rationale Zahl a heißt positiv, falls gilt

a ∈ P := {b = r/s ∈ Q | r, s ∈ N}.

Man schreibt auch a > 0 in diesem Fall. Analog zur Ordnung ≤ auf Q definiert man
die strenge Ordnung

b > a :⇔ b− a ∈ P sowie b < a :⇔ a− b ∈ P.

Beweisen Sie die Implikationen

(i) a, b ∈ P ⇒ a+ b ∈ P
(ii) a, b ∈ P ⇒ ab ∈ P, a/b ∈ P
(iii) a, b ∈ P, b < a ⇒ bn < an

(iv) a, b ∈ P, b < a ⇒ a−n < b−n

Bitte wenden!
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Aufgabe 2.3 4 Punkte

(a) Es seien A,B 6= ∅ zwei nach oben beschränkte Teilmengen von R. Zeigen Sie

A ⊂ B ⇒ supA ≤ supB.

(b) Prüfen Sie, ob die reelle Menge

C :=

{
x

1 + x

∣∣∣x ∈ R, x > −1

}
ein Infimum und Supremum bzw. Minimum sowie Maximum besitzt und bestimmen
Sie diese, falls sie existieren.

Aufgabe 2.4 4 Punkte

Für n, k ∈ N0, k ≤ n seien die Fakultät und der Binomialkoeffizient wie in der Vorlesung
definiert

n! :=

n∏
k=1

k und

(
n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
.

Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) (
n+ 1

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
.

(b)
n∑

k=2

k − 1

k!
=
n!− 1

n!
.
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