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Aufgabe 12.1 4 Punkte
Betrachten Sie fiir n € N die Funktion f, : Ry - R, 2 — nwe "’

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f,.

(b) Bestimmen Sie alle Extrempunkte der Funktion f,, und entscheiden Sie, ob sie lokale
oder globale Extrempunkte darstellen.

Ein Wendepunkt xg € I einer stetigen Funktion f : I — R auf einem offenen Intervall
I C R ist dadurch definiert, dass es Intervalle (a,xg), (xo,b) C I gibt mit genau einer der
beiden Eigenschaften:

® fl(a,zo) ist konvex und f/|, s ist konkav
® fl(am) ist konkav und f|(,, s ist konvex
(c) Bestimmen Sie die Wendepunkte der Funktion f, auf dem offenen Intervall Rs.

(d) Konvergiert die Funktionenfolge (gn)nen der auf [0, 1] eingeschriankten Funktionen
Jn = fn|[071] gleichméBig gegen eine Grenzfunktion? Geben Sie die Grenzfunktion
an. Priifen Sie die Vertauschbarkeit

1 1
/ lim g,(z) dz = lim gn(z) dz.
0

n—oo n—oo 0

Aufgabe 12.2 4 Punkte
Seien n € N und eine konvexe Funktion f: R — R gegeben.

(a) Zeigen Sie per Induktion iiber n, dass die Ungleichung

f <Z )\kxk> < Z A f(zy)  fiir Z)\k =1
k=1 k=1 k=1
fiir beliebige zp, € R,k =1,...,n und A\; € R} mit obiger fester Summe gilt.

(b) Sei g :[0,1] — R stetig. Folgern Sie mithilfe von (a) die Abschétzung

f </Olg(x) da;) < /Ol(fog)(:z) da.

(c) Zeigen Sie fiir eine Riemann-integrierbare Funktion A : [0, 1] — R die Ungleichung
1 P 1
([ m@iac) < ["op ao
0 0

Hinweis. Zeigen Sie, dass die Funktion x — xP konvexr auf Ry ist.

fir allep e R,p > 1.

Bitte wenden!
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Aufgabe 12.3 4 Punkte
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : [0, 1] — R die Identitét

! I~ , [k
/0 f(x) dz nl_r)]gos mit S, - g:lf <n)
gilt.

(b) Belegen Sie mit einem Gegenbeispiel, dass es nicht Riemann-integrierbare Funktio-
nen gibt, fiir die der Grenzwert lim,, ., S, dennoch existiert.

(c) Verwenden Sie die obige Gleichung und bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden
Folgen von Partialsummen (A,,),en sowie (By,)pen mit

= n = k
Apn=> ——55 bzw. By=) ——>.
;nQ—FkQ v ;n2+k2

Aufgabe 12.4 4 Punkte
(a) Bestimmen Sie den Wert des Integrals

2
/ |sin(z)| dz.
0

(b) Fiir p € R sei die Funktion f,, gegeben mit

1
22+ pr’

fp R\ {-p,0} = R, T

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit des Parameters p eine Stammfunktion von f.

Hinweis. Sie diirfen das Prinzip der Partialbruchzerlegung aus der Plenaribung an-
wenden.

(c) Bestimmen Sie das Integral

z 1
@)= [ Y@ Y

fiir x € R,z > 2 in Abhéngigkeit von o € R.
Priifen Sie aulerdem in Abhéngigkeit von a die Konvergenz lim, ;o 1o ().

(d) Berechnen Sie den Wert des Integrals

1
/ z2e ™ dx.
0



