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Aufgabe 12.1 4 Punkte

Betrachten Sie für n ∈ N die Funktion fn : R+ → R, x 7→ nxe−nx
2
.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen von fn.

(b) Bestimmen Sie alle Extrempunkte der Funktion fn und entscheiden Sie, ob sie lokale
oder globale Extrempunkte darstellen.

Ein Wendepunkt x0 ∈ I einer stetigen Funktion f : I → R auf einem offenen Intervall
I ⊂ R ist dadurch definiert, dass es Intervalle (a, x0), (x0, b) ⊂ I gibt mit genau einer der
beiden Eigenschaften:

• f |(a,x0) ist konvex und f |(x0,b) ist konkav

• f |(a,x0) ist konkav und f |(x0,b) ist konvex

(c) Bestimmen Sie die Wendepunkte der Funktion fn auf dem offenen Intervall R>0.

(d) Konvergiert die Funktionenfolge (gn)n∈N der auf [0, 1] eingeschränkten Funktionen
gn = fn|[0,1] gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion? Geben Sie die Grenzfunktion
an. Prüfen Sie die Vertauschbarkeit∫ 1

0
lim
n→∞

gn(x) dx = lim
n→∞

∫ 1

0
gn(x) dx.

Aufgabe 12.2 4 Punkte

Seien n ∈ N und eine konvexe Funktion f : R→ R gegeben.

(a) Zeigen Sie per Induktion über n, dass die Ungleichung

f

(
n∑
k=1

λkxk

)
≤

n∑
k=1

λkf(xk) für

n∑
k=1

λk = 1

für beliebige xk ∈ R, k = 1, . . . , n und λk ∈ R+ mit obiger fester Summe gilt.

(b) Sei g : [0, 1]→ R stetig. Folgern Sie mithilfe von (a) die Abschätzung

f

(∫ 1

0
g(x) dx

)
≤
∫ 1

0
(f ◦ g)(x) dx.

(c) Zeigen Sie für eine Riemann-integrierbare Funktion h : [0, 1]→ R die Ungleichung(∫ 1

0
|h(x)| dx

)p
≤
∫ 1

0
|h(x)|p dx

für alle p ∈ R, p ≥ 1.

Hinweis. Zeigen Sie, dass die Funktion x 7→ xp konvex auf R+ ist.

Bitte wenden!
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Aufgabe 12.3 4 Punkte

(a) Zeigen Sie, dass für eine Riemann-integrierbare Funktion f : [0, 1]→ R die Identität∫ 1

0
f(x) dx = lim

n→∞
Sn mit Sn =

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
gilt.

(b) Belegen Sie mit einem Gegenbeispiel, dass es nicht Riemann-integrierbare Funktio-
nen gibt, für die der Grenzwert limn→∞ Sn dennoch existiert.

(c) Verwenden Sie die obige Gleichung und bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden
Folgen von Partialsummen (An)n∈N sowie (Bn)n∈N mit

An =
n∑
k=1

n

n2 + k2
bzw. Bn =

n∑
k=1

k

n2 + k2
.

Aufgabe 12.4 4 Punkte

(a) Bestimmen Sie den Wert des Integrals∫ 2π

0
| sin(x)| dx.

(b) Für p ∈ R sei die Funktion fp gegeben mit

fp : R \ {−p, 0} → R, x 7→ 1

x2 + px
.

Bestimmen Sie in Abhängigkeit des Parameters p eine Stammfunktion von fp.

Hinweis. Sie dürfen das Prinzip der Partialbruchzerlegung aus der Plenarübung an-
wenden.

(c) Bestimmen Sie das Integral

Iα(x) :=

∫ x

2

1

y(ln(y))α
dy

für x ∈ R, x ≥ 2 in Abhängigkeit von α ∈ R.
Prüfen Sie außerdem in Abhängigkeit von α die Konvergenz limx→∞ Iα(x).

(d) Berechnen Sie den Wert des Integrals∫ 1

0
x2e−x dx.
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