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Aufgabe 10.1 4 Punkte

Seien a, b ∈ R, a < b und die differenzierbare Funktion f : (a, b)→ R gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f im Fall

f ′(x) ≥ 0 für alle x ∈ (a, b)

monoton steigend ist und für f ′(x) > 0 für alle x ∈ (a, b) sogar streng monoton
steigt.

(b) Folgern Sie, dass im Fall f ′(x) ≤ 0 bzw. f ′(x) < 0 für alle x ∈ (a, b) die Funktion f
monoton bzw. streng monoton fällt.

(c) Beweisen Sie, dass f mit f ′(x) = 0 für alle x ∈ (a, b) bereits konstant ist.

(d) Betrachten Sie die Tangens-Funktion

tan(x) :=
sin(x)

cos(x)
für x ∈ R mit cos(x) 6= 0.

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D von tan und die Bereiche von
D, in denen die Funktion streng monoton wachsend bzw. fallend ist.

Aufgabe 10.2 4 Punkte

Prüfen Sie, ob die folgenden Funktionen auf den angegebenen Definitionsbereichen diffe-
renzierbar sind und geben Sie die Ableitungen in den Bereichen an, wo sie existieren.

(a) f : R+ → R+, x 7→
√
x+
√
x, wobei

√
0 = 0 wie in Aufgabe 10.4 (b) bemerkt.

(b) g : R>0 → R>0 mit g(x) = xx.

(c) Die Umkehrfunktion Arcustangens arctan des Tangens tan eingeschränkt auf (−ξ, ξ),
wobei ξ wie in Aufgabe 9.2 definiert ist.

Betrachten Sie die Funktion

h : R→ R, x 7→

{
x2 cos(x−1), falls x 6= 0,

0, sonst.

Zeigen Sie, dass h differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist.

Bitte wenden!
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Aufgabe 10.3 4 Punkte

Für α ∈ R, k ∈ N seien die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten(
α

k

)
:=

α(α− 1) · . . . · (α− k + 1)

k!
sowie

(
α

0

)
:= 1

definiert.

(a) Zeigen Sie, dass das n-te Taylorpolynom der Funktion

fα : (−1,∞)→ R, x 7→ (1 + x)α

für festes α ∈ R um den Entwicklungspunkt x0 = 0 durch

Tn(x) =
n∑
k=0

(
α

k

)
xk, n ∈ N0,

gegeben ist. Ermitteln Sie den Konvergenzradius der Reihe.

(b) Beweisen Sie, dass die Taylorreihe T∞ für festes x ∈ (−1, 1) die Funktion fα darstellt,
d.h. T∞(x) = fα(x) gilt.

Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 4.4 bei der Abschätzung des Restglieds.

(c) Zeigen Sie für α ∈ (0, 1) und u, v ∈ R+ die Abschätzung (u + v)α ≤ uα + vα und
folgern Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung

|yα − xα| ≤ |y − x|α ∀ x, y ∈ R+.

Aufgabe 10.4 4 Punkte

(a) Seien a, b ∈ R, a < b gegeben und f : [a, b] → R stetig und differenzierbar auf (a, b)
mit gleichmäßig beschränkten Ableitungen, d.h. es gibt ein L > 0 mit |f ′(x)| ≤ L
für alle x ∈ (a, b). Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist,
d.h. beweisen Sie

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| ∀ x, y ∈ [a, b].

(b) Prüfen Sie, für welche α ∈ R>0 die Funktion gα : [0, 1]→ R, x 7→ xα Lipschitz-stetig
bzw. gleichmäßig stetig ist. Dabei ist 0α = 0, denn limx→0+ x

α = 0 aufgrund der
Stetigkeit der Exponentialfunktion.

(c) Für welche Parameter α > 0 ist hα : [0,∞) → R, x 7→ xα Lipschitz-stetig bzw.
gleichmäßig stetig? Bitte begründen Sie Ihr Ergebnis.

Hinweis. Sie können zum Beweis der gleichmäßigen Stetigkeit Aufgabe 10.3 verwen-
den.
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