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1 Mengen und Zahlen
Quantoren, Mengen
Aquivalenzrelationen, Abbildungen
f: X =Y heifit

injektiv, wenn Va,,zy € X : f(zy) = f(zq)
Ty = T
surjektiv,w enn f(

=

X)=Y < VyeYixecua:

f(@) =1y
bijektiv, wenn surjektiv und injektiv <= dlg
Y = X,go f=1id,, fog=id,

f: X —>Y,9:Y — Z injektiv/surjektiv = go f
injektiv/surjektiv.
ﬁlo f injektiv = f injektiv
atiirliche Zahlen:
Peano-Axiome
vollstidndige Induktion
Korper Q, R, Ordnungsrelationen
Abzahlbarkeit: n € N, A, == m e N | m <n =
1,...,n
Menge M heifit
endlich, wenn es ein n € N und eine bijektive
Abbildung f: M — A, gibt.

abzdhlbar uneindlich,w enn es eine bijektive
Abbildung f: M — N gibt.

(D\I,N2,Z,Q, kartesiches Produkt abzahlbarer
Mengen, abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer
Mengen)

iiberabzdhlbar, wenn sie weder endlich noch

abzéhlbar ist.

(R, Menge der Folgen mit Werten in 0, 1 ) hochstens
abzahlbar, wenn sie abzéhlbar oder endlich ist
Schranken: M Menge, A C M, dann heif3t S € M
obere Schranke, wenn Vo € A: 2 < S

untere Schranke, wenn Vo € A:x > S

Supremum von A, wenn fir alle oberen Schranken
S” von A gilt S < S’

Infimum von A, wenn fiir alle untere Schranken S’
von A gilt S’ < S

Axiome der reellen Zahlen: Korper, geordnet,
Einbettung von N
Vollstéandigkeit: Jede nach oben beschrinkte

Teilmenge hat ein Supremum.

Archimedisches Prinzip: Ve e R: IneN:xz <n

M C R beschrankt:

S (obere Schranke) ist Supremum <= Ve > 03z €
M:S—e<«x

S (unter Schranke) ist Infimum <= Ve > 03z €
M: S+

0 + A B C R beschriankt, sodass A C B, dann
sup A § sup B

Monotonie:

f+ A — B heifit (streng) monoton wachsend, wenn
<y = fl@) < (<)f(y)

f:+ A — B heifit (streng) monoton fallend, wenn

z<y = f(z)>(>)f(y)

(operationen),

T x>0
Betrag: |-|: R - R -
etrag: || : R = R,z — r z<0
~ x40
Signum: sgn: R — —1,0,1 ,z+— |z]
0 z=0
lz -yl = lz| - Jyl |z +yl < |=] + |yl [lz| =yl <

lz—yl,|lz—y|<e <= z—e<y<axz+e
Fakultéit/Binominalkoeffizient: k,n € N,
n n! n

= = — n-1 n-1
O ey N TR Rl S
Binominalsatz: Vn € Ny, z,y € R gilt:

n
_ Z(k>xn kyk

k=0
Bernoulli-Ungleichung: Fir > —1,n € N gilt
(I+z)">1+2an
Intervalle: D C R heif3t Intervall, wenn es fiir
r,y € D mit x <y fir alle z € R mit z < z < y gilt

(x+y)"

ze€D

(beschrénkt) offene Intervalle (a,b),a,b € R
(beschrankt) abgeschlossene Intervalle [a, b, a,b €
R

Halbgeraden

(a7 00)7 (—OO, b)v [av 00)7 (—OO, b]v a, beR
reelle Gerade (—oo, 00) =R
Komplexe Zahlen: definiere auf R x R
+: (@1, Y1), (T2, ¥2) = (21 + T9, ¥y + Y2)
sy, yn)s (29, y2) 2 (T2 — Y1Y2, T1Ys + Y122)
C = (R x R,+,+) ist Korper mit Losungen der
Gleichung

(z,y) (z,y)+(1,0) = (0,0) der Form +i := (0, +1)
Schreibweise: z € C,z =z + 1y

r = R(z),y = T(z),R ist eingebetteter
Unterkorper

R=2€C|J(z) =

H: @%&,ZHpm( )2+ 3(2)?

iC—=Coz z2:=NR(2) —iJ(2)

|z\2 =z z

Ex existiert keine Ordungsrelation auf C, die die
Korperstruktor respektiert. (0 <42 <2 +1=04)
Fundamentalsatz der Algebra:

Jedes Polynom 2" + a,,_12" 1 + -+ a;z + ag mit
Koeffizienten in C hat eine Nullstelle in C

2 Folgen und Reihen

(reelle) Folge ist Abbildung a : N — R

a(n) =iy, a4 = (an)nEN

(ap)nen konvergiert gegenDen Grenzewrt a € R,

wenn fiir alle € > 0 ein N, € N existiert, sodass

la, —a <el¥Vn > N,

(ap)nen heiBt Cauchy-Folge, wenn fiir alle e > 0
ein N, € N existiert, sodass

|an - a‘ml <evVmz=n > Na

(ap,)nen konvergiert < (a,,),cn Cauchy-Folge.

a heifit Haufungswert der Folge (a,,),,cy, wenn fir
alle € > 0 unendlich viele Folgenglieder im Intervall
(a —e,a+ ¢) liegen.

jeder Grenzwert ist auch ein Haufungswert (aber
nicht notwendig umgekehrt)

Grenzwerte sind eindeutig (Héufungswerte aber
nicht notwendig).

M C R,a Haufungspunkt von M, wenn fir
alle £ > 0 unendlich viele z € M im Intervall
(a—e,a+e).

(ap)pen Folge, M = a, | n € N, dann a
Héaufungswert der Folge <= a Haufungspunkt
der Menge, aber nicht notwendig umgekehrt,
(a,, = 1¥n € N)

Eigenschaften des Grenzwerts

Eindeutigkeit: sind a,a’ Grenzwert der Folge

(ap)nen, dann gilt a = a’

Ist (a,,),cn eine beschriankte, monoton wachsende
Folge M := a, | n € N, dann a,, »"7> sup M
Ist (a,),cn eine beschrankte, monoton fallende
Folge M := a,, | n € N, dann a,, —»"7> inf M
Stabilitdt:  Sind  (a,),ens (b, )pen  konvergente
Folgen mit Grenzwert a, b, dann

(a‘n + bn)nEfN =" a+b

(an . bn)nEN —="7%a-b

|ay| =77 a

b, #0vn e N,b#0:a,/b, =" a/b

Ist a = b, (c
dann

¢, %””OO a="b

Elfy € (0 1) : ‘anrl‘ < V‘bnlvn eEN = bn =70
1/n,1/n2%,1/n3, - =770

geometrische Folge, |¢| <1

a, = cq" _yn—00 ()

n 1— n+1 1

Z qu —c 4q _yn—00

k=0 I—q l—q

1+ l)n _yn—oo o (1— i)n _yn—oo 1
2" "I‘I, €

‘LE| >1: 7' _yn—00 () Hn%oc 0

n'"
Bolzano-Welerstraﬁ Sei A C R, dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
A ist beschrankt und abgeschlosen.
jede Folge in A hat einen Haufungswert in A.
jede Fogle in A hat eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert A.
Jede Folge hat eine monotone Teilfolge.

o0

(an>n€N — Reihe Z 2%

n=1
n
Folge der Partialsummen S,, = Z ay,
k=1
Konvergenzkriterien:

Notwendig: (a,,),cy Nullfolge
Cauchy: Ve > 03N, e N:Vn >m > N,_:

n
k=m+1
Leibnitz:

a‘n‘ < €

(ap)nen alternierend und |a,| ist

n)nen Folge mit a,, < ¢, <b,Vn € N,

monoton fallend und a, —"7*° 0. Auferdem

OO
1> anl < lay,[Vm e N

k=m

[ee)
Absolute Konvergenz: 3~ |a,,|
konvergent

= Ziil ag

o
Majorante: Ist an (absolut) konvergent und

n=1

o0
gilt [ay| < by fiir fast alle k = Y a; absolut
k=1
konvergent.

OO
Minorante: Ist an divergent und gilt b, < |ay|

n=1

(o]
fur fast alle k = Z a;, divergent.

=1
Waurzelkriterum: vlf/enn es ¢ € (0,1)
"la,] < q < 1Vk = absolute Konvergenz
S ay, (alternativ: limsup "Pla,] < 1 Konvergenz,
limsup "Pla;] > 1 = Divergenz)
Quotientenkriterium: wenn es g € (0,1) gibt mit
|a,1/ax] < g <1 = absolute Konvergenz ) a;
(alternativ: limsup|a;,_;/a,] < 1)
Cauchy’scher Verdichtungssatz: Reihe ) a;,a; >
0, ay, —k=0 0, dann gilt
Zak = S 2%a,.

Teleskopreihe (a,, ),y Nullfolge =
o0

Z(ak — A1) =a;
k=1
oder auch

mit

o]
—S = Y (ag—apq) =S5
k=1
Umordnungsatz: Ist ) a,, absolut konvergent, dann
gilt V7 : N — N (bijektiv) ist auch 3 a,,, absolut
konvergent mit dem gleichen Grenzwert.
=]

a,, _yn—00 g

Potenzreihen: Zak(x — z4)* Koeffizienten a,, € C.
k=0

Entwicklungspunkt .

Potenzreiehn konvergieren absolut Vz € C mit

1

‘x—x ‘ < pi=—
0 limsup Pla,]|
k—o0

(mit der Konvention 1/00 =0, } = o)

p heifit Konvergenzradius.

3  Stetige Funktionen

f+ D — R heifit stetig in z; € D wenn fiir alle
Folgen in D mit x,, -*7 z gilt

fw,) ="7% fzg)

[ heifit stetig auf D, wenn f in allen Punkten von
D stetig ist.

f: D — R hat in 2, € D einen Grenzwert, wenn



fiir alle Folgen in D mit x,, =77 z, gilt
f(zx,,) =7 a, schreibe lim flx)=a

einseitiger Grenzwert:

iif; flz) = Ilggof | osay (@)
}gr(l] flz) = wlgi-lo Flaocay (@)

Asymptotik: f: D — R, D unbeschréankt.

f hat Grenzwert a in co, wenn

Ve >03ceR:|f(x)—al <eVax >c

f(x) =*7%0 +oo, wenn Ve € R,35 > 0 :
¢, < —cVx € (xzg—6, 29 +)N(D x)
Stetigkeit ist stabil gegeniiber punktweisen
Summen, Produkt, Quotient (% 0) und
Komposition, das heifit

flz) >

f,gstetig = f+g,f9,(f/g9)(g#0),go f stetig.

(f +9)(x) = flz) +g(x),(f-g)(x) = f(z) g(z).

e-0-Kriterium: f : D — R ist stetig in =, € D,
< Ve >035.,,>0:VzeD:

|z —zo| <6 = [f(z) = flzo)| <&

gleichméfBige Stetigkeit: Eine stetige Funktion f

heiit gleichméBig stetig, wenn Ve > 035, > O :

Ve,ye D:

lz—yl <6 = |f(x)— fly )\<€

Llpschltz Stetigkeit: f D — R heifit
lpschltzstetlg, wenn es L > 0, sodass Vz,y € D

\f( )= fy)| < Llz -y

Lipschitz-stetig = gleichméBig stetig — stetig.
Satz von der gleichméaBigen Stetigkeit:

f:]a,b] — R stetig = f ist gleichméBig stetig auf
[a, b] Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen:
Satz vom Extremum: Sei f : D — R stetig, D

beschrankt und abgeschlossen Dann existeren
'rl'[llll7 xlTldX? SOda’SS .

sup f(fE) = f(xmax> inf f({b) = f(xmin)

zeD zeD

Zwischenwertsatz: Sei f : [a,b] — R stetig, dann
gibt es zu y € [f(a), f(b)] ein £ € (a,b), sodass
f(&) =y (starker: Vy € [min f, max f])
Monotonie: f : (a,b) — R stetig ist genau dann
injektiv, wenn sie streng monoton ist.
Funktionsfolgen: n € N, f,, : D — N
(fu)nen konvergiert punktweise, wenn fir alle
x € D die Zahlenfolge (f, (z)),, € N konvergiert
gegen Grenzfunktion f : f, (x) =" f(x). (sprich:
Ve > 03N, , € N:[f,(x) — f(x)| <eVn > N,
gleichméfige Konvergenz: (fr)nen
gleichméfBig konvergent auf D gegen
Grenzfunktion f, wenn Ve > 0
IN, € N : |f,(x) — f(z)] < e¥n > N.Vx € D
. D - R stetig und (f,),c konvergiert
glelchmaﬁlg gegen f, dann ist auch f stetig.
Funktionenrdume: C([a,b]) = [a,b] = R |
f stetig
R-Vektorraum (in der Regel unendlich dimensional)
@([CL, b]) - [R+’ fe ma’XTE[a b] |f< )‘
([a, b]),

ps,a:)
heif3t
die

Norm, normierer Raum (€ [- Hoo

Ve,ye V,AeR:

2] = 0, |2 = 0 <> = =0, |Az| =
Izl ¥ Il

Konvergenzbegriff in Norm: f,, — f beziglich
[l <= Ve >03IN e N:|f, — flloc <e¥n >N
Satz von Arzela-Ascoli: (f,),en < C(la, b))
Folge von gleichméaBig beschriankten (das heift
sup, . [fnlle < ©0) und gleichgradig stetig (das
heift Ve > 0,35 > 0Vn € N : sup,_ y‘<5‘fn(1) —

fn(y)| <€) dann gibt es eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in C([a, b]) beziiglich ||,

4 Differentialrechnung

f:D — R,zy € D, definiere

Dy, f(zg) = M

fzg)
f hei3t differenzierbar in x, wenn fiir jede Nullfolge
(hy)nen die Folge der Differenzenquotienten
(Dp, f(zo))pen  konvergiert. Der  Grenzwert
ILm D, f(zy) heiit Ableitung von f im Punkt
n—00 n

Zo, f/(l’o)-

Alternativ: 3L : R — R : f(x) = f(zg) + L(z —
@) + r(z — xp) mit (r(z — xg))/(x — o) =770
03 f/ (I()) =L

f differenzierbar in xy; = f stetig in z.

f ist differenzierbar auf D, wenn f in jedem Punkt
differenzierbar ist.

Fasse f’ als Funktion f': D — R,z — f'(x)

f heiBt stetig differenzierbar, wenn f’ stetig ist.
n-te Ableitung: £ (zq) = (f"1){wy), fO = f.
f heiBt glatt, wenn ") fiir alle n € N existiert.
Stabilitat: f,g: D — R,zq € D

Az, |z + vl <

Linearitit: (af + Bg)(zg) = af/(zy) +
By (xg)Ver, B ER

Produktregel: (f - g)'(zg) = f'(zg)g(zg) +
f(zo)g' (z0)

hat g keine Nullstelle, so gilt:

Quotientenregel: (f/g)"(zo) = (f'(z0)g(wg) —
F(w0)d (20))/ % (0)

Kettenregel: f : D — D’,g : D’ — R beide
differenzierbar in xq € D, f(zq) € D’. dann
ist (g0 f)(zg) = g'(f(zg))f (xy) Satz von der

inversen Funktion: f : D — R stetig, injektiv, D
abgeschlossen, f differenzierbar in xy € D, f: D —
f(D) bijektiv. = 3f' : f(D) — D und es gilt
(F1) (fmg)) = 1/ f (o)

Extremwertheorie: f : D — R hat in zq € D ein
globales Extremum wenn gilt:

f(zg) > f(z)Ve € D (Maximum)

flzg) < f(z)Vax € D (Minimum)

f hat ein lokales Extremum, wenn obige
Bedingungen auf einer J§-Umgebung von x
zutreffen.

Satz von Extremum: (notwendige Bedingung)

f:(a,b) — R differenzierbar hat lokales Extremum
in z € (a,b), dann gilt f'(zy) =0

1. Mittelwertsatz: Ist f D — R stetig und
differenzierbar in (a,b), dann gibt es « € (a,b),
sodass

f(b) = f(a)

o=

Hinreichende Bedingung: Sei f: (a,b) — R zweimal
differenzierbar mit f'(zy) = 0 und f”(zy) # 0, dann
folgt f hat in z; ein lokales Extremum. (Maximum
fiir <, Minimum far >)
Taylorentwicklung: f :
dlfferenmerbar

Z

n-te Taylorpolynom mit Entwicklungsstelle x.
f (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, dann gibt es zu
jedem z € (a,b) ein £ zwischen x und x, sodass

(a,b) — R m-mal stetig

n(Tos T xo)k

(n+1)
@) = ta(20,) = Ry(z) = S (w = a))
f glatt =
k
b (g, Zf( (zo) (@ — )k

[ ist analytlsch in x(, wenn es in (xg — p,zy + p)
eine Umgebung gibt, sodass f(z) =t (zo, z) Regel
von L’Hospital: f,g : (a,b) — R sodass g’'(z) # 0
und der Grenzwert f'(z)/g'(z) =+*7* ¢ € R, dann

gilt:
lim f(z) = lim g(x) € —00,0,00 = lim fz) =c
T—a T—a z—a g(x)

Differentation und Limes: (f,),cy Folge stetig

differenzierbarer Funktionen auf beschrankten
Intervallen mit punktweisen Grenzwert
Jplz) =7 f(z) und gilt f, =" f*

gleichméfBig, dann gilt f ist differenzierbar mit

) = 1 (@)

5 Integration

Zerlegung: [ar b}v VARSS Ty, 3Ty 5Ty = A, Ty =
b,y <z <<,

Feinheit: h := max;_; ... , [z} — 25|

Zerlegung aquidistant : <= h konstant in k.
f: [av b] —R,Z Zerlegung, Ik - [wk 1 xk]

Obersumme: S, f(x Z Sélp flx)(xy, —xp_q)
—12€l)

Untersumme: 8, f(z) = i;gf F@) @, — )
— k=1 ]

Oberintegral: /a f(z)dx = Zeizr,l(fz.b) Sy f(x)

Unterintegral: /b flx)de = Z:;(E ) S, f(z)

/ flz)dx < / flx

f heiBt Riemann-integrierbar, wenn

/ flz)dx = / f(x)dz

i Ve > oazae 2(a,b)|S, f(z) - S |<e

Riemannsche Summe: f :
& €1y,

la,b] = R, Z Zerlegung,

RS;(f) = f(&)(@

Sei f beschrankt. f ist Riemann-integrierbar <=
Y(Z,)pew € Z(a,b) mit h, — 0 die zugehdrigen
Riemannschen Summen konvergieren und den
gleichen Grenzwert haben.

stetige Funktionen sind integrierbar.

monotone Funktionen sind integrierbar.

f : [a,b] — R integrierbar, dann auch fir jedes
,d] C [a,b] und es gilt fir ¢ € [a, b]:

/f da:+/f dx—/f )dx

Ferner ist das Integral llnear das helBt Vo, B €R:

/a (af + Bg)dx = oz/ f(m)d:erﬁ/ g(z)da

Monoton: g(x) >f(

[ [ s

Standardabschatzung: m < f(x)
la,b] =

b
m(ba) < / flz)de < M(b—a)

Definitheit: f(x) > 0Vz € [a, b], fab flz)dz =0 =
flz)=0

Mittelwertsatz: f : [a,b] — R stetig, g : [a,b] — R
integrierbar ohne Vorraussetzungen, dann gibt es
¢ € [a, b] mit

b b
f(if)g(iﬂ)dw:f(ﬁ)/ g(z)dz Stammfunktion:

va va
F,f [a,b] — R, F differenzierbar
Stammfunktion vin f, wenn gilt: F’ = f.

Fundamentalsatz der Analysis: f : [a,b] — R stetig
=

F(x)=

K~ Tho1)

Va:E[a b =

< MVx €

heif3t

xr
f(z)da ist eine Stammfunktion von f.

a
Ist F' Stammfunktion von f, dann gilt:

/ f(z)de = [F(z)] = F(b) — F(a)

[a, 0]
differenzierbar, dann gilt:

[ s i [ s

Substitution: ¢ e, d] — [a b] stetig differenzierbar,

dann gilt:
B(b)
(z)dx —/
5

/ (p(@)e )

Partlelle Integration: f,g — R stetig

2)dz = [f(a

flz)dx



