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1 Einleitung
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2 Mengen und Zahlen

2.1 Logische Regeln und Zeichen

2.1.1 Quantoren
Vo firallex
dx  es gibt (mindestens) ein x
dlx  es gibt genau ein x

2.1.2 Hinreichend und Notwendig

« A = B:wenn A gilt, gilt auch B, A ist hinreichend fiir B, daraus folgt: B ist notwendig fiir A,
Ungiiltigkeit von B impliziert die Ungiiltigkeit von A (B = —A)

« A < B: Agilt, genau dann, wenn B gilt

2.1.3 Beweistypen
Direkter Schluss A — B

Beispiel m gerade Zahl = m? gerade Zahl
1. Beweis m gerade = 3n € Nsodass m = 2n = m? = 4n? = 2k, wobei k = 2n? € NO
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Beweis der Transponierten (der Kontraposition) ZumBeweis A —> Bzeigtman—-B — —-A(A — B) <—
(—B) = (~4)

Beispiel Seim € N, dann gilt m? gerade = m gerade

2

1. Beweis Wir zeigen: m ist ungerade = m~ ungerade

meN: m=2n+1 = m2:(2n+1)2:2k+1,k:2n2—|—2n€ﬂ\1 — m? ungeradel]

Indirekter Schluss ( Beweis durch Widerspruch) Man nimmt an, dass A = B nicht gilt, das heif}t
A A =B und zeigt, dass dann fiir eine Aussage C' gelten muss C = —C), also ein Widerspruch
Beispiel Agc Q:a?=2
1. Beweis Wir nehmen an, dass da € @) : a? = 2 Dann folgt: 3b, ¢ € 7 teilerfremd (ohne Einschrinkung,

denn sonst kiirzen soweit wie moglich) mit a = g Falls

b\” b’
=2 = <) =2=5=2 = b =2¢> = b®gerade = bist gerade (schon gezeigt)
c c

— 3d € Nsodass b = 2d = b> = 4d°

AuRerdem b? = 2¢> = 2¢? = 4d> = ? = 2d> = cist auch gerade. Also miissen b und c
beide gerade sein, also nicht teilerfremd, damit haben wir einen Widerspruch hergeleitet [J

2.1.4 Summenzeichen und Produktzeichen

Summenzeichen Wir definieren fiirm > 0
m
Zak =yt ...+ ay
k=m

fallsn > m

falls n < m (sogenannten leere Summe)

Produktzeichen

ﬁ Qm * ... - ap fallsm >m
ap =
i F 1 falls n < m (sog. leeres Produkt)

2.2 Mengen

2.2.1 Definition

(Georg Cantor 1885) Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl unterschiedenen
Objekten (welche die Elemente von M genannt werden), zu einem Ganzen M dadurch ist charakterisiert, dass
von jedem vorliegendem Objekt x feststeht, ab gilt

« ¢ € M (x Element von M)

« x 7€ M (x kein Element von M)

M ={x1,z9,...,2,}
M = {z | A(z)} — eine Menge Mfirdiex € M <= A(x)
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2.2.2 Mengenrelationen

+ Mengeninklusion A C M (A ist eine Teilmenge von M)
Ve:(xr €A = z e M)

zum Beispiel N C Z

A=B < Vz:(r €A < z€B)

A C M (strikte Teilmenge) <—= ACMANA# M

() : leere Menge Az :x € ()

Wir setzen fest, dass () eine Teilmenge jeder Menge ist. Zum Beispiel
{reR:2*+1=0}

« Durchschnitt
ANB:={z|z€ ANz € B}

 Vereinigung

AUB:={z|xz€ AVz e B}
« Differenz (auch Komplement von B in A)

A\ B:={z |z € ANz & B} := C,B (auch B°)

2.2.3 Potenzmenge

Potenzmenge A

P(A):={B|BC A}
Alle Teilmengen von A

Beispiel
P({1,2}) = {{1},{2},{1,2},0}
2.2.4 Familien von Mengen
Sei I eine Indexmenge, I C N, (A;),; eine Familie von Mengen A
Durchschnitt von A
Nier = {z [ Vierz € A;}
Vereinigung

UieI:{tz’eI:xeAi}
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2.2.5 Rechenregeln
A, B,C, D seien Mengen
-0cA
«c ACA Reflexivitit
«ACB,BC(C = ACC Transitivitit
«- ANB=BNA\AUB=BUA Kommutativitit
c (ANB)NC=An(BNC)\(AuB)UC =AU(BUC) Assoziativitit

« AN(BUC) = (ANB)U(ANC)\AU(BNC) = (AUB)N

Eigenschaften der Komplementbildung:
Seien A, B C D(CpA := D\ A), dann gilt

Cp(CpA) = A

CD(AOB) =CpAUCpB
CD(AUB) =CpANnCpB

- Beweis:

(AUC)

r€Cp(ANB) <= z€DAN(x¢(ANB)) <= z€DAN(x¢AVa ¢B)

< (zxeDNxgA)V(re DAz ¢B)
< (reD\A)V(@xeD\B) < xz€D\(AUB)O

- Bemerkung: Komplement kann man auch mit A bezeichnen

2.2.6 geordneter Tupel

Seixq,x2, ..., 2y (nicht notwendig verschiedene) Objekte. Ein geordneter n-Tupel

(951,3327---73371):(yl,---ayn) <~ 1 =Y1,y---

Beachte:

{z1,..yxn} ={Yi,- -, yn} /~ 1 =11,...

2.2.7 Kartesisches Produkt

Seien

y Ln = Yn

» Ln :y'fl

Ay x Ay x ... x Ap = {(z1,22,...,25) | zj € Ajj € N,j < n}

Beispiel

7% =7 x 7

« R" n-dimensionaler Raum von reellen Zahlen
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2.2.8 Aquivalenzrelation

Eine Aquivalenzrelation auf eine Menge A ist eine Beziehung zwischen ihren Elementen (Bezeichnung: a ~ b),
sodass

« Fiir jede zwei a, b € A gilt entwedera ~ bV a £ b

ca~a Reflexivitit
ca~b = b~a Symmetrie
ca~bb~c = a~c Transitivitit

Mit Hilfe einer Aquivalenzrelation lassen sich die Elemente einer Menge in so genannte Aquivalenzklassen
einordnen: [a] : {b€ A | b~ a}

2.3 Relationen und Abbildungen

2.3.1 Relationen

Unter einer Relation verstehen wir eine Teilmenge 2 C X XY wobei X, Y Mengensind. Fiirz € X definieren
wir, das Bild von x unter R

R(X)={yeY|[(z,y) € R}
und Definitionsbereiche von R (beziiglich X)

D(R) :={r € X | R(z) # 0}

2.3.2 Graph der Abbildung
R C X XY heifst Graph der Abbildung (Funktion)
f:X—>Y < DR)=X,VexeX:Rx)={f(z)}

also enthilt R(z) genau ein Element.

X heif3t Definitionsbereich von f

Y heiflt Werte- oder Bildbereich von f (Bild)
z € X heifdt Argument

f(x) € Y heilt Wert von f an der Stelle x

Beispiel f:R — R,z — x? dannist der Graphvon f = {(z,y) € R?,y = 2%}
Bemerkung
M*(z) = {(z,y) e REz =y*} = {(z,y) e R* : 2 > 0,y = V& Vy = —V/z}
Ist kein Graph einer Funktion R — R, denn M*(z) = {\/z, —/z, 2 > 0} f heift
« surjektiv, wenn gilt f(X) =Y
« injektiv, V1,20 € X : f(x1) = f(z2) = x1 =22

« bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist

2.3.3 Umkehrabbildung

Sei die Abbildung f : X — Y bijektiv. Dann definieren wir die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X durch
y — = € X, eindeutig bestimmt durch y = f(z)
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Bemerkung

(z,y) € Graph f <= (y,z) € Graph f~!

2.3.4 Komposition
Seien f : X — Y, g:Y — Z Abbildungen. Die Komposition von g und f
go f: X — Zistdurchz — g(f(x)) definiert

2.3.5 Identitits Abbildung
Fiir jede Menge X definieren wir die identische Abbildung
Ij(A)=1I4:A— A, durchz — x

Beispiel
{(z,y) e R?|2® +y* =1} = 5"

Svli={(zy...2,) € R fo =1}
i=1

(n — 1) dimensionale sphere in R"
« Seien X,Y Mengen, M C X XY, f: M — X \ f heiflt Projektion, f surjektiv
fM)={z[3yeY:(x,y)e M} =X

2.3.6 Homomorphe Abbildungen

Existieren auf Mengen X und Y mit gewissen Operationen &, bzw. @, (zum Beispiel Addition, Ordnungsrelation),
so heiflt die Abbildung f : X — Y homomorph (strukturerhaltend), wenn gilt V21, 22 € X f(x1 ©, x2) =
f(x1) @y f(x2) Eine bijektive Homomorphie heiflt Isomorphismus, beziehungsweise X ~ Y (iquivalent,
isomorph)

2.4 Natiirliche Zahlen
N ={1,2,3,...}, No := NU {0}

2.4.1 Peanosche Axiomensystem der natiirlichen Zahlen
1. Die Zahl 1 ist eine natiirliche Zahl 1 € N
2. Zujeder natiirlichen Zahl n, gibt es genau einen ,Nachfolger“ n’(=: n + 1)
3. Die Zahl 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl

4. n=m = n=m

5. Enthilt eine Teilmenge M C N die Zahl 1 und von jedem n € m auch den Nachfolger n/ ist M = N

Bemerkung:
Mit Hilfe der Axiome lassen sich auf IN Addition (+), Multiplikation (-) und Ordnung (<) einfithren. Wir definieren:
=22 =3,...n+1:=m'n+m := (n+m); n-m' := nm + n Man kann zeigen, dass

jede Menge, welche die Peano Axiome erfiillt isomorph beziiglich Multiplikation und Addition zu N ist Wir
definierenn <m <= Jr e N:z+m=m
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2.4.2 Vollstindige Induktion
Induktionsprinzip Es seien die folgende Schritte vollzogen:
1. Induktionsverankerung (Induktionsanfang): Die Aussage A(1) gilt
2. Induktionsschluss: Ist fiir ein n € IN A(n) giiltig, so folgt auch die Giiltigkeit von A(n + 1)
Dann sind alle Aussagen A(n),n € N giiltig.
Beweis: Wir definieren die Teilmenge M C N, M := {n € N | A(N) ist giiltig} Die Induktionsverankerung

besagt, dass 1 € M und die Induktionsannahme n € M = n+1 € M. Folglich ist nach dem 5. Axiom von
Peano M = N U

Beispiel 1 Zu Beweisen:

Vn e NZZ,Q _ n(n + 1)6(2n+ 1)
i=1

Beweis

1. Induktionsverankerung: 12 = % -1-2-3
2. Annahme: A(n) giiltig firn € N : Y " | i% = %
Zuzeigen A(n+1): 12+ ...+ (n+1)> = L(n+ 1)(n +2)(2n + 3)

1 1 1
12+...—|—n2—|—(n—|—1)2:2n(n—|—1)(2n—|—1)—|—(n+1)2:(n+1)<3n2—|—6n+n+1>

= é(n+ 1)(2n* 4+ Tn +6) = é(n+ 1)(2n + 3)(n +2)0

Beispiel 2 Definition von Potenzen
0

z =1
VneNz":=z2" 1z

(iterative (rekursive) Definition)
Auf N sind diese elementaren Operationen erklrt:

+ Additiona + b
+ Multiplikation a - b

« (unter gewissen Voraussetzungen):
- Subtraktiona — b
- Division ¢
N ist beziiglich ,—* oder , /“ nicht vollstindig, das heiflt n + & = m ist nicht l6sbar in N Erweiterungen:

« Ganze ZahlenZ := {0; +,n € N}
Negative Zahl (—n) ist definiert durchn + (—n) = 0

« Rationale Zahlen Q) (bz = y)

Man sagt, dass (Q, +, -) einen Korper bildet.
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2.4.3 Definition Korper

KK sei eine Menge auf der Addition und Multiplikation sei. [K heifdt ein Kérper, wenn die folgende Axiome erfiillt
sind:

« Addition: (K, +) ist eine kommutative Gruppe, das heiflt V a, b, ¢ € K:

. (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativitdt
2.a+b=b+a Kommutativitit
3.30eK:a+0=a Existenz des Nullelement
4 dJreK:a+z=0 Existenz des Negativen

« Multiplikation: (K \ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe, das heift V a, b, c € K

1. (a-b)-c=a-(b-c) Assoziativitit
2.a-b=b-a Kommutativitit
3.MeK:a-1=a Existenz des Einselement
4. Fira#0,3lyeK:a-y=1 Inverse

« Vertriglichkeit
La-(b+c)=(a-b)+(a-c) Distributivitit
Satz (Q, +,-) ist ein Korper. Definieren auf (Q eine Ordnung ,<“ durch
r <y < EImE]NO,nE}N:y—x:@
n

dann ist auch diese Ordnung mit der Addition und Multiplikation in @) in folgendem Sinne vertriglich (Axiom
MO):

ca<b = a+c<b+c

- 0<aA0<b = 0<a-b

Bemerkung

{aeQ:azg,re}No,seN} =: Q+(Q>0)

2.5 Abzidhlbarkeit
2.5.1 Abzihlbarkeit von Mengen

Sei A eine Menge

« A heift endlich mit | A| = n Elementen ist #quivalent zu

Al = A=10 n=20
B af : A—{1,...,n} fbijektiv,n < oo

« A heilt abzihlbar unendlich genau dann wenn

3f : A — N bijektiv

+ A heifdt iiber abzéhlbar genau dann wenn: A ist weder endlich oder abzihlbar unendlich
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Beispiel Z ist abzihlbar unendlich

Beweis Die Abbildung f : Z — N

2z z>0
Z —
—-2z—1 <0

« Surjektivitit: zu zeigen f(Z) = N
Offenbar f(Z) C N. Wir zeigen N C f(Z).Sein € N, finde z € Z mit f(z) = n. Man unterscheide:

- ngerade — Wihle z = 5

- nungerade — z = —%

—_

« Injektivitit: Sei 21, 20 € Zund f(z1) = f(22)
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 2; < 29. Entweder 21, 2o > 0 oder 21, 22 < 0, denn sonst wihre
f(21) ungerade und f(z;) gerade Widerspruch. Falls

- 21,2—22>20 = 221 = f(21) = f(22) =220 = 21 =22
- 21,2—2<0 = -2z —1=f(21) = f(22) = 22— 1 = 21 =2 O
Beispiel
« N? = N x N abzihlbar unendlich
+ (Q abzihlbar unendlich
+ IR tiber abzihlbar

Abzihlbarkeit von N x IN

(L,1) = (1,2) = (2,1) = (2,2) = (1,3) = (2,3) = (3,2) = (3,1)
Korollar 1.30 My, M>, ..., M, abzihlbar = M X ... X M, abzihlbar.
Beweis Durch vollstindige Induktion My x (My x ... x M,) =~ N x N~ N

Satz Die Menge aller Folgen f : N — {0, 1} ist iiber abzahlbar. (Zum Beispiel: 1,0,0,0,...,1,...,0,...)

k-te Stelle

Beweis M istunendlich, denndie Folgen fi : 0,,...,0,1,0,...sind paarweise verschieden. Angenommen
M wire abzihlbar. Sei f1, fo, . . . eine Abzahlung mit fi, = (Zknnen)-

1 0 0
01 ...
00 0 ..
11 1 1

J : 0010 Man setze f = (2zp),,c mit
1 z,,=0
Zn 1=
" 0 zm=1

Dann f € M, aber f # f Vk € N. Also ist M nicht abzihlbar. (,Cantorsches Diagonalverfahren®).
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2.6 Ordnung
2.6.1 Definition

Sei A eine Menge. Relation R C A x A heiflt Teilordnung (Halbordnung) auf A, wennVy, x, z € A gilt:

1. z<zx (Reflexivitit)
2.el<yANy<ax = =y (Symmetrie)
B rlyANy<z = <z (Transitivitit)

Wenn auflerdem noch V z,y € A gilt:
4 z<yVy<z (Vergleichbarkeit je zweier Elemente)

so heiflt R (totale) Ordnung auf A. (A, <) heiflt teilweise beziehungsweise (total) geordnete Menge.

Beispiel
1. (Q, <) mit der iiblichen Ordnung ist eine total geordnete Menge

2. Wir definieren auf der Potenzmenge P (A) einer Menge A eine Teilordnung ,<“

B<(C < BCCVB,CeP(A

Beweis: 1. - 3. sind trivial, 4. geht nicht (keine Totalordnung). Wihle B, C' € P(a), B,C # (), BNC = 0.
Dann gilt weder B C CnochC' C B O
<

3. Sei ' :={f| f: A— R} fiir eine Menge A C R. Wir definieren f < g <= Vz € A: f(z)

g9(z)
(1.) - (3.) trivial, 4. gilt nicht. Falls A mehr als ein Element hat, gibt es eine Funktion, die nicht miteinander
verglichen werden kénnen.

2.7 Maximum und Minimum einer Menge
2.7.1 Definition

Sei (A, <) eine teilweise geordnete Menge, a € A
Maximum:
a=maxA << VeecA:xz<a

Minimum:

a=maxAd < VrxceAd:a<zx
2.7.2 Bemerkung
Durch die Aussagen ist a eindeutig bestimmt, denn seien:

< ay as < ap S tri
aj,as € A:Vx e A — 222 41 = as
xr < as
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2.8 Schranken
Sei (A, <) eine (total geordnete) Menge, B C A

1. S € Aheifdt obere Schrankezu B <—— Vz e B:z < S8
S € A heiflt untere Schrankezu B <— Ve e B:S5<z

(B) :={S € A| S Sistuntere Schranke zu B}

.S
S(B) :={S € A| S Sistobere Schranke zu B}

3. Existiert g := min S(B) beziehungsweise g := max S so sagen wir:
g = sup B (kleinste obere Schranke, Supremum, obere ,Grenze“ von B in A) g = inf B (gréfte obere
Schranke, Infimum, untere ,Grenze“ von B in A)

2.8.1 Bemerkung
1. Existiert max B = b, so folgt sup B = b, denn b € S(B) nach Definition.

s€8(B) = b<s,dabeB

Ebenso gilt: Amin B =0 = inf B=10

2.8.2 Beispiel
L. B={l|neN}LA=R, (L3,...)
« Esgiltl € B,Vn € Ngilt% < 1, daher folgt max B =sup B =1

« Seis < 0,danngiltVn e N:s < %,alsoseg(B)
Seis >0 = s>% = n>%,alsos¢5’(3)
Es folgt S(B) = {z € R | s < 0} insbesondere 0 € S(B)
Ferner giltVs € S(B) : s <0 = 0= maxS(B) = inf B

22.A=Q,B={rcQ:0<xAx?<2}.Esgilt0 = min B = inf B, aber sup B existiert nicht in Q

2.9 Reelle Zahlen

22 = 2 hat keine Losungen in Q. Allerdings kénnen wir v/2 ,beliebig gut* durch y € (@ approximieren, das
heift Ve > 03y € @ : 2 — ¢ < y? < 2 + £ Das motiviert die folgende Vorstellung:

1. @ ist ,unvollstindig”

2. Qist,dicht“in R

2.9.1 Vollstindigkeitsaxiom (Archimedes)

Jede nach oben (unten) beschrinkte Teilmenge hat ein Supremum oder Infimum.

2.9.2 Axiomatischer Standpunkt

Es gibt eine Menge R (genannt Menge der reellen Zahlen) mit Addition, Multiplikation, Ordnung, die die Definition
eines Koérper und das Vollstindigkeitsaxiom erfiillt und (R, +, -) mit ,<“ eine Ordnung bildet.
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2.9.3 Bemerkung

1. Bis auf Isomorphie gibt es hochstens ein solches IR, das heifit R ein weiteres System der reellen Zahlen

ist, dann 3 bijektive Abbildung f : R — R die beziiglich Addition, Multiplikation, Ordnung eine
Homomorphie ist.

Vr,y€ R:
fle+y) = f(z)+ fy)
flay) = f(x)f(y)
<y = [f(z) < [f(y)

2. N (und damit auch Z, Q) lassen sich durch injektive Homomorphismus g : N — R in R einbetten
Q(OGJN) = Oer

g(lex +1) = g(ner) +1
9(161\1) =ler

2.9.4 Konstruktiver Standpunkt

Wir konnen R ausgehend von @Q konstruieren.

Methode der Abschnitte Jede reelle Zahl wird charakterisiert durch ein ,rechts offenes, unbeschrinktes
Intervall®, dessen ,rechte Grenze® die Zahl erstellt.

A#D
R:={ACQRizrzecldy<z — yecA
VeeAdye A,z <y

Methode der Cauchy-Folgen Jede reelle Zahl wird charakterisiert als ,Grenzwert” eine Klasse dquivalenter
,Cauchy Folgen“ aus @) (spiter)

2.9.5 Definition 1.37

positiv O<uz
nicht negativ. 0 <z
z € IR heifit nes =

negativ <0

nicht positiv. x>0

x x>0

« Die Betragsfunktion |-| : R — R wird definiert durch |z| = max{z, —z} = { 0
-z x<

+ Die Vorzeichen- oder Signumfunktion

. 1 x>0
= x#0

sgn: R — R,sgnz = { 1! =q¢-1 <0
0 =0

0 z=0
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2.9.6 Satz 1.38
L |zy| = |=||y|

2. |z +yl <lz] +y|
Beweis:

x4 y> = (z +y)* =22 + 22y + o = |2|* + 22y + |y|? (1)
< |z + 2lzy| + |y* = |z + 2|z||y| + |v°] 2)

2
= (lz| +y])” = |z +y|l <|lz|+ |yll = |=| + |y| O

. lx+yl=|z|+ |y < zy>0

2.9.7 Satz 1.39

L] = Jyl| < [z =yl

Beweis:
z|=le—y+yl <|lz—yl+lyl = [z] =yl <[z -y (3)
yl=ly—z+z<|y—a[+]z] = |yl —|z| <[z -y (4)
|| = y[| = max{|z| — |y[, |y — |z|} < |z —y| O
2.
—e<y< €
poyl<e e {TTEEVEST
y—e<r<y+te
Beweis:
—y<e <
r—y|=max{xr —y,y —r} <& < oY= — TEyte < y—e<zx<y+te
<
y—x < e y—x < e
(5)
Vertausche rundy — z—ec <z +¢ Il

2.9.8 Definition 1.40

Seia,be R,a<b

e [a,b0) :={x €eR:a<x<b} abgeschlossenes Intervall
e (a,b):={z€eR:a<z<b}=|a,b offenes Intervall
¢« [a,b) :={r€eR:a<z<b} rechts-halboffenes Intervall
« (a,b]:=={r €eR:a<xz<b} links-halboffenes Intervall

ce>0,I(2) =(x—e,x+e)={yeR: |z —y| <e= B(x)(Kugel)}

2.9.9 Lemma 1.41
Esgilty € I.(x) = 30 > 0: I5(y) C I.(z)
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Beweis Seiy € I.(v) = |[zr—y|<e < e—|r—y| >0Wihle0 < 6 < & — |z — y|. Esist nun zu
zeigen I5(y) C I.(x), dasheift z € I5(y) = z € I.(x).Esgilt

z€ls(y) = |z—yl <o (6)
= lz—zl=lz—yty—z[<|z—yl+ly—z|<di+lr—yl<e )
= z € I.(z) O

2.9.10 Definition 1.42

A, B seien geordnete Mengen, f : A — B heifit:

{Wachsend r<y = f(x)
* monoton

fy)
fallend r<y = f(x)<f

(y)

wachsend z <y = f(x) < f(y)
fallend 2 <y = f(z) > f(y)

<
<

+ streng monoton {

Beispiel 1.43 R, \ {0} — R \ {0}, 2 — 2" ist streng monoton wachsend Vn € N
Beweis Induktion + Axiom MO O

2.9.11 Lemma 1.44

Sei M, N C R, f: M — N streng monoton und bijektiv. Dann ist f~! streng monoton.

Beweis Wirbetrachten den Fall f streng monoton wachsend. Seieny1,y2 € N,y1 < y2,21 = f_l(yl), T =

(2.

Behauptung 1 < x2 (sonst wire x1 > x2).
Falls 21 > 29 Siens monoron f(z2) > f(x2) Widerspruch zu y; < yo

Falls x1 = x9 = y; = y2 Widerspruch zur Annahme 4 < yo O
2.9.12 Definition 1.45 Produktzeichen

Fira € R,n € N definieren wir a” := [[}_, aund fira € R\ {0},n € Na™" := -

2.9.13 Satz 1.46

EsgiltVa,b € R (beziehungsweise R \ {0}),n, m € Ny (beziehungsweise Z)
1. a"a™ = o™

2. (a™)™ = a"™

3. (ab)™ = a™b™

Beweis Zunichst f+r n, m € Ng durch Induktion nach n, dann fir n, m € Z (mit Hilfe der Definition von
a ")
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2.9.14 Definition 1.47
Sein, k € Ny
k
n) o H n—j+1
(k il
2.9.15 Lemma 1.48
Seik,n € Ny
L(3)= Ofi'lr'k >n
(x) = k!(r?—k)! = (,0y) frk < m
2 (i) =Go) + () far 1<k <n
2.9.16 Satz 1.49
Vn e Ng,Va,y € Rgilt
n
wror 3 (M)
J=0 J
Beweis Induktion:
« Induktionsanfang: n = 0, (z + y)o =1, ((J).);ono = 1 nach Definition
 Induktionsschrittn —-n 4+ 1 :
(+y)" = (@ +y)(z+y)"
mit der Induktionsvoraussetzung
n
n .
= (v +vy) Z ( ,)az"]y]
j=0
n
_ n—j+1,j ]—i—l
- Va2 (f)e
3 (5)r iy
]_
_ (™) 1 n ] n—it+1, 4 Y\ nt1
(0 z;(j) 0 ) B
Substitution? := 5 + 1
n
_ ntl n n n+l—j. j n+1
e (5) (00w
"1 ) nach Lemma 1.48
(]
O

1 o
— Z] — 0n+1 (n + >xn+1—]y]

J
2.9.17 Folgerung 1.50
n
LY, (j)=2"

2. S ()1 = {(1) "7
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Beweis: Setze in Binomische Formel z = 1,y = 1 beziehungsweise y = —1 4

2.9.18 Lemma 1.51

Seim € R nach oben (beziehungsweise nach unten) beschrinkt
Dann gilt

l.s=supM <= Ve>0dzeM:5s—c<z(>s)

2.l=infM <= Ve>0reM:(I<)z<l+¢
Beweis Wir beweisen 1.
s # sup M <= s ist nicht die kleinste obere Schranke von m <= es gibt eine kleinere obere Schranke

ss=s—ecvonM <= nichtVe>03z e M :x>s—¢ O

2.9.19 Lemma 1.52

N ist unbeschrinkt in R

Beweis sonst 3z = sup N (nach Vollstindigkeits Axiom), z kleinste obere Schranke M = %Elmo €

N:x—%<m0 == m0+1€N,mo+l>x+%>x = 1 ist nicht die obere Schrankevon N [

2.9.20 Lemma 1.53 (Bernoullische Ungleichung)

Vze[-1,00),n€Np: (1+2z)">1+nz

Beweis Beweis durch Induktion:

« JA:n = Oklar
. IS:
n—n+1:1+z)""=0+2)"1+2) ®)
> +nzx)(l4z)=14n>+ (n+ 1)z ©
>1+(n+1)zdaz?>0 O

2.9.21 Folgerung 1.54
1. Seiy € (1,00). Danngilt Ve > 03ng € N,Vn > ngy™ € (¢, 00) (,Konvergenz® von y™ gegen 0)

2. Seiy € (—1,1).Danngilt Ve > 03ng € NVn > ng : y" € I.(0) (,Konvergenz“ y" gegen 0)

Beweis

1. Firz =y — 1 > 0 gilt dann nach £.9.20

1+z)">14nr = y" >nax
———
y

Nach .9.19 existiert fiir ¢ > O einng € Nmitng > £ =

c
Vn>no:y" >ne>npx>—-x=c = VYn>ng:y" € (c,)
x
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nach [[1541]] mit c=2

2. Firax = Tl >
n 1

Ve>0dng e NVn>ng:a" > -

€

1 1
= T = ly"| < O

|ly"|
2.9.22 Satz 1.55 (Existenz der m-ten Wurzel)

Vm € N,a € [a,00) gilt Iz € [0,00) : 2™ = a

Beweis (Skizze 1,2) Wir geben ein Iterationsverfahren

p3(z) =m
a3:c3 + agch +a1x + ag,a3 >0

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a > 0,m > 2, x muss die Gleichung " — a = 0 l6sen, das heifdt
Nullstelle der Funktion f : [0,00) — R,z + 2" — a suchen. Diese approximieren wir nach dem Newton
Verfahren

xg sodass ' —a > 0

— — !
Tn Tn4+1 = f/(xn) Tn — Tntt f (xn)
f(xn) ™ —q
Tt f(zn) s mnmm_l
n

F(zn)

-(-3(-3)

Hoffnung: x,, — x* Sei 2" > a. Wir zeigen

3

1. , >0

2.0 > a

3. Tpt1 Sy
Beweis:

1. Induktion

2. Induktion
en=0,z5' > = x9>0,daa>0,270 >0

en—n+1
1
Tp > 0,200 > a = xn+1—xn<1—<l—a>> >0
m T
weil "
1 1
2, = a2l (1—(1—a>> > x;7<1—<1—“>>:0
~— m T ~ m T
>0 Bernoulli

— Tpy1 > 0,daa >0
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3. Nach P}
1 1
o> a = 0§1—<1—) <1
m !
Nachl:

1
Ty >0 = xn+1—xn<1—<1—a>> < T

m
m xn

Wegen [list M = {x,, : n € No} nach unten beschrinkt —
x = inf M existiert

Wir wollen zeigen, dass " = a. Es gilt

4. Es gilt nach nach P
a <inf{z]' | n € No} = (inf{z, | n € No})" = 2™

und damitx > 0

Ferner gilt
1
y=sup{—— |n€No} = inf{z™ 1 | € No}*
In
mit 023
1 ml L <. @
= = — Qa
inf{z, | n € No} am—1 Y= gm
5. Von oben wissen wir, dass < ay
a
= z<ay < T = 2" <a
T
Ausfund [ folgt 2™ = a
2.9.23 Lemma 1.56
1. Seienfiirn € Ny : y, > Oundinf{x, | z € No} >0
Dann gilt
- |neNg) :
sup{— | n =
Yn inf{yy, | n € No}

2. Seien fiirn € Ny, y, > 0,k € Np. Dann gilt:

inf{y% | n € No} = (inf{y, | n € No})*

(ohne Beweis)
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3 Komplexe Zahlen

Motivation: 22 + 1 = 0 nicht l6sbar in R
Wir betrachten die Menge der Paare {z,y} = R X R auf denen die Addition und Multiplikation wie folgt
definiert ist:

« KA) {z1,y1} + {22, 12} = {z1 + 22,92 + 2}

« (KM) {w1,y1} - {z2, 92} = {m122 — Y192, 2192 + 201}

3.1 Komplexer Zahlenkorper

1. Die Menge der Paare z = {z,y} € R X R mit Addition f und Multiplikation B bildet den Kérper C der
komplexen Zahlen mit den neutralen Elementen {0,0} und {1,0}

2. Die Gleichung 22+{1,0} = {0, 0} hat in C zwei Losungen, welche mit s := {0, 1} bezeichnet werden

3. Der Kérper R ist mit der Abbildung z € R.:  — {x,0} € C isomorph zu einem Unterkdrper von C

3.1.1 Beweis

1. Die Giiltigkeit des Kommutativitits-, Assoziativs-, und Distributivititsgesetzes verifiziert man durch Nachrechnen.
Neutrale Elemente: Wir 16sen die Gleichung a + z = {0, 0} fiir beliebige gegebene a € C,a = {a1, a2}

= z={—a1,—az}

a-z={1,0}

1 aj as . 1
z=—i={5——5, 55} weila- -
a ay +a; af+a; a

a1 a% a1az azai

weilalz{m s+t 55 55 5 3/
a ai +a3 af+az; ay+ay; ay+aj

2. i := {0, 1} hat die Eigenschaft
1442 ={1,0} + {02 12,0} = {0,0} = 1+4*=0
Ahnlich 1+ (—2)> =0

3. Die Zuordnung z € R : x — {z,0} € C bildet R bijektiv auf eine Untermenge von C ab, welche
beziiglich der komplexen Addition und Multiplikation wieder ein Korper ist O

3.2 Notation
z={z,y} =+, z,y € R
o xist Realteil z = Rz

« y ist Imaginirteil v = 3z

21+ 22 = (z1 + wn) + (22 +w2) = 1 + 22 +2 (Y1 + y2)
— ——
§R(Zl"l‘ZQ) %(Zl—‘rZQ)

2122 = (1 + ) (1 + w2) = 2122 + 2w w2 + ot + (i) (we) = v122 — y1y2 +o (T1y2 + Y122)

R(z122) S(21,22)
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3.3 TODO Graphische Darstellung
3.4 Bemerkung

Die reellen Zahlen sind durch Sz = 0 charakterisiert.

21 =220 = X1+ = T2+ 12 < T1=2T2,Y1 = Y2

3.5 Korollar 1.59

Jede quadratische Gleichung
2 +pz+q=0,pqgeR

besitzt in C genau zwei Losungen

212 = {

3.6 Fundamentalsatz der Algebra

+3Vp2—49  p*>4q
+15y/[p? —4q] p?—4q <0

NI N

Jede algebraische Gleichung der Form
n—1
2"+ Z a;iz' =0
i=0
hat in C mindestens eine Losung. Beweis — Funktionstheorie

3.7 Betrag

Fiir komplexe Zahlen lésst sich ein Absolutbetrag definieren

r=lz| = a2+ y?

Damit:
x = T COS &
Y= rsin «
z = x 41y = r(cos a + 1sin a)

3.8 Konjugation
Zueinem z = x + 1y € € definieren wir eine konjugierte komplexe Zahl
z=x—wyeC

Dann gilt

Aus der Definition:
21t =211+22
e 21 %290 = 21 *x 29
z+z
2

z2—Z

-y: %
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4 Folgen
Eine Folge von reellen Zahlen wird gegeben durch eine Abbildung
No—>R,n— 2z,

Wir bezeichnen die Folge auch mit (x,)
Topologische Struktur auf Mengen.

nelNp

| Verallgemeinerung
_—

- Abstinde in R! Betrag |z — y Norm / Metrik

Verallgemeinerung

« Umgebung in R! e-Intervall Kugel Umgebung

Wir betrachten Folgen N — R, n — a,, (oder C)

4.1 Definition 2.1 Konvergenz

Wir sagen, dass die Folge (a,,),,c in K (R oder C) gegen den Grenzwert (oder Limes) a € K konvergiert

n—oo .
ap — @ (a = lim an>
n—o0
wenn fiir beliebiges € > 0 von einem n, € IN an gilt

la, —al <e,n>n.

<= Ve >03n. e N:Vn >n.a, € I.(a)

4.2 Folgerung 2.2

Sei (an),,c eine monoton wachsende beziehungsweise fallende Folge reeller Zahlen M = {a,, | n € N} und
sei nach oben beziehungsweise unten beschrinkt. Dann gilt

an, — sup M, a,, — inf M

Beweis — Ubungen

4.3 Definition 2.3 Cauchy Folgen

Eine Folge (ay, ), heifft Cauchy-Folge wenn:
Ve>03dn. e NVn,m >ne : la, —ap| <e

(Cauchy Kriterium)

4.4 Definition 2.4 Teilfolge

Eine Teilfolge einer gegebenen Folge (ay,),,c ist eine Auswahl (a,, )
(an)nelN sind

Beispiel 4.1 (Beispiel 2.5)

BN wobei a,, auch die Glieder von

p = —
m

ist eine Cauchy-Folge. Fiir ein € > 0 wihlen wir n. so dass n. > % Fiir beliebigesn > m > N

1 1
lam —an| = |—— —
m n

n—m n 1 1
= <—=—< —<eld

mn mn m  ng
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Satz 4.2 (Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt)

Beweis Sei(ay),, . eine Cauchy-Folge. Angenommen, die Folge ist nicht beschrinkt. Dann gibt es eine Teilfolge

(aﬂk)kelN mit
’ank’ > 00
k—o0

Aus dieser Teilfolge kann man eine weitere Teilfolge

<ankl ) leEN

extrahieren
Uny, | > 2 any, leN
Dann gilt
Any, | — Ony, > Ange, |~ | Gngy | > |Gy, —>k—>oo o0
im Widerspruch zur Cauchy-Folgen Eigenschaft. U
Satz 4.3 (Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge)
Beweis
€
ap, ——a = Ve >0In. e NVn>n.:|a—ap| < =
k—o0 2
e €
= Vn,meng:|a, —ap| <l|ap—a|+|a—an| < =+ = O

2 2

Lemma 4.4 Sei (ay,),,c) eine Folge in K (R oder C) welche gegen a € K und @ € K konvergiert. Dann ist
a = a.

Beweis Beweis durch Widerspruch.
Falls |a — a| > 0, dann

dn. € NVn > n.e = |a—al,|a, — a <§
und ein my, sodass
€
Ay —a < §‘Vn2m5
Dann fiir n > max{ng, mg}:
la —a| <la—ap|+|a, —al <&
Widerspruch — a =a U

Bemerkung 4.5 Die Mengen Abstinden heiflen *vollstindig*, wenn jede Cauchy-Folge in M konvergiert

Definition 4.6 (Haufungwert, Hiufungspunkt) Ein a € K heiflt Hiufungswert einer Folge (ay), o in K,
wenn es zu beliebigen £ > 0 unendlich viele Folgenelemente a,, gibt mit |a — a,| < &

Eina € K heiflt Hiufungspunkt einer Teilmenge M von K, wennV & > 0 existieren unendlich viele z € M,
sodass |[a — x| < €

Beispiel 4.7

l.ap,=(-1)"neN

« divergente Folge
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« besitzt 2 Haufungswerte o)) = 1,a(2) = —1

2. Wir nehmen a,, — a, b, —— bund definieren eine neue Folge ¢,, sodass
n—oo n—oo

Con :=bp,m €N

Cont1 = ap,n €N
(¢n)pen hat 2 Hiufungswerte a und b

Bemerkung 4.8 Nach [.4 hat die konvergente Folge 1 Haufungswert

Lemma 4.9 (2.11) Sei(an),,_ eine Cauchy-Folge in KK und a ein Haufungswert von (an ),, <, dann konvergiert
ap, —— a
n—oo
Beweis Seie > 0 beliebig vorgegeben. Wir wihlen n. € N sodass
€
lan — am| < 3 V' n, m > ne (aus Cauchy-Folge)
und m. > ne mit
€
la — am, | < 3 (Haufungswert)
Dann folgt
Vn>me:la—ay <l|a—am|+ |am. —an| <e = a, ——a
N € n—00 O

Satz 4.10 A abgeschlossen <= (a Hiufungspunkt von A = a € A) A abgeschlossen in M <=
M\ A =: CA offen

Beweis (< ):
Sei jeder Hiufungspunkt von Ain Az € CA(= R\ A) = x kein Hiufungspunktvon A,z ¢ A

= e: () NA=0 = Fe>0:,CCA
=> ('Aoffen = A abgeschlossen
(=)
Sei A abgeschlossen, also C' A offen, ist Hiufungspunkt z & A das heif}t x € C'A, so gilt

Je>0:I.CCA = I(x)NA=04

Widerspruch zur Definition von Hiaufungspunkt = jeder Haufungspunkt von A ist in A g
Lemma 4.11 (2.14) Jede Folge (a,),, o € R besitzt eine monotone Teilfolge
Beweis Sei B={n € N |Vk >n,a, > ax}

« Fall 1: B unendlich. Wir zihlen B C IN monoton wachsend

ng = min B

ng+1 = min{n € B,n > ny}

Dann ist die Teilfolge (ay,, );cp VON (@n),,cp monoton fallend
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« Fall 2: B ist endlich oder leer
= dng e N:Vn>ng:né¢B
das heif3t
dk <n:a, < ag
Damit kénnen wir definieren
ng+1 = min{k > ny : ap, < a}
und die Folge (ay, ), ist monoton wachsend |

Beispiel 4.12 1. a, = (—1)" (1 + n%rl), B = {2n | n € N} monoton fallend

2. an = (—1)"n, (agk) e ist monotone Teilfolge

Satz 4.13 (Satz von Bolzano Weierstrass) Sei A C R (gilt in R™!) Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Aist beschrinkt abgeschlossen
2. Jede Folge (ay),,c aus A hat einen Haufungswert in A

3. Jede Folge (ay),,cp aus A besitzt eine in A konvergente Teilfolge (an,, )y

Beweis Wir zeigenfl — ] = [ =
3 —

Sei (an,, ), konvergente Teilfolge von (ay,),, oy und a = limy_,oo @y, @ ist auch der Haufungswert der Folge

(a’n nelN
= [I:

ne.)

1. Beschrinktheit: Angenommen dies ist falsch. Dann
(an),en € A:lan —a|>nVn e N(a € A)
Nach Voraussetzungen hat jede diese Folge einen Hiufungspunkt 2 € A und es gilt
|z —a| > |ap, —a| — |ap, — x| > n— |z — ay|
Dabei gilt |z — ay,| < 1 fiir unendlich viele n € N (aus Hiufungswert)
= |z—a|>n-1

Fiir unendlich vielen € N*°

2. Abgeschlossenheit: Wir nutzen Satz Zu zeigen: wenn a Hiufungspunkt von A = a € A Fiir

Ii(@)={z €R|lz—al < )

1
gilt

1
Ii(a)NA#0) = HanéA:\an—a|<E

3=
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Die Folge (an,,),cn — @ da 1 5 0 Nach Voraussetzung hat (a,),,c einen Haufungswert & € A. Wir
zeigen a = @ Seie > 0 beliebig.

£
HnEG}N:|a—an|<§VnZnE (Aus a,, — a)
£
Im. >ne i la—ap. | < 5 (Aus Haufungswert)

= la—a|l <l|a—am|+|am.]| <e

= |la—al=0

— a=a€cA
[ = B
Sei nun (ay), c eine Folge in A, (ap, ),c eine monotone Teilfolge (nach {.T1), (ay, ) ist beschrinkt, da A
beschrinkt ist = (ay,, ) ist konvergent ({.2)

Wir miissen zeigen, dass
a= lim a, € A
n—oo

Angenommena ¢ A = a € CA,CA ist offen

= FI.(a) CCA = IL.(a)NA=10
Nun ist aber mit geeigneten n. € IN

Vn>ne:ay, €1(a):ap, € A = ap, € I.(a)NA" O

Bemerkung 4.14 + Erweiterung zu R™ moglich

+ Ein Raum heif’t folgenkompakt, wenn jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge hat
- Nach B-W Satz ist R(R") folgenkompakt
+ In R alle Cauchy-Folgen konvergieren

- Cauchy Folge in R == beschrinkt und Wertemenge ist abgeschlossen B Whaty (an),en hat

einen Hiaufungswert in A => konvergiert gegena € A

4.5 Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen

Satz 4.15 Seien (ay),cn (On),cn konvergente Folgen in K (IR oder C)
bp #0Vn € N, lim b, #0
n—oo

Dann gilt:

1. lim (ap + b,) = lim a, + lim b,
n—00 n—00 n—00

2. lim (apb,) = lim a, lim b,
n—00 n—oo  M—oo

. an lim,,— 00 an
3. lim | — )| = ——F——
n—o0 \ by, limy, o0 b

Satz 4.16 (2.15) Seien (ay,), ¢ (On),cn konvergente Folgen in R. Dann gilt

1. a, <b,YVneN — lim a, < lim b,

n—oo n—o0
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2. lap| <bp,¥neN = | lim | <limb,

n—ooan,

Beweis 1. Seie > 0 vorgegeben

dng :Vn>n.:b, < lim bn+E
k—o0 2
und

€
Iim ar < a, + —
k—o00 ko= %n 2

< lim by +eVe>0

— i <ap+ o <b,+ -
im a; < a, + - -
k—)ook_n 2 =" 2 T kS

= lima; < lim bg
—00 k—o00

2. Wir wihlen a,, = |a,| und miissen noch zeigen

lim |a,| = | lim |a, (Ubung) 0
n—oo n—oQ
4.6 Geometrische Folge
Die geometrische Folge ist definiert durch
an, = cq"
Lemma 4.17 (2.16) V¢ € R, |¢| < 1 konvergiert die geometrische Folge a,, = cq" gegen Null.
Beweis Seie > 0 gegeben. Nach Annahmeiist || <1 = |q|™" > 1, somit |¢| ' = 1 + z fir einz > 0.
Zu zeigen: |cq"™ — 0| < ¢ fiir genug grofe n, das heiflt
1 " c n
c <eg = —-<(l+ux)
1+ 5
Das Archimedisches Axiom garantiert die Existenz von ng € IN:
& 1 c—e¢
ng>——— =
e xe
c c 1
Vn>ng: - = (—m+1<ngm+1§mc+1)
€ re
daraus folgt aus der Bernoulli Ungleichung
E<(1—|—x)":>cq"—>0 O
€

Folgerung 4.18 (2.17) Die geometrische Reihe

Sn=14q+@+...+¢"=> ¢

konvergiert fiir |¢| < 1 und lim,,_, Sy, = ﬁ
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Beweis

zu Beweisen mit Induktion
1-—q¢)(A4+q+¢®+...+¢") =144

1 1— qn+1 -1 qn+l
l1-¢q  1-q¢  1—gq

= S, —

1
Sp — ‘ =clq|" <eVn>n,
1—-g¢q

Beispiel 4.19 (2.18)

Y2

1. lim — < lim ¢¢" mit|g| < 1
n—oo n! n—00

_ _ +1-1  _ _+/n _ 1 n—oo 1
2. an = (Vi1 —vn) = Vigarm = s+ V= g 0

3. ap = %/x, x gegeben, UmENy | Ubungen

%
4. ap = VYm AN |

1
5. an = Zi:() a
* (@n), ey ist monoton wachsend

« beschrinkt: a, < 3Vn € N

« = (an),cn konvergiert, Limes ist sogenannten Zahl e

6. (an),cn rekursiv definiert: ag = 0,a1 = 1,a, = an—1 + a,—2 Fibonacci Folge

4.7 Umgebung
Definition 4.20 (2.19) A C K heifit Umgebungvona € K <= Je > 0l.(a) C A
Folgerung 4.21 (2.20) Aus der Definition folgt

1. SeiU;,i € I Umgebung von q, so ist | J U; Umgebung von a
il

2. Sind Uy, ..., Uy, Umgebung von a, so ist auch Uy N ... U,, Ungebung von a

3. V Umgebung von a : 3 Umgebung von a, sodass Vy € V, U Umgebung von y ist
Beweis 1. Fir irgendein

ip € I3e>0:1.(a) CU;, €| JUs

2. Es gilt nach Voraussetzung €1,...€, > O mit I;;(a) C U, firi = 1,...,n. Folglich gilt fir ¢ :=
min{eq,...,en} >0, I.(a) CU;(Vi=1,...,n) = I.(a) CUN...U,
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3. Nach Voraussetzung gibt es fiir eine Umgebung U von a eine > 0 mit I.(a) C U
V' :=1I:(a) C U ist ebenfalls Umgebung von a und Vy € V gilt

5
I: CI(x) CU/denn |y —z| < = = |z —z|< |z —y|+|z—2|<e
2 — 2
ZEI% O
Definition 4.22 (2.21)

1. A C Kistoffen <= Va € Aist A die Umgebung von a
(inRVa e Ade > 0l.(a) C A) Fir Intervalle (a, b) haben wir schon gezeigt, dass sie offen sind

2. A C K heift abgeschlossen <= C'k A offen

3. Abschliefung von A: )
A:={a €K |a€ AV aHiufungspunkt von A}

4. Rand von A:
0A :={a € K|V UmgebungU vona : ANU #DNCANU # 0}
Beispiel 4.23 (2.22)
A = (a,b]
A =la,b
0A = {a,b}

Ve > 0I:(a) N (a,b] #0
I(a) "R\ (a,b] # 0

Sei A = @, dann A = R, A = R denn in jedem e-Intervall um eine rationale Zahl gibt es sowohl rationale
als auch irrationale Zahlen

Bemerkung 4.24

+ Die Grenzwerte und Haufungswerte kann man auch in ganz
RU{c}U{x} =R
mit einer neuen Definition von Abstand:

(z,y) = [£(z) — 1€E(W)]|

. Rist folgenkompakt

+ Algebraische Operationen in R
r+oo:=00+z:=00Vr e RU{oo}
xT—00:=—-00+z:=—o0Vr € RU{—o0}

%) VxGIR,x>O
T-00:=00- X := R
—o00 VzeR,z<0
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Sinnlos wire:

oo—oo,O-oo,0~(—oo),g,...
00

+ Damit kénne wir die Rechenregeln auch fiir Folgen in R formulieren

- In R hat jede Folge einen Hiufungswert

Definition 4.25 (2.23) Sei (@), ein Folge von reellen Zahlen, () # H C IR die Menge der Haufungswerte

von (a,) in R.

Dann sei:
lima,, := lim infa, = inf H (Limes inferior)
n—oo
lima, := lim supa, :=inf H (Limes superior)
n—oo
Bemerkung 4.26

1. Definition @.25 kann man auch fiir R formulieren

2.
o — lim infa, Ve (1){n | |a — an| < €} ist unendlich (weil @ Hiufungswert ist)
n—00 (2){n | an, < a — €} ist endlich (a ist kleinste Hiufungswert)
Beispiel 4.27 (2.24)
ap =n+(-1)"n
a2n+1 = 0V n = 0 ist Hiufungswert
agn, = 4n — 00 = o0 ist Haufungswert
also gilt
lim infa, =0
n—oo
lim supa, = oo
n—oo
Bemerkung 4.28

+ ap > ainR < lim infa, =a = lim supa,
n—oo n—oo

« lim infa, + lim infb, < lim inf(a, + by,)
n—0o0 n— 00 n—00

+ lim infa, - lim infb, < lim inf(a, - by,) fir a,, b, >0
n—oo n—oo n—o0o

. lim supa, + lim supb, > lim (a, + b,) (zum Beispiel betrachte a,, = n?,b, = %
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5 Reihen (Unendliche Summen)

Definition 5.1 (2.19) Eine Reihe
(e e]
D
k=1
(unendliche Summe) konvergiert, wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergiert

n
o= 32 <o

Beispiel 5.2

L Zk_ n+1 n%ooOO

n
-1 d
2. S, = Z(—l)k = {O 1 ungetade S_n(=—-1,0,—1,0,...) konvergiert nicht

1 n gerade
n ] 1— zn+1 1 [e') A 1
3. 5, :jZOZJ = ﬁFﬁrM < 1 konvergiert .S,, — 12 = jzoz] =1

n

1
4. Harmonische Reihe: Seien S, = E = Behauptung lim S, = oo, also divergent
n—oo

k=1
Beweis (Beweis von 4.)
2n+11 1 n 27 +1
Sy =) 7= Z I
k=1 =1 k=29 +1 J=1k=2i+1
~——
27 Summanden
14l o Ly ) =1 oo O
Ry R M I L

7j=1

o0 (o)
Satz 5.3 Seien Z ag, Z by, konvergente Reihen, o € IR, dann sind auch die Reihen
k=0 k=0

Z(ak’ + bk)a Z Qaag
k=0 k=0

konvergent und es gilt

Z(akerk ZakJerk,Zaak—aZak
k=0 k=0 k=0

Beweis Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen U



5 Reihen (Unendliche Summen) 33

5.1 Konvergenzkriterien

Cauchy Kriterium fiir Partialsummen besagt, dass eine Reihe genau dann konvergent ist, wenn

n

2. a

k=m+1

Ve>0dn. e N:Vn>m>ng:|s, —sm| = <e

[e.9]

Lemma 5.4 (2.28 Reihenkonvergenz) Eine Reihe Z a, kann nur dann konvergent sein, wenn ihre Partialsummen

k=1
beschriankt sind und ihre Glieder eine Nullfolge bilden

Beweis Sei sy, = g ar = lim s,.Dann gilt
n—oo
k=1

lim a, = lim (s, — sp—1) = lim s, — lim $,_1 = Soc — Soo =0
n—o0o n—o0 n—o0 n—0o0

Die Beschrinktheit der Partialsummen folgt notwendig aus der Beschrinktheit konvergenter Folgen. O

oo
Satz 5.5(2.29) Sei (ag ), eine Nullfolge. Dann Z(ak —agt1) = @1

k=1
Beweis
n n+1
%
Sy = (ap — aks1) Zakuak—alfanH — Snfa1|—]an+1|u>0
k=1 O
Beispiel 5.6 (2.30)
Z = =g ==
k(k+1) k +1) ko k—+1 179
k=1 k=1
ag An+1
(oo}
Definition 5.7 (2.31) Eine Reihe s, = Z ai, in IR heiflt alternierend, wenn ihre Elemente alternierende
k=1

Vorzeichen haben, das heiflt a,, - an+1 < 0

Satz 5.8 (2.32) 1. Eine alternierende Reihe so, = Z ay ist konvergent, wenn die Absolutbetrige ihrer
k=1
Glieder eine monoton fallende Nullfolge bilden

2. Fir die Reihenreste gilt dabei die Abschitzung

o0
D a
k=m

Beweis 1. Seiohne Beschrinkung der Allgemeinheit a; > 0. Dannist ag,—1 4+ a2y > 0, a2, +agp41 > 0
Und folglich

< |am|

Sop+l =a1+az+az+ ...+ azm + a2pt1 < S2p-1 < ... <83 <81

Sop = (a1) + (a2 +aq) + ...+ | azn—1 + a2y | > s2p—2 > ... > s2
—_———
>0
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Ferner gilt
Soan+1 — S2n = A2p41 > 0
und somit
89 <. <89 <821 ... <5y
(S2y,) monoton wachsend, s2,,+1 monoton fallend, beide beschrinkt

N—00 n—oo. %
— S9op ———— Sx, — Son+1 — S
Ssn < 8k < s* < Son41

da (a,,) Nullfolge

Son+1 — S2n| = |a2n+1| — 0

S = 8" = 54

2. Aus 1. folgtm =2n +1

oo
0< 800 — 82 = Z Ak = Soo — S2n+1 + A2nt1 < A2pt1
k=2n-+1
und sonst
oo
Z ag| < |agni1]
k=2n+1
Analog im Fall m = 2n 0
Beispiel 5.9 (2.33) 1. 800 = — =1- 3 + 37 konvergiert nach dem Leibniz Kriterium
k=1

= — — 0 monoton

k

(-1t
k

o k

o (-1 1 1 : L

2. Die Leibniz Reihe 5o, = E =1—- -+ - — =+ ... konvergiert nach Leibniz Kriterium
prt 2k +1 3 5 7

Bemerkung 5.10 (Monotonie ist wichtig)

o0

Za mit agg 1= —i a '—1
k 2k -— ok’ 2k—1 _]C
k=1
ist divergent:
c(1-1)+(1—-1)+(1=1)+...=0,aber
14+ (-1+)+(-14+1)+...=1
oo o

Definition 5.11 (2.34) Z ay, heiflt absolut konvergent, genau dann wenn Z|ak| konvergent ist
k=1 k=1
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o o
Satz 5.12 (2.35) Sei Z]ak] konvergent in R. Dann ist Z ay, konvergent
k=1 k=1

Beweis Mit Cauchy Kriterium:

n n
jz:ak < §:|aﬂ~<€
k=m k=m

aus der absoluten Konvergenz g

oo
Satz 5.13 (2.36 Umordnungssatz) Sei Z af, eine absolut konvergente Reihe in R. Dann gilt fiir jede bijektive

k=1
Abbildung 7 : N — N
o o
D_ary = Y ak
k=1 k=1
Beweis Ranacher fiir spezifische Umordnung U
= (-1
Beispiel 5.14 (2.37) Z — konvergent (aber nicht absolut)
k=1
00 (_l)r(k)—l
Behauptung: 3 Umordnung 7, sodass Z ————— divergiert Beachte
= T
LR S +2-2J’—12j_1 11
2041 243 77 < 21 4

= Die Umordnung

11_'_114_1_1_1 1+1+1+1+1 1++ 1_}_1+ L 1
23 4 \5 7/ 6 \9 11 13 15 8 \2+41 243 7 2t -1

1

1_1_ —
21787

1
> 8

PN

1
8

konvergiert nicht

o0 o0
Satz 5.15 (2.38 Cauchyprodukt fiir Reihen) Seien Z ag, Z by, absolut konvergente Reihen (in R oder C).
k=1 k=1

m
Sei ¢, = E agbm—k. Dann konvergiert
k=1

- (5 ()

(ohne Beweis)

(o] o0
Satz 5.16 (2.39 Vergleichskriterium) Gegeben seien zwei Reihen s, = Z ks Soo = Z a
k=1 k=1

1. Gilt fiir fast alle £ € N mit einer Konstante « > 0 |ag| < aag
(fiir fast alle n € IN := Fiir alle n € N aufler endlich viele)
S0 ist 5o, eine Majorante von So und aus der absoluten Konvergenz von 5o, folgt auch die von s,
absolute Divergenz von s, impliziert die absolute Divergenz von S

S 2k 12
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Beweis ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Voraussetzungen V k£ € N gelten

1. Ist S0 konvergent
n n oo
= Z|ak| < OéZ|5Lk| < azdk,vn eN
k=1 k=1 k=1

— S, sindbeschrinkt, S, absolut konvergent Umgekehrt folgt aus Divergenz von Sag auch > oreqlag| —
00 = S auch Divergent

2. Aus Voraussetzung

a a a a a a a
RAL | | TR TR 2L TR TR < < |2 =
Af+1 ag || Gk+1 ag || Gk+1 Qg ay
= |ag+1| < alak|. Aus 1. folgt die Aussage O
o0
Korollar 5.17 (2.34 Wurzelkriterium) Eine Reihe Z ay, konvergiert absolut, wenn esein g € (0, 1) gibt, mit
k=1

dem fiir f.a. (fast alle) & € m gilt ¥/|ax| < ¢ < 1, beziehungsweise limy_, o, sup /|ax| < 1
Wenn fiir unendlich viele & € N gilt ¥/|ax| > 1, beziehungsweise |aj| > 1, so ist die Reihe absolut divergent.

Beweis Nach Voraussetzung |ay| < q*, das heiflt die konvergierende geometrische Reihe 54, mit ¢ € (0,1)
ist Majorante fiir Seo 0

o
Korollar 5.18 (2.41 Quotientenkriterium) Eine Reihe Z a, konvergiert absolut, wenneseing € (0, 1) gibt

k=0
mit dem fiir fa. k € N gilt
a ) a
AR < g <1, bzw. lim sup ML <
ag k—o0 ag
ak+1

Wenn fiir fast alle £ € N gilt > 1, so ist die Reihe absolut divergent

ag

Beweis Vergleich mit

oo
S0 Y 0"
k=1
Beispiel 5.19 (2.42)

1. SOOZE,Z eC
k=1

Quotientenkriterium:
ak4+1
af

B 2kl El | =
(k+1D!zF|  |k+1

z

k+1

<1 — s absolut konvergent.

Seik > 2|z| = <53

Sy |
2. Zﬁ
k=1

(k+1)! KF

= S absolut konvergent

kE+1

_"f
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Bemerkung 5.20 1. Fallsq =1 = die Kriterien geben keine Entscheidung, zum Beispiel:

=1
\/Zﬁ

WE
=

k=1 k=1
(Ik+1 k
= —1
ak k+1
Ak+1 k?
57—~ 1
ar | (k+1)

2. Fiir die Divergenz ist es wichtig, dass 3ng Vn > nga, > 0, Wir nehmen

7712 n =2k
an=1202"%)° n-1=2
0

>~ an konvergiert, aber lim,, 2o “2 = 2

(o]
Lemma 5.21 (2.43 Cauchy Verdichtungssatz) Eine Reihe so, = Z ag, mit ag, € R4, die monoton fallende

k=1
Nullfolge bilden hat dasselbe Konvergenzverhalten wie die verdichtete Reihe

(o)
ZQkGQk = a1+ 2a9 + 4a4 + 8ag + ...
k=0

n n
Beweis Wir setzen s,, := Zak, Sp 1= Z 2ka2k
k=1 k=0
Fiir n < 2k+1
Sn:al—i—(ag—i—ag)—i—...—i—(azk+...+akk+1,1) §a1+2a2+4a4+...+2ka2k = Sp,

= Konvergenz von 5 impliziert Konvergenz von .S,
Falls die verdichtete Reihe divergent ist, so folgt aus der fiir n > 28*! giiltigen Beziehung

sn2a1—|—a2+(a3+a4)+(a5+...+a8)+...+(a2k+1—|—...+a2k+1)

1 -
>a1 +as +2a4 +4ag+ ...+ 2ka2k+1 > §Sk+1

auch die Divergenz von Sj, U

5.2 Potenzreihe

o
= Z cx(x — xo)k
k=0

mit den Koeffizienten ¢, € K, Zentrum zg € K und Argument z € K

+ Die geometrische Reihe ist ein Spezialfall der allgemeinen Potenzreihe



5 Reihen (Unendliche Summen) 38

« Unendlicher Dezimalbruch

0,dq,ds,ds, ... = delO_k,dk S {0,1,.. . ,9}
k=1

Satz 5.22 (2.44 Potenzreihen) Eine Potenzreihe Z Ck. (:U — xg)k konvergiert absolutV z € K mit der Eigenschaft
k=0

1

limy o0 sup /]

|z — 0| < p:=

Fiir |z — xo| > pist sie divergent

Beweis Fiir x # xg gilt
. / . x — x| <1l |z—x0|<p
lim sup {/|cplz — x k‘:az—x lim sup /¢ :|7:
k—o00 P k‘ 0| ’ 0’k—>oo P | k’ p >1 ’x—x0’>p 0

Bemerkung 5.23 Falls p = oo, konvergiert die Reihe Vz € K
Falls p = 0, konvergiert die Reihe fiir kein x # x

+ Die Konvergenzgrenze p ist die grofst mogliche und wird Konvergenzradius der Reihe bezeichnet

« Fir lim sup /|ck| = oo konvergiert die Reihe fiir kein 2 # ¢ und wir setzen p0
« Fallslimsup {/|cx| =0 = p =0

5.3 Exponentialreihe

exp(z) := Z o
k=0 "

ist eine Potenzreihe. Thr Konvergenzradius

1 1
p= = lim Vn!l=o00

lim,, o0 SUP \/|an lim, o /L "7
n:

Satz 5.24 (2.45) Der Wert der exp Reihe fiir = 1 ist die Eulersche Zahl e

1 1\"
= —_— 1 _— =
exp(1 kz_ k! nggo( * n) ‘
Diese ist irrational

Beweis In Ubung 6.2 gezeigt

1 n
e = lim <1 + >
n—oo
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Angenommen e = %, p,q € N, g > 1. Betrachte Abschitzung, fiir die Restgliederdarstellung von e:

1 1 1 1
1 n n 1
(n+1)! 7 (m+n)

-1

1 1 1 1 % 1
= (n+1)!<1+n+1+'”+ (n+1)m—1) = T 1)

k=0
firz = ﬁ erhilt man
_ 1 1—a™
ST+ 1-x
1 1 1 n+1

< =
"+l —-2 (n+1D! n
Da dies fiir alle m € N, folgt

S|
U

1
0<e—s5,<— = O0<en! —s,n! <
nln

6 Stetige Abbildungen

6.1 Grenzwert einer Funktion, Stetigkeit

Wir betrachten die Funktion -
e —

f:R\{0} > R,z —

und wollen diese~ auf ganz R fortﬁetzen, das heifdt: R
Wir suchenein f : R — Rmit f | R\ {0} = f und einen Wert f(0) € R

Allgemeiner iiberpriift man fiir Funktionen f : D C IK — KK die Fortsetzbarkeit auf den Abschluss D CK,
wobei

D={z€K|x €DV oderxist HP von D}
={z e K| 3I(zn),en C D/\x:,llii%x”}
(analog zur Plenariibung)

Definition 6.1 (3.1) Eine Funktion f : D C KK — IK hat im Punkt 2y € D einen Grenzwert a € K, wenn
alle Folgen (mn)nle C Dgilt:

Tn = xo(n — 0) = f(x,) = a(n — o0)
Wir schreiben kurz: lim,_,,, f(z) = a

Bemerkung 6.2 + Falls der Grenzwert existiert, ist er eindeutig.

«IstTCDCR,T#0,f:D — R,zcT, dann verstehen wir unter
lim f(z)

T—T0
zeT

den Grenzwert lim,_,,, f | T, falls er existiert.
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« Spezialfille:

Ts :={zeD|z>ux}: f(zf) := Jim f(z) = lim_f(z) (rechtsseitiger Grenzwert)
w€T>O T—ad

T<:={zeD|z<zo}: f(zg):= wlL%lO f(z) = lim f(x) (linksseitiger Grenzwert)
zeTe =T

- Existiert limy,_,,, f(2), 20 € T C D, dann gilt

lim f(z)= lim f(x)

rz—xor€T T—=T0
« Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir Grenzwerte (z, -, :)

Beispiel 6.3(3.2) 1. f: R\ {0}z — %

|z

lim f(z)=1A lim f(z)= -1

z—0t z—0~
Also existiert lim,_, f(2) nicht

2. fR\ {0}z &2
Es gilt limy,_,0 f(z) = 1, denn fiir [z| < 1,2 # 0 gilt

e —1—x 2 gkt > || =1
@) -1 = | T o < < L — e 2)
k=2 k=2 k=2 A

Fiir Nullfolgen (,),,c € [—1,1] \ {0} folgt lim,, o f(25,) = 1 Das heiflt f besitzt eine Fortsetzung
e’—1
- 0
fTR=>Rz— r z 7
1 z=0

Definition 6.4 (3.3 Asymptotisches Verhalten) Sei () # D C R nach oben (nach unten) unbeschrinkt. Die
Funktion f : D — R hat fiir # — +o00(x — —00) einen Grenzwert a € R, wenn gilt:

Ve>03dyeR:|f(x)—al <eVzeD,x>ylx<y)

Schreibweise: im0 f(z) = a,oderlim,—,_~ f(z) =a

Sei g € D. Die Funktion f divergiert bestimmt gegen +00(—00) : <= VK € Ry 36 > 0: f(z) >
K(f(z) < —K)Vz € Is(xo) N (D \ {z0})
Schreibweise: f(z) — +oo(f(z) = —o0) firx —

. ) 1
Beispiel 6.5(3.4) 1. f:R\{l},z— =5

lim —=0= lim -
wir schreiben kurz lim ;| _, % =0
2. Vk € Ngilt
2k . N k1
1 —_— = = 1 = > >
zl;rglo e 0 mll)r_nooa: e”, denn e® = exp(z) > (k+1)',x >0
Foo(k+1)
T < (k+1) — 0(x — 00)
e T
1Yol

e‘T|
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Definition 6.6 (3.5) Eine Funktion f : D C KK — K heifit stetig im Punkt zg € D, wenn gilt: Fiir alle Folgen
Ty, — xo(n — 00) = f(zn) = f(z0)(n — 00) Andernfalls heifdt sie unstetig in 29 € D. f heifdt stetig
(auf ganz D), wenn sie in jedem xg € D stetig ist. (insert Symbolbild hier)

Lemma 6.7 (3.5) 1. Ist f : D — K stetig, dann ist auch f | T stetig, 7" C D
2. Ist f : D — Kstetig, soauch R(f) : D — R, S(f) : D — R, |f| : D — R stetig (auf ganz D)
3. Sind f,g : D — K stetig,;soauch f +g,f-g: D - K

4. Ist f : D — f(D) C K,g : f(D) — K stetig in o, beziehungsweise in f(z9) =: yo so auch
fof:D— Kstetiginzg € D :

Beweis 1. Siehe Bemerkung zu Grenzwerte

2. Fir z = a + b gilt ||a] — |b]| < |a — b| sowie |2|> = a2 + b? > a® > b?

3. Siehe Bemerkung zu Grenzwerte

4. Sei (xy),cn € D mit limy, o £, = 20, dann folgt aus Stetigkeit von f : lim,, oo f(2n) = f(20)

(g0 f)(@n) = g(f(2n)) = g(f(x0)) = (g0 f)(wo)(n = o0) O
Lemma 6.8 (3.7 £ /6 Kriterium) Eine Funktion f : D — Kistin zyp € D genau dann stetig, wenn es zu
jedeme > 0eind = §(g) > 0 gibt, sodass Fiir alle z € D gilt:
|z — x| <6 = |f(x) = flxo)| <e

Beweis ( <= ): Gilt das ¢/ Kriterium, so ist f auch in x¢ offensichtlich stetig
( = ): Seialso f stetig in zg. Angenommen, dass £ /§-Kriterium gilte nicht, das heiflt es gibt ein € > 0, sodass
Vé > 0einz € Dmit |z — zo| < dund|f(x) — f(zo)| > € gibt. Widerspruch zu

Jim f(x) = f(a0) .

Korollar 6.9 (3.8) Sei f : D — K stetigin g € D mit f(xg) # 0. Dann gibt es ein § > 0 mit f(x) # 0.
Dann gibtes ein § > O mit f(z) # 0V € I,(zp) N D. Insbesondere ist % : D — K stetiginazg € D

Beweis Setzec :=|f(x0)| > 0.Danngibteseind > 0,sodassVz € Dmit |z — xo| < dfolgt|f(z) — f(xo)| <
¢ (aus Stetigkeit von f), das heifit fir x € I,(z¢) N D gilt

[F(@)] = [f(zo)| = |f(x) = f(xo)| > e —e=0
Insbesondere sind Folgen x,, — x¢ wohldefiniert und die Aussage resultiert aus den Rechenregeln fiir Folgen[]
Beispiel 6.10 (3.9)
1. f:R =R, f(z) = xist stetig auf R
2. Konstante Funktionen f(z) = ¢V z € R sind stetig auf R
3. Seien ag,...,a, € R, a, # 0, Dann heif$t

n
p:]R—)]R,a:»—)Zakzvk
k=0

Polynom vom Grad n € Ng und ist stetig (wegen 1. und 2. und Lemma 3.6)
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4. Seien p, q Polynome, dann heifst

~—

fo{r e R | q() £0} > Rz s P&

q()
rationale Funktion und ist stetig nach 3. und Korollar 3.8
5. g: R — R,z ~ v/1+ 322 ist stetig nach 3., Lemma 3.6 und Ubung 5.1
6. exp: R — R\ {0}, z — e” ist stetig auf R, denn fiir = # x¢ ist
r—xo _ |

e
et = e = "0 | 1 4 (x — x0)
———

(x — x)
——

1

—0

(nach Beispiel 3.2)
1 ze@
& f(x)_{o rER\Q

Definition 6.11 (3.10 GleichmifRige Stetigkeit) Eine Abbildung f : D — KK heif}t gleichmafig stetig auf
D,wennVe >030=0(¢) <0:Vz,ye D:|lz—y|<d = |f(z) - fly)| <e

Bemerkung 6.12 GleichmiRige Stetigkeit heifdt, dass die d gleichmiRig fiir alle Punkte z € D gewihlt werden
kann.

Beispiel 6.13 (3.11)
f:]R\{O}—HR,:EH%
1. fist gleichmiRig stetigauf A = R\ (—a,a),a > 0
2. f ist nicht gleichmifRig stetig auf R \ {0}
Beweis
1 1 1
@) - 1 =3 - 3 = o

|z — |

also | f(z) = f(y)| <& <= |z —y| <|eyle
1. Firz,y € R\ (—a,a) gilt |zy| > a? also |z —y| < ea® := § = |z —y| < e|zy| Daher

Ve>0VayeA:|lz—y|<d:=ca® = |f(z)— fy)| <e

2. Dagegen kénnen wir V9 > 0,2,y € R \ {0} finden wir |z — y| < 4, aber |f(z) — f(y)| > 1 <=

[z —y| > |zy|
Sei d > 0. Wihle n € N, sodass % < 1. Nun gilt fiir
o~y = =
r—yl=—
y 2n
2yl < (lz —y| + [z])|=|
fir |z] < %



6 Stetige Abbildungen 43

Definition 6.14 (3.12 Lipschitz Stetigkeit) Eine Funktion f : D — IK heifit Lipschitz stetig (kurz L-stetig)
auf D, wenn 3 L > 0 (so genannte Lipschitz Konstante), sodass

flz) = fly) < Llz —y[Vx,y € D

Bemerkung 6.15 Menge von stetigen Funktionen D Menge von gleichmifig stetigen Funktionen D Menge
von Lipschitz-stetigen Funktionen

Definition 6.16 (3.13 Satz von der gleichmifligen Stetigkeit, Satz von Heine fiir folgenkompakte metrische Raume)
Eine auf einer beschrinkten, abgeschlossenen (das heif$t kompakten) Teilmenge D C K stetige Funktion ist
gleichmiflig stetig.

Beweis Angenommen f ist nicht gleichmifig stetig. Dann gibt es ein € > 0, sodass Vn € N Punkte x,,, y, €
D existieren mit |7, — yn| < £, | f(2n) — f(yn)| > €

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt die beschrinkte Folge (1, ), eine konvergente Teilfolge z,, —
x € D.Wegen |z, — yn| < % istauch limy_,o0 Y, = y = @« Aus der Stetigkeit von f folgt, dass

[f (@) = flyn)| = |f(2) = Fy)] = 0° O

Bemerkung 6.17

1. Wichtigkeit von Annahmen
- Abgeschlossenheit: f(x) = 27! fiirz € [~ A, A] \ {0} Stetig, aber nicht gleichmifig Stetig

« Beschrinktheit: f(z) = 2 fiir o € IR ist stetig, aber nicht gleichmifig stetig auf R
firr =mundy =2 + %gilt

oyl = 0, aber |f(z) — f(y)| = [a* ~ 7| = (2~ p)(a + )| =2+ =2

2. Lipschitz-Stetigkeit von f(z) = 22

[f(@) = f)l = [(z —y)(z + y)| < Llzy|

wenn D beschrinkt D = [-A, A] = |z +y| <2A = L =2A = Lipschitz-Stetigkeit, aber
wenn D = R = gibtkeine L < o0

3. Lipschitz-Stetigkeit impliziert gleichmafige Stetigkeit, aber nicht umgekehrt. Zum Beispiel: f(z) = /z,z €
[0, A] ist gleichmiRig stetig nach Satz 3.13, aber nicht Lipschitz-stetig in 0.

!\f—\/??\SL!w—yl
Yy—x
——— | >njx—y
— AL>0

Bemerkung 6.18 Stetigkeit kann interpretiert werden als ,lokale Approximation” durch Konstanten, das heift
Funktion f nach der Stelle z( durch eine Konstante f (x() approximiert werden kann und die Fehler der Approximation

[f (@) = f(zo)| <
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6.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.19 (3.14 Satz von Beschrinktheit) Eine auf einer beschrinkten, abgeschlossenen Teilmenge D C K
stetige Funktion f : D — K ist beschrinkt, 3K > 0 : sup,cpl|f(z)| < K

Beweis Angenommen das eine stetige f(x) nicht beschrinkt auf D ist. Dann gibt zu jedemn € Neinx,, € D
mit | f(zp)| > n

Die Folge () nen istbeschriankt (da D beschrinkt). Nach dem B.-W. Satz 3 x,,, — = € D (weil D abgeschlossen
ist). Aus der Stetigkeit von f

T—00

[f (ne)] —= [f(@)] < o0
Widerspruch zur Annahme f(z,,) — 0o O

Satz 6.20 (3.15 Satz von Extremum) Eine auf einer beschrinkten, abgeschlossenen Teilmenge D C KK stetige
reellwertigen Funktion f : D — KK besitzt dort ein Maximum und ein Minimum, das heifit:

Elxminvxmax €D: sup f(x) = f(xmaa:) A inf f(l’) = f(xmzn)
z€D xzeD

Beweis

JK <o0: K =sup < o
zeD

n—oo

J eine Folge (z,),,cn € D @ f(2n) —— K. Die Folge (x,),,c )y ist beschrankt und in D abgeschlossen
= (o )pex €D 7y, > €D

Aus [(wn,) <= f(2) = f(z) = K

Analog fiir untere Grenze. U

Definition 6.21 (3.16 Zwischenwertsatz) Sei f : [a, b] — [R eine reelle stetige Funktion. Dann gibt es zu
jedery € [f(a), f(b)] einz € [a,b] mit f(c) =y

Beweis Betrachte die (nicht leere, beschrinkte) Menge

A={z€lab]| f(z) <y}

Entweder ist dann sup A = b (und dann ¢ = b) oder es gibt per Definition ein x € [a,b] mitx > ¢ = = ¢
A = f(x) > yInbeiden Fillen folgt f(c) <y

* Fallsc=b = y=f(c) = f(b) = flc) =y

« Fallsc < b = Aus Stetigkeit von f, eine monoton fallende Folge von Punkten aus A existiert, welche
gegen sup A konvergiert

Aus Stetigkeit und Definition von A folgt f(c) < y. Beide zusammen genommen ergibt f(c) =y O

Bemerkung 6.22 Die Eigenschaften von stetigen Funktionen lassen sich zusammen formulieren: Fiir eine auf
einem abgeschlossenen, beschrinkten Intervall definierte stetige Funktion ist der Bildbereich wieder ein abgeschlossenes
Intervall

Lemma 6.23 (3.17 Treppenapproximation) Jede auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte
f : ]a,b] — R lisst sich beliebig gut durch Treppenfunktion einschliefen. das heifit

Ve > 03 Treppenfunktion ¢, ¢

Le

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zu selben endlichen Zerlegung von [a, b] mit den Eigenschaften Vx €
[a,b]
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° @5 < f(x) < &s(l’)
s o (@) — pe(x)| < e

Zerlegung: ist mit Teilpunktena < z < b,k = 0,..., N < oo (endliche Zerlegung) (a = 20 < 21 < ... < xny =)
Treppenfunktion ist konstant auf Intervalle [x1,2;41),0 <1< N —1

Beweis Aus dem Satz von gleichmiRiger Stetigkeit ist f auf [a, b] gleichmiRig Stetig
— Ve>036.>0:Va e lab], |z —y| <d = |f(z)— f(y) <§

Sein € N so grof, dass “T_b < de. Mit den Teilpunkten
b—a

erhalten wir eine dquidistante Zerlegung von [a, b
a=x0<x] <...<xp=>b,|rp—Tp_q| < I

Dann definieren wir
(z) ==sup{f(z) | -1 <z < a1}

Pe
b, (z 1nf{f( ) | xp—1 <z < a2k}

) ==
Nach Konstruktion gemif ¢_(z) < f(z) < ( )V € [a,b]
Nach dem Satz von Extremum V[z1, . . ., 2] 3 &, §,. sodass

f(&) = sup{f(z) | zp—r < 2z < ap}f(€,) = nf{f(2) | 21 <z <23}
Nach Wahlfreiheit von ¢, gilt

_ - 1
[0.(2) = é=(2)] = |/ (&) = F(&)] < [1(&) = F @)+ [F(2) = [ (&) < T2 *5+ e =¢
aus gleichmifiger Stetigkeit 0

6.3 Konvergenz von Funktionen

Definition 6.24 (3.18) Seien f,, : D — R,n € N Funktionen mit einem gemeinsamen Definitionsbereich

D C R. Wir nennen die folge (f,),,c punktweise Konvergenz gegen eine Funktion f : D — R, wenn fiir
n—oo

jedesz € Dgilt f,(z) —— f(z)

Beispiel 6.25 (3.19)
1.

n o0 k
:L“ n*) xr o
=>. 7l =50 A
k=0 k=0
Hier ist f,,(z) stetig und f(z) stetig.
2. falz)=1—-2"2€[0,1] CR
fale) =% (2) 1= {0 '=
\ +

stetig nicht stetig
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Definition 6.26 (3.19 Gleichmifige Konvergenz) Eine Folge von Funktionen f, : D — R,n € N heifdt
gleichmifig konvergent gegen eine Funktion f : D — IR, wenn

Ve>03n. e N:n>n. = |fu(z) — f(z)|<eVaxeD

Satz 6.27 (3.20 Satz von der gleichmifligen Konvergenz) Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen f,, :
D — R, n € N gleichmifig gegen f : D — IR, so ist auch die Grenzfunktion f stetig.

Beweis Seien g € D und e > 0 gegeben. Zu zeigen:
30. >0:Vx € Dlx — x| <. = |f(z) — f(xo)] <€

Wegen der gleichmiRigen Konvergenz von (f),,cn:

Sz eNVzeD: |fulz) - f(z)] < és

Aus Stetigkeit von f,:

1
0. >0Vx € D: |x —x0| <6 = |fu(z) — fu(z0)] < 3¢

= Va e D[f(x) = f(zo)| < |f(x) = fu(@)| + | fu(z) = fulwo)| +|fn(zo) — f(20)] <€

<

< <

wlm

ol
=

das heif3t f ist stetig. O
6.4 Reellwertige stetige Funktionen
Definition 6.28 (3.21)
C(K):={f:K— R| fiststetigauf K}
ist der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf K

Bemerkung 6.29 Seien f, g € C(K), A € R.Dannistauch f + g, f - g, \f wieder eine Funktion aus C(K).
C(IK) bildet dann einen Ring.

Definition 6.30 (3.22) Seien f,¢: K — R.

max(f, g)(x) := max(f(z), g(z)) min(f, g)(x) = min(f(z),g(x))

zelK zelK zelK zelK

Satz 6.31 (3.23) max(f, ¢) und min(f, ¢) sind in C(K) fiir f,g € C(K)

Beweis Es geniigt, dass mit f auch | f| (als Komposition stetige Abbildung) stetig ist, denn

max(f,g) = %(f—i—g) + %|f — 9]
min(f,g) = — max(—f, —g) U

Wir betrachten jetzt C' | [a, b] | und definieren
~—

K

7l = mace | (@)
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Definition 6.32 (3.24) Sei K ein Kérper (mit dem Betrag | |), Sei V' ein Vektorraum iiber K.
=V =R
heiflt eine Norm auch V' <=
c N)Vz eV |z >0A(|z]| =0 <= x=0)
« N2)Vz € V:a e Klazx| = |of||z]
* NV, y eV |z +yll < lz| + [yl

(V,II]) heift normierter Vektorraum.
C([a, b]) ist ein Vektorraum. Die Normeigenschaften von || ||, als Abbildung von C([a, b]) nach [0, co) folgt
direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags

1flle = f(z) =0Vz € [a,0] (Definitheit)
lefll = || flloo, @ € R (Homogenitit)
1+ 9lloe < 1 flloe + 1(19) 0 (Dreiecksungleichung)

Wir definieren sogenannte Normkonvergenz

n—o0

fo 22% finNorm <= ||f — fully —22 0

Fiir || || ., Konvergenz in Norm ist die gleichmiBige Konvergenz.

Lemma 6.33 (3.25) Fiir eine Funktionsfolge (fy.),cn € C([a, b)) ist die gleichmiRige Konvergenz gegen eine
Grenzfunktion. f : [a,b] — R gleichbedeutend mit || f, — f|| 2200

Beweis aus Definition. O

Definition 6.34 (3.26 Cauchy Folge von Funktionen) Eine Folge (f,,),,cn € C([a, b]) heiflt Cauchy-Folge,
wenn
Vedn.e N:n,m>n. = ||fo — full <€

Lemma 6.35 (3.27) EineFolge (f1),cn € C([a, b]) welche gegen eine Grenzfunktion f € C([a, b]) konvergiert
ist Cauchy-Folge.

Beweis analog wie Beweis fiir Zahlenfolgen U

Satz 6.36 (3.28 Satz von der Vollstindigkeit) (C([a,b], || ||.,)) ist vollstindig beziiglich der gleichmiBigen
Konvergenz, das heifit jede Cauchy-Folge (f5),,cn € C([a, b]) besitzt ein Limes f € C([a, b])

Beweis Sei (fn),cn € C([a,b]) eine Cauchy-Folge. Dann ist fiir jedes feste € [a,b] (fn(2)),cn eine
Cauchy-Folge von Zahlen und besitzt einen (eindeutig bestimmten) Limes f(x) € R.

Wir wollen zeigen, dass diese Konvergenz gleichmifig ist. Angenommen f,, — f nicht gleichmifig

= Je > 0undVn € N einen Punkt =, € [a, b] sodass | f,(2n) — f(z,)| > €. Die Punktfolge (xy),, o
besitzt eine konvergente Teilfolge (nach Bolzano-Weierstrass Satz, [a, b] beschrinkt und abgeschlossen). Wegen
der Cauchy-Folgen Eigenschaft

1
dn. e N:m >n. — ”fns_anoo<§5

n—oo

Wegen der Konvergenz fi, (2, ) —— f(xn,):
1
Ime = ne : [fmo(@n,) — flan)| < 5°

= |fn5 - f(xns)‘ g |fns($ns) - fms(xns)’ + |fms($ns) - f(zns)| <eg
= fn, — [ gleichmiRig und im Widerspruch zur Annahme. = f € C(]a, b]) (aus Satz 3.20) O
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Bemerkung 6.37 Vollstindige normierte Rdume werden Banach Riume genannt. C'([a, b]) ist also ein Banach
Raum.

Satz 6.38 (3.29 Satz von Arzela-Ascoli) Sei (f5),,c eine Folge von Funktionen in C([a, b]) welche gleichmiRig
beschriankt und gleichgradig stetig sind. das heif3t

1 sup||full, < o0
neN

2.Ve>03d6. >0Vne N: me[mxb] |fu(z) — fuly)| < e
557ye a,
|Z—y\§55

Dann existiert eine Teilfolge (fn, ), Welche gegen ein f € C([a, b]) konvergiert, das heifit
i = Fllog == 0
Annahmen: f,, € C([a, b]),
« gleichmafig beschrankt: sup,,c || fnll o < 00
+ gleichmiflig stetig:
Vedde >0Vn e N max |fo(x) — fuly) <e

z,y€[a,b]
|x_y‘§58

Aussage: 7 eine Teilfolge ( fp,, ) e s0dass fr, LN f e C(la,b))

Beweis Sei (1)), eine Folge der rationalen Punkte in [a, b]. Fiir jedes ry, nach Voraussetzung sup,,e | fn (7%)| <

00
fn<11), fngl)’ ey fnl(:) konvergiert in r;
f@, fe, ..., f (@ konvergiertauchinrsy
nl ')’1.2 nk
f®, fo, .., f 3 konvergiertauchinry
nq ) T
fw, f@w, ..., [ & konvergiertauch inry
nl TL2 ’Lk
Diagonalfolge

Nach sukzessiver Anwendung des Bolzano-Weierstrass Satz bekommen wir eine Folge von Teilfolgen. Die Folgen

<f * (m)) sind konvergent, (n(k+1)) ist Teilfolge von (n(-k)) . <f *) (n)) ist konvergent
" jeN 7 JieN T JaeN T jeN

J J
firl = 1,..., k. Fiir die Diagonalfolge (f (k)) ist dann (f (k) (’I“j)) konvergent fiir alle j € IN. Noch
"/ keEN T keN

zu zeigen: Gleichmifige Konvergenz von dieser Diagonalfolge in allen € [a, b]. Wir bezeichnen jetzt die
Diagonalfolge mit ( f,,), o)y (erst fiir alle rationale 7).
Fiir jedes 71, € [a, b] gibt es ein n. (1) € N, sodass

1
|fu(ri) = fn(ra)| < geVm,m 2 ne(ry)
Die gleichmifige Stetigkeit impliziert, dass

€
3. z,y € [a,b], |z —y| < 6. = Su§|fn(l‘) — n(y)] < 3
ne

Wir unterteilen [a, b] in iy, = [zp_1, 2],k =1,...,nmita <xo < ...<zp=0>

max |z — xx_1| < 0
1<k<n
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Aus jedem Ij, wihlen wir einr, € Q. Vx € I, gilt dann fiir n, m > ng := max{ng(r1),...,n:(rn)}

[fn(@) = fm(2)] < | fu(@) = fu(ri) | + | o (k) = fin ()| + | fm(rk) — fm(2)| <

-~ -~ -~

<3z€ <z€ €

1
3

=
Wl

= firn,m > n. gilt || fn — finllo <€ = (fn)nen ist Cauchy-Folge im Banachraum C([a,b]) =
f *=2 [fir f € C(la,b]) -
7 Differentiation

Definition 7.1 (4.1 Differenzenquotient) Fiir eine Funktion f : D — R, D C IR, definieren wir in einem

Punkt 29 € D einen Differenzenquotient durch D,, f(xg) := M, wobeizg +h € D

Definition 7.2 (4.2 Ableitung) f : D — R heiflt differenzierbar im Punkt 29 € D mit Ableitung f'(z¢),
wenn fiir jede Nullfolge (hy,), o mit 2o + hy,, € D, die Folge (Dp,, f(20)),,cn konvergiert zu f(zo)

Bemerkung 7.3 f’(z) ist eindeutig.
Beweis Fiir zwei Nullfolge A, iLn, sodass:

lim Dy, f(zo) = a, lim Dy f(zo) =a

fassen wir eine Nullfolge { h1, hi, ha, b, .. .} zusammen. Der zugehérige Differenzenquotient konvergiert —-

a=a O
Notation:
(o) = L wo)
oy e (@) = fwo)
floo) = 0 ey

Definition 7.4 (4.3) Eine Funktion f : D — R heift differenzierbar auf D, wenn sie in jedem Punkt zg € D
differenzierbar ist. Sie heift stetig differenzierbar, wenn die Ableitung f’ auf D eine stetige Funktion ist.

Bemerkung 7.5 Im Falle eines Randpunktes behalten wir einseitige Stetigkeit. D = [a, b] :
s flreg=a,xla: <= r>aNz—a
s flrezg=b,xTb: <= x<bAx—Db
Satz 7.6 (4.4) Eine Funktion f : D — Ristineinem g € D genau dann differenzierbar mit Ableitung f/(x¢),

wenn
f(zo+h) — f(w0)
h

Ve>030.>0:20+heD,h < = — f(z0)| < e

Beweis Beweis aus der Definition des Grenzwertes. O
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Satz 7.7 (4.5) Eine Funktion f : D — IR ist genau dann in einem Punkt 2y € D differenzierbar, wenn es eine
Konstante gibt, z € IR, sodass

f(x) = f(zo) + c(x — xg) + w(z),x € D

mit einer Funktion w : D — IR, sodass

lim w(z) =0
xzeD
T—T0

Diese Konstante ¢ = f’(xq)

Beweis Sei f in x differenzierbar und w(x) := f(x) — f(zo)(x — o). Dann folgt aus der Differenzierbarkeit

von f
w@) _ J@) = fan) s
r — X0 r — X0
Sei umgekehrt f(z) = f(zo) + c(x — zo) + w(z) mit lim,_,,, x"f;)o = 0 Dann gilt:
F@) = fw) ) e
Tr — X Tr — X0
das heiflt f ist in z differenzierbar mit Ableitung f’(z) O

Bemerkung 7.8 Der Satz besagt, dass affin-lineare Funktion (Gerade) g(z) = f(x0)+f(x0)(x — o) approximiert
die differenzierbare Funktioninzy € D.Der Graphvon g ist die Tangente an dem Graphen von f in (o, f(x0))

Lemma 7.9 (4.6) Eine Funktion f : D — Rinzy € D differenzierbar ist dort stetig.

Beweis

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — z0) +w(x) = f(z) —— f(z0) O

Bemerkung 7.10 Man kann die n-te Ableitung rekursiv definieren.

anf

(@) =r1"@),n >3
d2f
L) = 1) = (@)
Beispiel 7.11 (4.7) f(x) = |z| ist nicht in zyp = 0 differenzierbar. Um dies zu sehen, betrachten wir eine
Nullfolge
1
hp=(-1)"=,neN
n
und

nicht konvergent. inzg # 0 ist f(x) = |x| differenzierbar

Lemma 7.12 (4.8) Fiir f, g : D — R differenzierbar gelten die folgenden Rechenregeln:

1. Linearkombination ist differenzierbar (af + Bg)’ = af’ + B¢’ o, B € R
2. (f-9)(x) = f(x)g(x) + f(x)d (x)
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3. g(x) #0 ,
<f> (2) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
9 9%(z)
Beweis 1. Aus den Eigenschaften von konvergenten Zahlenfolgen

2. Aus Definition:

(o)) — tim T@0E) ~0(0)) + (o(x) — f(ro))o)

T—T0 T — X0

= f(@0)g'(z0) + f'(z)g(2)

3.Erstf=1
Loy (L1 1
(@)=t <g<x> g<x0>) 7= o
_ i 9@0) —g(@) 1
25 g@gleo) 720
i 9 (%0)
g (o)
Fyiony — (¢1 (py = F9= 19
Ly = (13) @ = P20 =

Lemma7.13(4.9) Sei f : D — B C B eine auf einem abgeschlossenen Definitionsbereich stetige und
invertierbare Funktion mit Inverse f~! : B — D.Ist f in einem xg € D differenzierbar mit f'(xg) # 0,
so ist auch F'~!in einem yg = f(x¢) differenzierbar und es gilt

(f_l)/<yo = f,(lxo),yo = f(%))

Beweis Fiir y, = f(zn),y0 = f(zo) mit y,, # yo und yy, 2% 4o. Aus Stetigkeit von f~! gilt auch
T =% zound 2, # xo. Aus der Differenzierbarkeit von f in einem z folgt:

PN = £ w0) _ wnmmo () = F@0)\ T e e
Yn = Yo  flon) = fzo) ( Ty — 0 > (f'(x0))

Dies impliziert, dass f ~! im Punkt yo = f(z¢) differenzierbar ist mit der Ableitung m O

Beispiel 7.14 (4.10)

PN el o ooy Lo 11
L In'(y): 7 (y) =Iny, f(z) =" = Wn'(y) = @ ey
2. Umkehrfunktion des Sinus
. T T
y =sin(z),x € (—57 5)
x = arcsin(y),y € (—1,1) =D
1 1 1 1

arcsin’(y) = =

sin’(z)  cos() N V1 —sin?(z) N V1 -2
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Lemma 7.15 (4.11 Kettenregel) Seieng : Dy — R, f : Dy — Dy C R stetige Funktionen. Die Funktion f
seiin xg € Dy differenzierbar und ginyo = f(x¢) differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion
9(f(zo)) =: (g o f)(xo) in ¢ differenzierbar und es gilt

(go ) (x0) = g (f(x0))f () (Kettenregel)

Beweis

Wir definieren eine Funktion Ag : Dy, — R durch

9(y)—f(yo)
{ P © Y # Yo

A =
5(0) J'(v) Y =1%o

Da g in yq differenzierbar ist gilt

lim Ag(y) = ¢'(vo)

Yy—Yo
Ferner gilt firy € Dy:
9() — 9(yo) = Ag(y)(y — yo)

Damit erhalten wir

i 9 @) ~ 9(F(0))

(g0 f)(z0) = lim pra—
_ iy 29U (@))(f(2) — f(x0))
o x — xo
= Jim Ag(f(x)) lim f(mcz = iéfﬂo) = ¢'(f(20))f (o) O

Beispiel 7.16 (4.12) 1. g(z) = f(ax +b),a,b e R = ¢'(z) = af'(ax +b)
2. 2% = e = f(g(2)) = f(9(2)), f(y) == ¢, g(z) = a'In(x)

(xa)/ = f’(g(:v))g’(:v) =Myt = gt

7.1 Mittelwertsitze und Extremalbedingungen

Definition 7.17 (4.13) Die Funktion f : D — IR hat in einem Punkt ¢y € D ein globales Extremum
(Minimum oder Maximum), wenn gilt

f(zo) < f(z),x € DV f(x0) = f(x)Vz €D

Es handelt sich um ein lokales Extremum (Minimum oder Maximum), wenn auf einer 6-Umgebung von g
(dasheift Us(xzg) = {x € D | |x — xo| < 6P gilt f(z0) > f(x)Vz € Us(xo) V f(xo) < f(z)Va € Us(xo)
Ein Extremum (globales oder lokales) heift strikt, wenn es das isolierteste Punkt in D beziehungsweise in Uy ()

ist, das heiflt f(xo) > f(z) V f(zo) < f(z)

Satz 7.18 (4.14 Satz von Extremum) Besitz eine auf einem Intervall I = (a, b) differenzierbare Funktion ein
lokales Extremum z € I, so gilt dort notwendig f'(z) = 0
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Beweis Habe f in 29 ein Minimum. Dann gilt fiir eine (A, ),,c mit by, > 0, 20 + hyy € Us(20)
f(@o + hn) — f(20) >0
hn
fiir eine Nullfolge (hn)n € N mit h,, < 0,9+ hy, € Us(xp)
f(@o + hn) — f(20) <0
hn
Im Limes h,, — 0 bekommen wir
f(x0) <0 < f'(x0) = f'(20) =0
(Analog fiir Maximum) O

Bemerkung 7.19 Eine stetige Funktion besitzt auf einem abgeschlossenem Intervall [a, b] ein Minimum. Dieses

kann in einem Randpunkt (g = a oder x( = b) liegen, das heift es ist nicht notwendig, das f'(z¢) =0

Satz 7.20 (4.15 Satz von Rolle) Wenn eine im Intervall [a, b] stetige Funktion, in (a, b) differenzierbar ist und

f(a) = f(b), so existiert ein ¢ € (a,b), sodass f'(c) =0
Beweis « Stetige Funktion auf [a, b] nimmt ihr Maximum und Minimum

+ Wenn f ist konstant = f/(z) =0

« Wen f nicht konstant = Jzg € (a,b) : f(zo) > f(a) = f(b) V f(xo) < f(a) = f(b)

—> das Maximum oder Minimum ist in einem xy € (a,b) angenommen =—> f'(z9) =0

g

Satz 7.21 (4.16 1. Mittelwertsatz) Ist f stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b), so 3¢ € (a,b) : f'(c) =

f(0)=f(a)

b—a

Beweis Wir definieren Funktion

. g ist stetig in [a, ], differenzierbar in (a, b)

« g(a) = f(a) = g(b), Satz von Rolle liefert, dass 3¢ € (a,b) : ¢'(¢) =0

O

Korollar 7.22 (4.17) Sei f : (a,b) — R mindestens zweimal differenzierbar mit f/(xzg) = O fiir ein zg €
(a,b). Dann hat f im Fall f”(x0) > 0 in x¢ ein striktes lokales Minimum und im Fall f”(z¢) < 0 ein striktes

lokales Maximum.
Beweis Sei f zweimal differenzierbar mit f”(x¢) > 0 Wegen

f/,($0> — lim f/(x> - f/<$0)

T—T0 Tr — X0

>0
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gibteseine € R, sodass f+r 0 < |z — x| < ¢ gilt

f'(@) = f'(x0)

Tr — X

>0

mit f’(zo) = 0 folgt damit

flx) <0 € (x9— e )
fl(x) <0 x € (z0,20 +¢)

= f ist streng monoton fallend in z € (xy — €, o) und streng monoton wachsend in (xg, xg + €), das
heiflt f hat in x( ein striktes lokales Maximum (Analog im Fall f”(zg) < 0) O

Bemerkung 7.23 Es ist keine notwendige Bedingung zum Beispiel f(z) = 2* hat lokales Minimum x¢ = 0,
aber f"(z9) =0

Definition 7.24 (4.18) Sei [ ein offenes Intervall f : I — R heif3t
« (streng) konvex <= VA€ (0,1),z,yel: fAx+ (1 —Ny) < (Af(z)+ (1 —=N)f(y)
+
streng

« (streng) konkav <= VA € (0,1),z,yel: f(Az+ (1 —Ny) > (>)Af(x)+ (1 =N f(y)
i

streng

Beispiel 7.25 (4.19) exp ist eine (streng) konvexe Funktion Fiir A € (0, 1),z < y gilt:
exp(Az + (1 = AN)y) = exp(z + (1 — A)(y — x)) = exp(x) exp((1 — N\)(y — z))
)J
= exp(z) /\+1—)\+Z —

= Xexp(z) + (1 — ) exp(z 1—1—2 M
—/—’1 J
<
< Aexp(z) + (1 — X) exp(x) exp(y —x) = Aexp(z) + (1 — X) exp(y)
Korollar 7.26 (4.20) Sei I offen, f : I — R zweimal differenzierbar. Falls f”(x) > 0V z € I, so ist f konvex.

Beweis f” > 0 = f’ monoton ist wachsend. Fiir z = yist f(Ax + (1 — N)y) = Af(z) + (1 = \) f(y)
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir x < y,z,y € I,A € (0,1). Wir setzen x) := Az +
(1 — A)y Nach dem Mittelwertsatz 3¢ € (z,z)) und n € (x,y) mit

aus Monotonitit

_ ) _
A €T \L l/ Yy T)
Mittelwertsatz Mittelwertsatz

Es gilt:

zy—rx= X+ (1-Ny—xz=(1-X)(y—x)
y—ax=y—Ar—(1-XNy=Ay—2)
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Damit erhilt man:

flan) = f@) _ (f(y) = fan) (22 — @) (
/\1—)\ = (y_m)A f_A = (F) = Fe)3g -

= fl@x) SAf(z) + (1= A)f(y)
= fAx+(1—=Ny) <Af(z)+(1—=XN)f(y) = fistkonvex

Satz 7.27 (4.21 2. Mittelwertsatz (verallgemeinert)) Sind die Funktion f und g in [a, b] stetig und in (a, b)
differenzierbar und ¢'(z) # 0 fiir x € (a, b), so gibt es ein ¢ € (a, b) sodass

Beweis Wegen ¢'(x) # 0 bekommen wir g(a) # g(b) (wegen Satz von Rolle). Weiter

dc € (a,b): g(b?):z(a) =4'(c) #0
Wir definieren auf [a, b] die Funktion
F) e fiy SO = T@)

Wir verifizieren F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ € (a, b) mit F’(c) = 0, das heif3t

wegen ¢'(c) # 0:

7.1.1 Anwendung von MW Satz 2
Satz 7.28 (4.22 Regeln von L'Hospital) Esseien f,g: I — R, I = (a,b) sodass ¢'(z) # 0V x € I und

i

=:ceR
zla g'(z) ¢

Dann gelten die Folgenden Regeln:

1. Im Fall
lim f(z) = limg(z) =0

zla zla

ist g(z) # 0in I und es gilt
@)

1m
zla

g(z)

2. ImFall f(x) = +o00,g(x) — *oofirz | aist g(x) # 0 fir a < zyz, < bund

fl@) _
g9(z)

limzx | a
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Beweis 1. Wir fassen f und g als Funktion auf, die in a stetig sind f(a) = g(a) = 0. Wegen ¢'(x) # 0
kann g keine weitere Nullstelle von g in I geben, das heiflt g(x) # 0 in [. Satz 421 —

I 19
Vxelﬂfe(a,x).g(m) 7
— fiirx — aauch & — aund
1@ 1)

wla g(z)  &a g'(§)

2. Seie > 0 beliebig. Nach Voraussetzung ist ¢’ (x) # 0 in (a, ).

Wir wihlen ein d > 0 mita + d < x, sodass

/(=)

Vze (a,a+0): f(x) #0Ag(z) ZOAN 7

Fiir beliebiges z,y € (a,a + 0) mit f(x) # f(y)

:>35*>0:Va?€n(a,a+5*):‘ — ’<€

Fiir ein  sodass a < = < a + min{d, 0, } bekommen wir
— ————

Beispiel 7.29 (4.23) I = (0,1), f(z) =In(z),9(z) =z — 1, f'(z) = 5,4 (z) =1

/ 1 1
im L) i P g g
z—1 ¢'(x) atlx—1 =11

Bemerkung 7.30 Analoge Aussagen gelten auch fiir z — £00. Wir nehmen y := % — Ound

[@) _ o TG T

r—+00 g(ﬂj) y—04+ g(l) o A—too g/()\)

T

Bemerkung 7.31 Beider Anwendung der Regeln von L'Hospital ist zunichst zu priifen, ob die Limes von _{; ,/((;Cg

iiberhaupt existiert. zum Beispiel

. x2 sin(%) . T o1
lim . =lim —axsin— =0
zl0 sinx zl sinz T
aber . . .
. 2xsin5—|—:c2cosg(—p) i 2xsin%—cos% .
im = lim = —lim cos —
z10 cos T 210 CcoS T 210 z

der existiert nicht
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Bemerkung 7.32 Die L'Hospital Regeln kann man auch anwenden in dem Fall

f(x) = 0,g(x) — oo fir 19512 f(x)g(x) = lim @

o]
Auch fiir 02, 00?, 0%
Beispiel 7.33 (4.24) 1. limg o «” Wir logarithmieren und erhalten
. . Inx 2
limzlnz =lim - = lim —%5- =0
z]0 z]0 P z]0 —z
und
limz® = lime®™* =% =1
z|0 z)0
1 1
2. limg_ 1 2= = lim EEH lim,_q ﬁ Inzr=lim; 41§ =1 = limg ;271 = el =e

e

7.2 Taylor Entwicklung

Wir kennen
T __ - T—T0 — — —
ef=> o €= =)
k=0

Wir wollen untersuchen unter welchen Bedingungen solche Potenzreihe fiir eine Funktion méglich ist und wie
man diese aus der Funktion bestimmen kann. Wir haben schon in Ubung fiir die Darstellung fiir Polynome
gezeigt:

n )y
pla) = 3 P gy
k=0

p-Polynom. Wie ist das bei allgemeinen Funktionen

Definition 7.34 (4.25) Fir f : (a,b) — R, f n-mal stetig differenzierbar definieren wir das n-te Taylor
Polynom fiir ein zg € (z,b)

oo
F® (2o
frn(xo,2) == Z k(')(:c —zo)F
k=0 '
Wir studieren dann den Fehler der Approximation

Satz 7.35(4.26) Sei f : (a,b) — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar und ¢, (o, -) ihr n-tes Taylor Polynom
um ein 29 € n(a,b). Dann gibt es zu jeden = € (a, b) ein & zwischen x und xy, so dass gilt

FIE)

(n+1)! e

f(z) = tn(wo, ) + (x —

mit dem sogenannten lagrangesche Restglied.

Beweis Wir bemerken, dass t(xg, xg) = f(xo) und definieren das Restglied

RnJrl(y; l‘) = f(l‘) - tn(yvx)

Fiir festes x ist die Funktion von y. Weil f(n + 1) stetig differenzierbar ist, ist R,,11(y, ) mindestens einmal
nach y differenzierbar.

< (1) < 1(k)
S Rusalen) = 50—ty = -3 T ey S oy

dy dy k=0 k=1 (
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Wir wenden jetzt 2. Mittelwertsatz fir f(y) := Rpy1(y, ), g(y) :== (z — )" an.

Rypii(z,x) = f(x) — ty(z,2) =0
Rn+1(y’ l’) _ Rn+1 (ma y) — Rn+1 (y, ZU) _ %RnJrl (f, z)
(z =)™ =@yttt — (-

(x—x

mit £ € (a,b) zwischen = und y. Mit der obigen Identitit fiir y = & ergibt sich

Ry, @) _ S
(z —y)" (n+1)!

und folgt die Aussage. g

Definition 7.36 (4.27) 1. f:(a,b) — Rheilt glatt (oder C°°-Funktion) wenn sie beliebig oft differenzierbar
ist, das heiflt V k € N ihre k-te Ableitung f (k) existiert

2. Die Taylorreihe von f und ein zg € (a, b) ist dann definiert durch
oo
5 (2
too(o, ) 1= Z k(')(:c — z0)"
k=0
3. Konvergiert die Taylorreihe von f und x¢ V x in einer Umgebung von z und gilt f(z) = to (20, ), s0

heiflt f (reell) analytisch in xq

Satz 7.37 (4.28 Taylor-Entwicklung) Sei f : (a,b) — RR eine glatte Funktion mit gleichmifig beschrankter
Ableitung und

sup ‘f(”)(x)’ <M <ooVneN
z€(a,b)

Dann ist f auf (a, b) analytisch, also Vz,yo € (a, b) konvergiert die Taylorreihe von f und es gilt
oo
F®) (o) k
fa) =3 T @ )
k=0

Beweis Aus der Restglieddarstellung folgt mit Hilfe der Voraussetzung

9]
‘f(x) —trgz| < W

|z — 20|

Zu beliebigen ¢ > 0 gibt es ein n. € N, sodass Vn > n, gilt:

M 1
(n+1)!(b—a)”+ <e
was die Behauptung impliziert. O

Bemerkung 7.38 Eine glatte Funktion muss nicht analytisch sein. Zum Beispiel:

f(z) = {eXp(_m_z2) z70
0 z=0
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= f stetigauf R

1
FN(@) = pn(z7) exp<2> n>1
x
wobei p,, ein Polynom ist. Die Ableitungen sind stetig in  # 0. Wir setzen
y=2x
Es gilt
yk

Y ¥ 0 keN
ey

= die Ableitung sich stetig in 9 = 0 durch die Null vorstehen lassen, weil
FfM (@) opeN = fe C®(R)
aber
oo
> PO -0 =0
k=0
konvergiert V x, aber stellt die Funktion f auler = 0 nicht dar.

Bemerkung 7.39 Es gibt auch Funktionen, deren Taylorreihen aufler in # = g nicht konvergieren

7.3 Bemerkung zu Stetigkeit

stetige Funktion D gleichmiRig stetig Funktion D Lipschitz stetige Funktionen D differenzierbare Funktion
mit gleichmiflig beschrinkten Ableitung (auf beschrinkter Menge) D stetig differenzierbare Funktionen

« f(x) = 1 ist stetig, aber nicht gleichmaRig stetig in (0, 1)

« y/x ist gleichmaRig stetig, aber nicht Lipschitz stetig

c fl)=2% f(z)=22,7 € R AM : |f'(z)] < MVz € R
f@) =l <1z -y)(z+y) < Klz—y|

. f(z) = 2%z € (a,b), f'(x) = z,|f'(z)| < max|2a, 2]

+ es gibt Funktionen, die differenzierbar und eine gleichmifig beschrinkte Ableitung haben, aber nicht
stetig differenzierbar sind (Beispiel: UB10)
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7.4 Anwendung von Taylor-Entwicklung
Korollar 7.40 (4.29) Sei f : (a,b) — IR eine n-mal (n > 2) stetig differenzierbare Funktion mit
f'(x0) = f"(x0) = ... = [""H(wo) = 0, f" (o) # 0

fiir ein 29 € (a,b) Ist n gerade, so hat f in x( ein striktes lokales Minimum oder Maximum (je nachdem ob
F™(20) > 0oder (™ () < 0ist). Ist n ungerade, so hat f in x( einen Wendepunkt.

Beweis Ist f n-mal differenzierbar in (a, b) und gilt die Bedingung, so folgt mit der Taylor-Entwicklung

n—1 (k) T
fa) =3 T 0 gyt 4

Ap(z) = 7, T F T
( ) (.’IJ _$O) 7& 0
konvergiert fir v — x¢ nach
£ (o)
Anl) =

Folglich kann die Funktion A,, zu einer auf (a, b) stetigen Funktion fortgesetzt werden. Fiir diese gilt

f(n) (z0)

n!

f(@) = fzo) = An(@)(x — 20)", An(z0) =

Falls A, (o) > 0, existiert wegen der Stetigkeit von A, eine e-Umgebung, € > 0, von x¢, in der A,, > 0. Auf
dieser e-Umgebung gilt daher fiir gerades n:

f(@) = fwo) = An(z)(z —20)" = f(x) > f(x0)
=i

= f(xg) ist ein lokales Minimum. Analog argumentieren wir fiir A,, () < 0. Fiir ungerades n dagegen

>0 z>7
f(@) = fzo) = Ap(z)(x — 20)" { ’
—— <0 xz<ag
>0
= f(wo) ist kein lokales Extremum O

Beispiel 7.41 (4.30) 1. Exponentialfunktion besitzt um x( die Taylor-Entwicklung

65
(n+1)!

n+1

n k
T X
e = E E + Rn_t,_l(l'), Rn+1($) = T
k=0

stimmt mit der Potenzreihe Darstellung iiberein.

M Mm+3 (=1)*""" cos() 91
@n+3)l " T (2n+3)

. o (-1)”
2. SIH(.%’) = Z Mx2k+l+R2n+3(x)v R2n+3(x) =
k=0 )
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3. f(w)=In(l+z),20=0

k—1)!

M (1 4 2) o= <—1>’“—1((1+$))k fomo= (— 1)Lk — 1)

Dannfir—-1<x <1

n )k—l

" In®)(1 ~1
In(1+z) = Z kl( )$k+rn+1 _ Z (k
k=1 ’ k=1

ln(n)(l +€>xn+1 — (_1)k n

k
+R, aRn =
€T +1 +1 (n—l— 1)| (TL+ 1)(2+£)n+1x

Fiir festes x, & € (—1,1) ist |Rp41(z)| < % 2%, 0. Die Reihe konvergiert fiir z € (—1,] (absolut
nur fir x € (—1, 1)). Zum Beispiel:

0 1\k—1
1n(2):Z(112
k

=1

und wir bekommen Limes der alternierenden harmonischen Reihe.

7.5 Differentiation und Grenzprozesse

Motivation: Frage:

Bemerkung 7.42 (Pathologische Beispiele) 1. Eine gleichmiflig konvergente Folge differenzierbarer Funktionen
mit dicht differenzierbarem Limes

2 1
Fala) = 4 2% T Jls
& 2| >

3= 3=

+ [y sind differenzierbar

o fo |z| auf R gleichmiRig und nicht differenzierbar

2 fulw) = 0%

n
« fn differenzierbar

o fn =2 0 gleichmiRig auf R, Limes Funktion f(z) = 0

2

« fl(z) = ncosnzistinz = mm,m € Rdivergent = [/ (z) /4 f'(v)

3. folz) =2 — %
« fn differenzierbar

o fu — f, f(x) = z gleichmiRig auf [0, 1], aber f/ (x) = 1 — 2" linx = 1, f/ (1) = 0 nicht gegen
f'(x) = 1 konvergent
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Satz 7.43 (Stabilitit der Differenzierbarkeit) Sei (fy,), o eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf
einem beschrinktem Intervall, welche Punktweise gegen ein Funktion f konvergiert. Ist die Folge der Ableitungen
( f");elN gleichmiflig konvergent gegen einen f*, so ist auch f differenzierbar und es gilt

f=rr = i(nm fa(@)) = lim_f1(z)

dx \n—oo n—00

Beweis Seixg € I und

J(@)—f(20)
A(:C) = . T—To z % To
f*(xo) T = xg

Falls f(,0) = f*(z0) <= A(x)iststetiginx = z¢. Firx € i \ {zo} konvergiert

D) = AL ZIE0) e

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein &,, € I, zwischen x und x, sodass

T — X

Folglich ist
A(z) = Azo) = Az — An(@) + fr(6n) — £ (@)

Seie > 0 gegeben. Wir withlen ein ng € N und ein § > 0, sodass Vn > ng und z € U, (z0) gilt
£
| fo(@) = f*(@o)| < | fule) = f*(@)| + |F*(2) = *(w0)| < 3

Mit z € Uy (x0) gilt

£ € Uyp(20), V& € Uyp(x0) \ {0} In1(2) > mo : ¥ > na(2) : |A(z) — An(z)] < g
Fiir beliebige x € U, (xo) \ {xo} folgt dann, dass fiir x > n;(x)
A(z) = A(zo) < JA(2) — Ap(@)| + | f0(&) — f] <& = Alz) Z=5% A(xo) O

8 Integration

Auf analytischer Seite kann die Integration als inverser Prozess zur Differentiation angesehen werden. Geometrisch
kann man fiir einfache Klasse von Funktionen (etwa stetige Funktionen), das (bestimmte) Integral einer (positiven)
Funktion f auf einem Intervall [a, b] interpretieren als den Flicheninhalt zwischen der reellen Achse und dem
Funktionsgraph (insert Symbolbild here)

8.1 Das Riemannsche Integral

Wir betrachten ein beschrinktes Intervall I = [a, b] und eine (endliche) Zerlegung Z von
I,Z ={xg,...,zn}a=0p<x1 <...<xp=2b

Wir bezeichnen

h:= a — T
s e = i

Ly
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als die Feinheit der Zerlegung. Die Menge aller solcher Zerlegungen sei mit Z(a, b) bezeichnet eine Verfeinerung
Z ={Zo,...,im} € Z(a,b)
mit m > nvon Z € Z(a,b) enthilt die Zerlegungspunkte von Z (und mdglichst noch weitere). Es gilt

il = max ‘.f?k _i’k—l‘ < h
k=1,....m
Fiir zwei Zerlegungen Z1, Z2 € Z(a, b) besteht eine gemeinsame Verfeinerung Z12 und hio2 < min{hq, ha}.
Eine Zerlegung Z € Z(a, b) mit
| — k1| =hVE=1,...,n

heifit dquidistant.

Definition 8.1 (5.1 Ober- und Untersumme) Sei f : I = [a,b] - Rund Z € Z(a,b) eine Zerlegung mit
Z =A{zg,...,xn}. Wir setzen I, := [z_1, 2] fir k = 1,..., n. Damit definieren wir die Obersumme der
Funktion f beziiglich der Zerlegung Z mittels

n

Sy f(x) = Z sup  f(x)(zp — xp—1)

k=1 TE[T—1,2k]

Véllig analog setzen wir die Untersumme von f beziiglich Z:

n

Szf(x) = inf f(@)(@p = 1)

Definition 8.2 (5.2 Ober und Unterintegral) Wir definieren das Oberintegral f auf I als

b
/f(x)d:v:: inf Sz f(z)

ZeZ(ab)
Analog definieren wir das Unterintegral von f auf /

b
/ f@)de = sup Szf(x)

ZeZ(a,b)

Lemma 8.3(5.3) 1. Fiir eine beschriinkte Funktion f : I = [a,b] — R existieren das Oberintegral und
das Unterintegral

2. Sei (Zy,) eine Folge von Zerlegungen aus Z,, € Z(a,b),n € N. Sei h,, die Feinheit von Z,, mit h,, — 0
fiir n — oo. Dann gilt

b b
lim Sy, :/ flx)dz < / f(z)dz = lim Sy,

n—o0 n—oo

Beweis 1. Sei Z € Z(a,b) eine beliebige Zerlegung. S und S sind beschrinkt, da

inf f(z)(b—a)< Sy <Sz< sup f(x)(b—a)
z€[ab] z€la]

Die Existenz des Ober- und Unterintegrals folgt aus Existenz von Supremum und Infimum beschrinkter
Zahlenmengen
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2. Sei (Zy),,c eine Folge von Elementen aus Z(a, b) mit h;, %% 0. Nach Definition von Supremum

und Infimum gilt

Ve>03Z.,2° € Z(a,b) : /bf(w)dw§ SZE(f)—l—%/\S'Zs(f) < /bf(x)dx—i-;

Da nun Z. und Z¢ nur endlich viele Unterteilungspunkte haben und h,, — 0 gilt, kann n € N so grof3
gewihlt werden, dass die Teilintervalle von Z,, die Zerlegungspunkte von Z¢, Z, enthalten und insgesamt
eine Lange L < 55; mit
M = sup| ()|
el

haben. dann gilt

S7.(f) < Sz,(f) + = Ao, (f) < Sze(f) + =

2 2
und daraus folgt
b
[ @ < 52,0+
Ja_
~ b
52,(0) < [ fla)da 2
a
Dies impliziert wegen der Beliebigkeit der Wahl von € die Behauptung. g

Definition 8.4 (5.4 Riemann Integral) Sei f : [ = [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Sind Ober- und
Unterintegral gleich, so heifit der gemeinsame Wert das (bestimmte) Riemann Integral von f iiber [

/“bf(x)dx = /abf(x)dx = /‘Lbf(x)dx

Beispiel 8.5 (5.5) Nicht alle beschrinkten Funktionen sind Riemann-integrierbar.

0 €@

f:[O,l]—>IR:r|—>{1 reR\Q

Auf jeder Zerlegung Z € Z(0,1)

Sz(f) =0<1=5z(f)

Satz 8.6 (5.6 Riemannsches Integrabilititskriterium) Eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R ist
genau dann iiber I Riemann-integrierbar, wenn es zu beliebigen € > 0 ein Zerlegung Z € Z(a, b) gibt, sodass
fir die zugehorige Ober- und Untersummen gilt

152(f) — Sz(f)| <e

Definition 8.7 (5.7 Riemannsche Summe) Fiir eine Funktion f : [a,b] — TR und eine Zerlegung Z €
Z(a,b) wird die mit einem Punkten {, € [z}_1, )] gebildete Summe

RS.(f) =Y f(&)(xx — wx1)

k=1

als eine Riemannsche Summe von f bezeichnet.
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Satz 8.8 (5.9) Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn fiir jede Folge von
Zerlegungen Z,, € Z(a,b) mit h, 2% 0 alle zugehorigen Riemann-Summen konvergieren und denselben
Limes haben

b
RSz, (1) "2 [ flo)ds

Beweis Sei f : I — R Riemann-integrierbar.V Z € Z(a, b) mit Feinheit h gilt offenbar

Sz(f) < RSz(f) < Sz(f)

Aus
1S2(£) = S2(H)| =% 0

folgt die Konvergenz der Riemann-Summe. Seien alle Riemann-Summen von f konvergent gegen den selben
Limes.

VSz(f),82(f), Z € Z(a,b) IRSz(f),RS5(f) : Ve > 0: RSy(f)—e < S7(f) < Sz(f) < RSz(f)+e

Aus Konvergenz (fiir b — 0) alle Riemann-Summen gegen denselben Limes und aus der Beliebigkeit von ¢ folgt

1S,(F) = Sz()| =% 0 0

Satz 8.9 (5.9) Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis Auf dem kompakten (beschrinkten und abgeschlossenen) Intervall ist f gleichmifig stetig.
Ve>030.>0:Va,z€l:|z—2 <d = |f(x)— f(Z)|<e

V Zerlegung Z € Z mit der Feinheit h < ¢, gilt
B n
|Sz(f) - Sz(f)‘ < Z sup f(z) — inf f(x)|(zx —zx-1) < e(b—a)
k=1 zE€ly z€ly
Dies impliziert die Existenz des Riemann-Integral von f U

Satz 8.10 (5.10) Eine (beschrinkte) monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f monoton steigend. Dann gilt f(a) < f(z) < f(b)Vzx €
1.V Zerlegung Z € Z(a, b) mit Feinheit A gilt:

S2(f) = Sz(f) =D (f@r) = flzr-1))(@r — zx-1) < h(f(b) = f(a))
k=

1

Fiir beliebige ¢ > 03 h, > 0 sodass fir h < h, gilt

S2(f) = Sz2(f)| <« O

Satz 8.11 (5.11 Zusammengesetzte Integrale) 1. }Niine (beschriinkte) Riemann-integrierbare Funktion f :
[a,b] — R ist auch iiber jedem Teilintervall [a, b] € [a,b] Riemann-integrierbar. Insbesondere gilt fiir

c€ (a,b) . . ,
/a f(@)de = / F(x)dz + / Fa)dz
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2. Ist eine (beschrinkte) Funktion f : [a,b] — R fiir ¢ € (a,b) tiber den Teilintervallen [a, c] und [c, ]
Riemann-integrierbar, so ist sie auch iiber [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt 1.

Beweis 1. Seien Z,, € Z(a,b) mit Feinheit h,, — 0 und RS, (f) zugehdrige Riemann-Summen, sodass
n— b
RSz, (1) "2 [ f(a)ds
a

Wir zeigen Integrierbarkeit von f iiber (d, 5) . Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen,

dass Z,, die Punkte {a, B} als Teilungspunkte enthalten. Wir betrachten zwei beliebige Folge Z(ll), 27(12) €
Z (EL, l~)> mit Feinheiten 2%, 22 — Ound irgendwelche zugehérigen Riemann-Summen RS ;1) (f), RS ;2 ()

Z,(f) , Zq(f) lassen sich erweitern zu ZT(LI) , Zq(f) auf [a, b] (durch Verwendung von gleichen Teilungspunkten

aus [a, @] U [b, b]). Wir bekommen zugehorige RS 4,1, RS2 (f). Nach Konstruktion gilt

n—oo

‘RSZ$L1>(f) - RSZ@(f)) = ‘RSZT(})(f) - RSZf)(f) —0

Hieraus folgt, dass jede Folge von Riemann-Summen RS 2, (f) zu Zerlegung Z,, € Z (EL, B) mith — 0

Cauchy Folge ist und dass alle solche Folgen gegen den selben Limes konvergieren, also f ist iiber [a, B]
Riemann-integrierbar.

Seic € (a,b) == f ist Riemann-integrierbar iiber [a, c] und [c, b]. Da jedes Paar RS ;) (f) und
RS, (f) zu einer RSz(f) iiber [a, b] erweitert werden kann bekommen wir durch Grenziibergang
h—0

c b
/ f(z)dx +/ f(z)dz = lim RS,)(f) + lim RS (2 (f)
a c h—0 h—0
b
— lin (RS0, + RS () = fim RS2(f) = | fla)da
h—0 h—0 a
2. Sei f iiber [a, c] beziehungsweise [c, b] integrierbar. Die Konvergenz
lim RS ,q)(f) = / f(z)dx
h—0 a

b c b
i RSy (7) = [ e — [ e+ [ p@ds = Jm RS0 () + Jim RSy (f)
(RSz0) (f) + RSz (f)) = lim RSz(f)

lim

h—0
b

=: / f(x)dz O

Definition 8.12 (5.12 Linearitiit des Riemann-Integrals) Sind f,g : [a,b] — R (beschrinkt) Riemann-
integrierbar, so ist auch jede Linearkombination

af +Bg,a,8€R

iiber I Riemann-integrierbar und es gilt

/ab(af(a:) + Bg(z))dz = a/abf(ac)dx + 5/abg(x)d:c
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Beweis Wegen der Integrierbarkeit von f und g existieren RSz ( f) und RSz (g) mit Feinheiten A — 0, sodass

b
lim RS(/) = /y f(@)de

und dhnlich fiir g, wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden kann, dass Z € Z(a, b)
sowie die Anwendungspunkte §, € [_1 5, ] fiir beide Riemann-Summen die selben sind. Dann ist fiir v, 8 €
R auch

RSz(af + Bg) := RSz(af) + RSz(Bg) = aRSz(f) + BRSz(9)

Riemann-Summe fiir af + B¢ Es gilt
b b
a/ f(z)dx + 6/ g(x) = alim RSz(f) + B lim RSz(g)
a a h—0 h—0
= lim RSz(af + Bg)
h—0

b
- [((as + 89z 0

Satz 8.13 (5.13 Monotonie des Riemann-Integrals) Seien f, g : [a,b] — R (beschrinkt) Riemann-integrierbare
Funktion mit g(x) > f(z)Vx € [a, b]. Dann gilt auch

/abg(x)d:r > /ab f(z)dx

Korollar 8.14 (5.14) Fiir eine (beschriinkte) Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — Rmitm < f(z) <
M, dann gilt

(ohne Beweis)

b
m(b— a) < / Fe)dz < M(b—a)

Korollar 8.15 (5.15) Esseien f, g : [a,b] — R (beschrinkt) Riemann-integrierbar. Dann gilt
1. Die Funktion f; := max{f,0}, f— := min{f, 0} sind Riemann-integrierbar

2. | f| ist Riemann-integrierbar und es gilt

/a ’ f(z)da

3. Vp € [1,00] ist | f|” Riemann-integrierbar

< / @)l

4. Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar
Beweis 1. VZ € Z(a,b) gilt

0

Sz(fv) = Sz(f+) < Sz(f) = Sz(f)
0 <

Sz(f-) = 8z(f-)

IN A

das heiOt mit f sind auch f; und f_ Riemann-integrierbar
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2. |fl = f+ — f- = |f] ist Riemann-integrierbar als linear Kombination von f; und f_

b b
[ s < [ras]
a a
folgt aus Monotonie des Riemann-Integrals, weil f < |f|, —f < |f|
3. Sei M := sup |f], |]f\4| ist Riemann-integrierbar. Wir brauchen also nur die Aussage fir 0 < f < 1.

z€[a,b]
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgt fir 0 < z < y <1

yP—al =pel o <E<y
VZ € Z(a,b) gilt daher
Sz(If1P) = Sz(IfI") < p(Sz(If]) = Sz(|f]))
das heifit mit | f| ist auch | f|” integrierbar

4, Wegen fg = %((f + g)2 —(f - 9)2) folgt die Riemann-Integrierbarkeit von fg mit Hilfe von 3. [

Bemerkung 8.16 Im Allgemeinen

[ st £ ([ s ( [ o)
Beispiel 8.17 f = 1

/abf(x)g(w)dx = /abg(x)dx # (/abf(x)dx) (/abg(x)dx) = (b—a) /abg(x)dx

firb—a # 1

Korollar 8.18 (5.16 Definitheit des Riemann-Integral) Sei f : [a,b] — R stetigmit f(x) > Ofiirz € [a, b].
Dann gilt:

b
/ flz)dzr =0 <= f=0
a
Beweis Angenommen f # 0, das heif3t
Jxo € [a,b] : f(zg) >0
Dann, aus Stetigkeit von f gibt es ein I, := [z, 2o + £] sodass
flz)>d>0Ve eI,

Da jede Zerlegung Z von % mit hinreichend kleiner Feinheit A ein Teilintervall I, C I, beinhaltet, gilt fiir die
zugehorigen Summen

b
0 < Sax — oy 1) < inf F@)(on—7rn) < S2(F) < / f()das

k
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Bemerkung 8.19 Wir haben Riemann-Integral definiert fiir a < b. Fiir b > a definieren wir

/ab f(z)dx := — /ab f(z)dz, /aa f(z)dz =0

Satz 8.20 (5.17 Mittelwertsatz fiir Integrale) Es seien f : [ = [a,b] — R stetigund g : I — R Riemann-
integrierbar und ¢ habe in I keinen Vorzeichenwechsel. Dann gibt es eine Zwischenstelle £[a, b] sodass

[t =1 [

Beweis Esfolgtausdem Zwischenwertsatz fiir stetig Funktionen: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit behalten
wir den Fall g > 0 Aus Stetigkeit von f folgt:

Fm :=min f(z), M := max f(z)

/ daf</ f(z da:gM/abg(x)d:v

Wir nehmen eine lineare Funktion mit ¢ € [0, 1]

Damit, wegen g > 0

b
I(g). = (m(1—1t)+ Mt)/ g(x)dx

/ f(x)g(x)dx = /abg(ac)dx

und dann (Stetigkeit von f) 3¢ € [a, b], sodass i = f(§) O

= Jp € [m, M| mit

Korollar 8.21(5.18) Sei f : I = [a,b] — R stetig, dann 3¢ € I sodass

b
/ f(@)de = F(E)(b—a)

Seien f : [a,b] — IR stetig mit
m< f(r) < MVzel

und g Riemann-integrierbar mit g > 0, Dann gilt

m/abf(a:)dx < /abf(x)g(a:)dx < M/abg(x)dx

Beispiel 8.22 (5.19 (Notwendigkeit von Voraussetzungen)) 1. Stetigkeit von f. Wir nehmen

0 0Lz«
1 1<z<2

f:[O,2]—>IR,a:»—>{

f ist unstetigund V ¢ € [0, 2]
2
| @ =14 s©2-0)
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2. Positivitdt von g: Fiir

IA A

Ve eo,2] gilt

/  f)g(e)de = - / Crde / Cade =14 £() / (e = 0

Definition 8.23 (5.20) Eine Funktion F' : I = [a,b] — R heift unbestimmtes Integral (oder Stammfunktion)
einer Funktion f : I — IR, wenn sie differenzierbar ist und

Fl(z) = f(x)Vz el
Wir schreiben
F = / f(z)dx
Satz 8.24 (5.21 Fundamentalsatz der Analysis)

1. Fiir eine stetige Funktion f : I = [a,b] — IR ist das unbestimmte Integral

Fo)i= [ " f(w)dy,x € [ab

aufgefasst als Funktion der Oberen Grenze x eine Stammfunktion von f. Jede weitere Stammfunktion
von f unterscheidet sich von F' durch eine Konstante

2. Ist umgekehrt die Funktion F' : I = [a, b] — R Stammfunktion einer stetigen Funktion f, so gilt

a

b
b
/ f(z)dz = F(z)| = F(b) — F(a)
a
Beweis 1. Wir betrachten Differenzenquotienten von F'(x)

F(z + h;)L —F(z) _ 2</ax+h flydy) — /aw f(y)dy> = % /;Hl f(y)dy

Nach Mittelwertsatz gilt mit einem §;, € [z, x + h]

F(a:—l—h})l—F(x) — e

Fir h — 0, konvergiert §, — x, sodass F'(x) = f(x) (aus Stetigkeit von f). Sei G eine weitere
Stammfunktion von f. Dann gilt

0=F -G =(F-G)
das heil’t F' — (G ist konstant.

2. Sei F' eine Stammfunktion von f, das heift F’(x) = f(x). Mit der Funktion
x
Go)i= [ £y Gla) =0
a

ist F' — G konstant (aus 1.). Deshalb

b
F(b) — Fla) = G(b) — Gla) = / F(z)dz
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Bemerkung 8.25 Integration und Differenzierung sind zueinander inverse Prozesse

L [ 1w = @
o+ [ T

Die Regeln fiir die Differenzierung liefern
L [y*dy = oot
e® Ina T

2. faydy = feylnady = 4

“Ina Ina

3. [sinydy = —cosz
[ cosydy = sinx

4. | idy = In|z|
Lemma 8.26 (5.21 Partielle Integration) Seien f,g : I — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann
gilt
/f o)de = (fg)(a /f
Beweis
(f9)'(x) = f'(x)g(z) + f(x)g'(x)
fﬂ—/f st + [ 1@y =
Beispiel 8.27 (5.23)

b b
/ zetdr = xez‘z — / e*dr =e’(b—1) —e(a — 1)

b b
1
/ln(x)dx—xln(x)‘l;—/ —zdz =blnb—alna — (b—a)
a a x

Satz 8.28 (5.24 Substitutionsregel) Seien f : I — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] — I eine stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

(sogenannte Substitutionsregel)

Beweis Sei I : I — R eine Stammfunktion von f. Die Komposition F' o ¢ : [a,b] — IRR. ist stetig
differenzierbar, und nach der Kettenregel

(Fo¢)(y)=F(o(y)¢'(y) = f(oy)e'(y)

Aufgrund des Fundamentalsatzes gilt

b ) b 6(b)
/ f(o y)dy —/ (Fo¢)(y)dy = Fo¢(y)|, = (Fog)(b)— (Fog)a) = F(¢(b)) — F(¢(a)) =/¢ f(z)

(a)
g
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8.2 Uneigentliche Integrale

Wir wollen das Konzept des (bestimmten) Riemann-Integrals fiir Funktionen auf unbeschrinkten Intervallen
mit Singularititen ausdehnen. Solche Integrale werden uneigentlich genannt.

8.2.1 Uneigentliche Integrale auf beschrinkten Intervallen

Wir nennen eine Funktion auf deinem endlichen, halboffenen Intervall (a, b] ,integrierbar’, wenn sie auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall [a’, b] C (a, b] Riemann-integrierbar ist.

Satz 8.29 (5.25 Uneigentliches Riemann-Integral 1) Sei f : (a,b] — R eine auf dem halboffenen Intervall
(a, b] aber nicht auf dem Abschluss [a, b] integrierbare Funktion. Existiert fiir jede Folge von Punkten a,, € (a, b]
der Limes

b b
/ f(x)dz := lirf f(z)dz

so ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge (ay, ), und heifit das ,uneigentliche Integral“von f iiber [a, b]

Beweis Ist (a;,), o eine zweite Folge mit

b
lim [ f(z)dz = A’

ayla al
so konvergieren gemif} Voraussetzung auch die Integrale zu der zusammengesetzten Folge {a1,d}, ..., an,al,, ...}
gegen den Limes A”. Da aber Teilfolgen gegen denselben Limes konvergieren wie die Gesamtfolge muss A” =
A’ sein. Also konvergieren alle Integralfolgen gegen den selben Limes g

Lemma 8.30 (5.26) Sei f : (a,b] — Rauf (a, b] aber nichtauf [a, b] integrierbar. Existiert dann das uneigentliche
Integral von | f| iiber [a, b], so existiert auch das uneigentliche Integral von f tiber [a, b] und

[ ] < [15@jas

Beweis Fiire > 0, < b — a schreiben wir

’ _ [Pzl f(2) a+te|f(z)] - flx)
/a+5f(x)d$_/a+e 5 dr — 5 5 dz

Die Integrale rechts sind fiir ¢ — 0 nach Voraussetzung gleichmifRig beschrinkt und wegen der Nichtnegativitat
des Integranden jeweils monoton wachsend.

/b @)+ @), /b @)= f@),

+e 2 +e 2

b b
<2 / f(@)ldr <2 / 1 (@)|de

+e

x’—F

Folglich konvergieren die Integrale fiir ¢ — 0. Damit hat das linke Integral fiir ¢ — 0 einen Limes, das heift f
besitzt ein uneigentliches Integral U

Bemerkung 8.31 Die Umkehrung der letzten Aussage ist nicht richtig (wie bei Reihen).
Beispiel 8.32 (5.27 (nicht existierendes uneigentliches Integral))

b
d
/ T (b —a)—In(e) =% o

e L —Q

das heift das Uneigentliche Integral iiber [a, b] existiert nicht.
Im Fall ¢ # 1 gilt

/b dv 1 1 Lo 1 ( 1 1 )
ate (@—0a) " 1—p(z—aptlotE T 1—p\(b—a)"  (—o)*
Fir 0 < g < 1 A p > 1 existiert das uneigentliche Integral nicht.
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8.2.2 Uneigentliche Integrale auf unbeschrinkten Intervallen

Wir nennen einen Funktion auf [a, 00) lokal integrierbar, wenn sie auf jedem abgeschlossenem Teilintervall
[a,b] C [a,c0) Riemann-integrierbar ist.

Satz 8.33 (5.28 Uneigentliches Riemann-Integrale 2) Sei f : [a,00) — IR eine lokal integrierbare Funktion.
Existiert fiir jede Folge b,, € [a, 00) der Limes

lim f dx—/ flx

bp—00

so ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge (bn) pen und heifdt das uneigentliche Integral von f iiber [a, co)
Beweis Analog wie Beweis von Satz 5.25 U

Lemma 8.34 (5.29) Sei f : [a,00) — IR lokal integrierbar. Existiert das uneigentliche Integral von | f| iiber
[a, 00), so existiert auch das uneigentliche Integral von f iiber [a, c0) und

/ " fa)ds| < / @)

Beweis Analog zu Satz 5.26 g

Satz 8.35 (5.30 Konvergenzkriterium fiir uneigentliche Integrale) Sei f : [a,00) — R in[a, 00) integrierbar
mit

sup
r>a

/xf(w)dﬁ‘ < oo

Ferner sei g : [a,00) — R differenzierbar und monoton gegen Null fallend. Dann existiert das uneigentliche
Integral

/ F@)g(e)de = lim f(f) (€)de

Beweis Mit f und g ist auch das Produkt fg in [a, co) lokal 1ntegr1erbar

0= [ s

ist die Stammfunktion von f. Fiir a < x < oo erhalten wir durch partielle Integration

x b
/ F(©)g()de = F©)g(o)|" / F(&)g(€)de

Sei ¢ < 0 beliebig. Dann gibt es ein 5. > a, sodass

e
g()<ﬂx>ﬁs

Fiir beliebige 8 > o > f3. folgt damit wegen ¢’ < 0

B B8 B8
/ F<5>9’<s>d5|m [ld©lae = [ gt = o) <<

| Fegea

fiir £ — oo hat einen Limes nach dem Cauchy-Kriterium

lim [ (o€ = im Fa)gta) - F@yala) - [~ PO (€de <

—_———
=0

liefert die Behauptung g



8 Integration 74

Satz 8.36 (5.31) Essei f : [no, o0) — IR eine stetige, positive, monoton fallende Funktion. Dann gilt
Z f(k) < 00 <= / f(z)dz < 0o
k=no

Beweis ( = ): Aus Monotonie von f gilt Vn € N mitn > ng

n+1 n k+1 n 00 00
/ f(z)dx = Z/k f(z)dz < Z f(k) < Z f(k) = / f(z)dz < o

0 k=ng k=ng k=ng
——

<o

(<= ):Furallen > ng

n n—1 n k+1 o)
SO = o)+ S < Flno+1) < flng) + S / f(a)da < / f(a)dz < oo
k no O

k=ng k=ng k=ng

Beispiel 8.37 (5.32) 1. Esgilt

/:clr(jzx(:c) T @ / :clnlené)

f(z) = m ist auf [2, 00) positiv und monoton fallend =

1

Zkl 7, =
p—o

2. Aus dem Satz 5.30 folgt die Existenz von Integralen

o0 L1 o
sinx cosx
dz, dz
0 x 0 €z

mit f(z) := sinz, g(z) := 1 (beziehungsweise f(z) := cos z). Ebenso bekommen wir Existenz von

®ginz *  sinx
—d ——d
/2 lnx x’/Q In(In(z)) .

8.3 Kurvenlinge

8.4 Integration und Grenzprozesse

/abhmfn m—hm/fn

Frage:

Pathologisches Beispiel:

fu(x) = nae "’
g, Jn(2) =0
1
/ lim f,(z)dz =0
0 n—oo

n—oo n—o0

1
. . T2t . T, 1y 1
lim ; fn(x)dz = lim <26 ’0> —nh_g)lo <2e + 2> =3
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Satz 8.38 (3.34 Gleichmiflige Konvergenz) Die Folge (f,,),,c stetiger (und Riemann-integrierbarer) Funktionen
fn : I = [a,b] — R konvergiere gleichmifig gegen eine Funktion f : I — IR. Dann ist die Grenzfunktion
ebenfalls stetig (und Riemann-integrierbar), und es gilt:

lim bfn(m)dx = /b nh_)rgo fo(z)dx

n—o0 a

Satz 8.39 (5.35) Fiir eine Folge stetiger Funktionen fi : I — R, k € N, konvergiere die Reihe
o0

>

k=1
auf dem Intervall I = [a, b] gleichm#Rig. Dann stellt die Reihe eine integrierbare Funktion dar, und

0o
[ z flapds =3
a —

k=179

Beweis Aus Stetigkeit von fi, sind auch alle Partialsummen stetig und damit integrierbar. Gleichmiflige Konvergenz
der Partialsummen impliziert, dass die Reihe eine stetige Funktion und damit integrierbar ist. Es gilt

/ka e =3[ f@ae+ [ 3 filwyde

k=179 4 fk=n+1

Gleichmifige Konvergenz der Reihe —

Ve>0dn. e N:Vn>n,:

b
Z fr(z)dz </£dx:£(b—a)

@ k=n+1
[ ntere =3 [ i) =50
a k=174 O
Satz 8.40 (5.36) Die Potenzreihe
oo
Z ck(x — xo)k
k=0

habe den Konvergenzradius p > 0, sie stellt also auf dem Intervall I = (xg — p, xg + p) eine stetig Funktion
dar. Deren Stammfunktion erhilt man durch gliedweise Integration und diese hat denselben Konvergenzradius

p

= _ k _oo Ck . k+1
/kZ:OCk(y x0) dw_kgok‘f‘l(x xo) +c

Beweis Sei |z —xg|] < R < punde > 0 beliebig. GleichmiRige Konvergenz der Reihe auf dem Intervall
[0 — R, zo + R] impliziert Vn > n. € N

oo oo
Z en(z —z0)¥| < Z lex|RF < e
k=n+1 k=n-+1

Ferner,

)k+1

0 T
/ E Ck - iUO g / Ck - x()
0 k—0 ¥ %0

k=1
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Bemerkung 8.41 Der Satz 5.34 gilt auch fiir Folgen von uneigentlichen Integralen auf beschrinkten Intervallen.
Bei uneigentlichen Integralen auf unbeschrinkten Gebieten reicht die gleichmiflige Konvergenz der Folge im

fn(x) = {

/00 lim f,(x)de =0# lim /OO fo(lz=dz=1)

allgemeinen nicht. zum Beispiel:
0<z<n

rT>mn

O 3=

gleichmifig
_—

fn 0 auf I = [0, 00), aber

Satz 8.42 (5.37 Monotone Konvergenz) Die Folge (fy,),,cr von auf dem Intervall I = [a, b) oder I = [a, 00)
(uneigentlich) integrierbaren Funktionen f,, : I — IR konvergiere punktweise gegen eine Funktion f : I — R.
Ist die Grenzfunktion f ebenfalls (uneigentlich) integrierbar und sind Funktionen f,, gleichmifig beschrinkt
durch eine auf I (uneigentlich) integrierbare Funktion g : I — IR, das heift

|ful(z) < g(z),z €T

so gilt
b b
lim / fn(:):)d:v:/ li_>m fn(x) dz

n—o0

Beweis in Analysis 3.

Definition 8.43 (5.38 Nullmenge) Eine Teilmenge M C R heifit Nullmenge (Lebesgue Nullmenge) wenn es
zujedem € > 0 hochstens abzihlbar unendlich viele Intervalle 17, 22, . . . gibt sodass

Moo Y ll<e
k k

Mann nennt das System der Intervalle I, eine abzihlbare (offene oder abgeschlossene) Uberdeckung der
Menge M. Eine Funktion f : [a, b] besitzt eine Eigenschaft (zum Beispiel stetig) fast iiberall, wenn die Menge
der Punkte, in deren sie diese Eigenschaft nicht besitzt eine Nullmenge ist.

Lemma 8.44 (5.39) 1. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge
2. Endliche und abzihlbare Teilmengen von IR sind Nullmengen

3. Die Vereinigung abwihlbar vieler Nullmengen ist wieder einer Nullmenge
Beweis 1. Sei M eine Nullmenge = M C |J, [y und ) . |I}| <€

NcM = NcMc|JLAD |[Lk<e
k k

2. Sei M C R endlich oder abzihlbar. Ve > 0 ist jedes z;, € M Mittelpunkt eines Intervalls

9 9

Ly =[xy, — okt Tkt 2k+1]

Es gilt

Mcylkmitgllklgi;:e<i;—l> :€<111—1> =¢
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3. Seien { M}, } hochstens abzihlbare Nullmengen. Fiire > 0kann man jedes M}, durch héchstens abzahlbar
viele Intervalle (Iy;) tiberdecken sodass

Z’I kl ’ < 27]65
l
Dann iiberdecken alle Mengen (I;;)* auch die Vereinigung
UM,
k

und es gilt

> | = Z(Zum) < gzk <e

k.l k l O

Satz 8.45 (5.40 Satz von Lebesgue) Eine Funktion f : [a,b) — R ist Riemann-integrierbar auf [a, b] genau
dann wenn sie auf [a, b] beschriinkt und fast {iberall stetig ist (chne Beweis).

Bemerkung 8.46 Dieser Satz charakterisiert das Riemann-integral vollstindig. Wichtig ist die Zuldssigkeit von
abzihlbar vielen unstetigen Stellen.



	Einleitung
	Mengen und Zahlen
	Logische Regeln und Zeichen
	Quantoren
	Hinreichend und Notwendig
	Beweistypen
	Summenzeichen und Produktzeichen

	Mengen
	Definition
	Mengenrelationen
	Potenzmenge
	Familien von Mengen
	Rechenregeln
	geordneter Tupel
	Kartesisches Produkt
	Äquivalenzrelation

	Relationen und Abbildungen
	Relationen
	Graph der Abbildung
	Umkehrabbildung
	Komposition
	Identitäts Abbildung
	Homomorphe Abbildungen

	Natürliche Zahlen
	Peanosche Axiomensystem der natürlichen Zahlen
	Vollständige Induktion
	Definition Körper

	Abzählbarkeit
	Abzählbarkeit von Mengen

	Ordnung
	Definition

	Maximum und Minimum einer Menge
	Definition
	Bemerkung

	Schranken
	Bemerkung
	Beispiel

	Reelle Zahlen
	Vollständigkeitsaxiom (Archimedes)
	Axiomatischer Standpunkt
	Bemerkung
	Konstruktiver Standpunkt
	Definition 1.37
	Satz 1.38
	Satz 1.39
	Definition 1.40
	Lemma 1.41
	Definition 1.42
	Lemma 1.44
	Definition 1.45 Produktzeichen
	Satz 1.46
	Definition 1.47
	Lemma 1.48
	Satz 1.49
	Folgerung 1.50
	Lemma 1.51
	Lemma 1.52
	Lemma 1.53 (Bernoullische Ungleichung)
	Folgerung 1.54
	Satz 1.55 (Existenz der m-ten Wurzel)
	Lemma 1.56


	Komplexe Zahlen
	Komplexer Zahlenkörper
	Beweis

	Notation
	TODO Graphische Darstellung
	Bemerkung
	Korollar 1.59
	Fundamentalsatz der Algebra
	Betrag
	Konjugation

	Folgen
	Definition 2.1 Konvergenz
	Folgerung 2.2
	Definition 2.3 Cauchy Folgen
	Definition 2.4 Teilfolge
	Rechenregeln für Grenzwerte von Folgen
	Geometrische Folge
	Umgebung

	Reihen (Unendliche Summen)
	Konvergenzkriterien
	Potenzreihe
	Exponentialreihe

	Stetige Abbildungen
	Grenzwert einer Funktion, Stetigkeit
	Eigenschaften stetiger Funktionen
	Konvergenz von Funktionen
	Reellwertige stetige Funktionen

	Differentiation
	Mittelwertsätze und Extremalbedingungen
	Anwendung von MW Satz 2

	Taylor Entwicklung
	Bemerkung zu Stetigkeit
	Anwendung von Taylor-Entwicklung
	Differentiation und Grenzprozesse

	Integration
	Das Riemannsche Integral
	Uneigentliche Integrale
	Uneigentliche Integrale auf beschränkten Intervallen
	Uneigentliche Integrale auf unbeschränkten Intervallen

	Kurvenlänge
	Integration und Grenzprozesse


